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B. Gt. Teubners Sammlung von Lehrbüchern 
auf dem Gebiete der Mathematischen Wissen- 
schaften mit Einschluß ihrer Anwendungen. 

Im Teubnerschen Verlage erscheint unter obigem Titel in 
zwangloser Folge eine längere Reihe von zusammenfassenden 
Werken über die wichtigsten Abschnitte der Mathematischen 
Wissenschaften mit Einschluß ilirer Anwendungen. 
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Die Verlagsbuchhandlung 6. G. Teubner gibt sich der Ho&ung 
hin, daß sich recht zahlreiche Mathematiker, Physiker und Astronomen, 
Geodäten imd Techniker, sowohl des In- als des Auslandes, in deren 
Forschungsgebieten derartige Arbeiten* erwünscht sind, zur Mitarbeiter- 
schafb an dem Unternehmen entschließen möchten. Besonders nahe liegt 
die Beteiligung den Herren Mitarbeitern an der Enzyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. Die umfangreichen literarischen imd speziell 
fachlichen Studien, die für die Bearbeitung von Abschnitten der 
Enzyklopädie vorzunehmen waren, konnten in dem notwendig eng be- 
grenzten Rahmen nicht vollständig niedergelegt werden. Hier aber, bei 
Werken der gegenwärtigen Sammlung, ist die Möglichkeit gegeben 
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**Q. Loria, spezielle, algebraische und transzendente Kurven der Ebene. 
Theorie und Geschichte. (Band V.) Jt 2S. — 

** Vorlesungen über darstell. GeometrieL (BandXXV, 1.) JC 6 . 80. 

**A.B.H.Love,Lehrb. d. Elastizität. Deutsch von A.Timpe. (Band XXIV.) 

Lehrbuch der Hydrodynamik. [«Ä 16. — 

A. Loewy, Vorlesungen über die Theorie der linearen Substitutionsgruppen. 
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W. Meyerhoffer, die mathematischen Grundlagen der Chemie. 
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** O. Stolz u. J. A. Gmeiner, theoretische Arithmetik. (Band IV.^ «Ä 1 . 60. 
** Einleitung in die Funktionentheorie. (Band XIV.) 

B. Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. \JL 15 . — 

die kubische Raumkurve. 

*H. B. Timerding, Geometrie der Kräfte. 
E!. Tli. Vahlen, Geschichte des Fundamentalsatzes der Algebra. 

Geschichte des Sturmschen Satzes. 

A. Voss, Prinzipien der rationellen Mechanik. 

Abbildung und Abwicklimg der krummen Flächen. 

** J. G.Wallentin, Einleitung in die Elektrizitätslehre. (Bd. XV.) JCl2, — 

**B. V. Weber, Vorlesungen über das Pfaffsche Problem und die Theorie 

der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. (Bd. IIJ) </^ 24 . — 

**A.Q'. Webster, the Dynamics of Particles, of rigid, elastio, and fluid Bodies. 
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Partial Differential Equations of Mathematical Physics. 
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W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Integrale. 

partielle Differentialgleichungen. 

n. G. Zeuthen, die abzählenden Methoden der Geometrie. 

IPP^ Nähere Angaben über obige Werke befinden sich in meinem mathematiBchen 
Katalog, den ich zu verlangen bitte. 'w% ^h ¥w% i^ 

Leipzig, PoBtstr. 3. **• ^* •*^**'^**^*» 
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Torrede. 

Die GrTundlage meiner geometrischen Vorlesungen an der Universität 
Breslau bildet eine über zwei Semester sich erstreckende Vorlesung: Theorie 
der geometrischen Verwandtschaften. Nun, wo meine akademische Tätig- 
keit wohl sich ihrem Ende zuneigt, habe ich diese Vorlesung, vervollständigt 
durch manche Abschnitte, welche in ihr nicht haben Platz finden können, zu 
einem Lehrbuche über diesen Zweig der Geometrie, dem bisweilen etwas 
Vernachlässigung zu teil geworden ist — in Pascals Bepertorium, Bd. II 
z. B. hat er kaum Berücksichtigung gefunden — , ausgearbeitet. Es handelt 
sich also um die Darstellung und Zusammenstellung der reichen Wissens- 
schätze auf diesem Gebiete, welche das vergangene Jahrhundert gewonnen 
hat und das neue gewissermaßen berufen ist, zu kodifizieren omd sicher zu 
stallen. 

Um über den Inhalt des ganzen, nach neuerlicher Übereinkunft mit der 
Verlagsbuchhandlung, auf vier Bände berechneten Werkes zu orientieren, 
werden in diesem ersten Bande auch schon die Inhaltsverzeichnisse der andern 
Bände mitgeteilt. 

Der Umfang des Werkes zeigt, daß möglichste Vollständigkeit erstrebt 
werden sollte; wenn sie wohl doch nicht ganz erreicht ist, so liegt es daran, 
daß der Umfang doch nicht zu groß werden durfte und daß ich, in anbe- 
tracht meines Alters, zu einem Abschlüsse gelangen mußte. 

Ich habe mich bemüht, den Beweisen die einfachste Gestalt zu geben, 
sie kurz zu machen, aber doch, im aUgemeinen, vollständig mitzuteilen. Ich 
bin da zunächst dem Beispiele meines Vorgängers Schröter gefolgt, dessen 
Tradition ich ja in Breslau übernommen habe, aber auch dem der großen 
Geometer Poncelet, Steiner (wenigstens in seinen älteren Schriften), 
Möbius, Chasles. 

Die zahlreichen zu knapp gehaltenenen Schriften, welche die letzte Zeit 
gebracht hat, muten — es muß das doch wohl einmal ausgesprochen werden — 
dem Leser zu viel Zwischenarbeit zu ; das nicht Mitgeteilte zu ergänzen, kostet 
viel Zeit und gelingt wohl auch nicht inmier. Ich glaube, der dauernde Wert 
solcher zu knapp gehaltenen Schiiften ist etwas fraglich; und sie verleiten 
vielleicht zu oberfiächlichem Lesen. Werden wohl unsere heutigen Bücher 
noch gründlich, Satz fElr Satz, Schluß für Schluß, studiert? Zu dieser Frage 
veranlaßt die Beobachtung, daß Fehler, selbst in angesehenen Schriften, 
lange Zeit unbemerkt bleiben imd womöglich aus einer Schrift in die andere 
sich fortpflanzen. Ich schreibe dies unter dem Eindrucke eines Fehlers, den 
ich neuerdings in einer vor 40 Jahren erschienenen bekannten Schrift ge- 
funden habe. Da und dort habe ich im vorliegenden Werke auf solche 
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rV Vorrede. 

Fehler aufmerksam gemacht, was nicht angenehm, aber schliefilich eben not- 
wendig ist. 

In diesem Buche handelt es sich nicht um eine Oeometrie der Lage im 
Stau dt sehen Sinne oder um projektive Geometrie, sondern nur um eine 
synthetisch gehaltene Darstellung dessen, was wir über geometrische Ver- 
wandtschaften wissen. Aber dieser synthetische Charakter der Darstellung 
soll die Anwendung der Algebra nicht ausschliefien; daß die Algebra der Geo- 
metrie helfen soll, ist ja die Errungenschaft der neueren Zeit seit De sc arte s. 
Die Projektivitttt definiere ich algebraisch: durch die bilineare Parameter- 
relation, und die algebraische Behandlung führt zu den imaginären Ele- 
menten. Wenn ich doch dann und wann Freiheit von Maßbeziehungen 
erstrebe, so geschieht es wegen des Reizes und der Anschaulichkeit, den 
solche Betrachtungen gewähren, und ich erlaube mir, auf § 7, 15, 16 dieses 
Bandes aufmerksam zu machen, insbesondere auf die im Räume, vermittelst 
der Regelschar, geführten Beweise von Sätzen der Ebene (oder im Bündel). 
Aber es geschieht nicht prinzipiell; ich habe sogar ein Kapitel: Elemente 
der Invariantentheorie fOr angezeigt gehalten. Und bei mehrdeutigen Ver- 
wandtschaften läßt sich, im allgemeinen, ohne eine algebraische Relation 
und ohne das auf ihr beruhende so wertvolle Eorrespondenzprinzip nicht 
auskommen. Was dies Prinzip anlangt, so ist wiederholt, besonders bei 
wichtigen Ergebnissen, die früher oft nur mangelhaft begründete Vielfach- 
heit eines sich selbst entsprechenden Elements, eines Eoinzidenzelementes, 
wie ich es nenne, sorgfältig, nach Zeuthens Regel, bestinunt. 

Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie soll das Buch nicht 
enthalten; ich habe mich auf das Fundament gestellt, auf dem, vor unserer 
kritischen Zeit, Möbius, Steiner und Staudt, Poncelet, Chasles und 
Cremona gearbeitet haben. 

Im AnfQjige konnte das Buch ziemlich selbständig gehalten werden; 
weiterhin ließ sich diese Unabhängigkeit nicht mehr ganz festhalten. Wenn 
auch die Kurven und Flächen 2. Grades ziemlich eingehende Besprechung 
finden, so handelt es sich dabei um solche Eigenschaften, die eben mit den 
geometrischen Verwandtschaften zusammenhängen. Einigermaßen bekannt mit 
diesen Kurven und Flächen setze ich den Leser doch voraus; und auch die 
allgemeinsten Sätze insbesondere der Kurven höherer Ordnung: Anzahl der 
bestimmenden Punkte und damit zusammenhängende Dinge, werden voraus- 
gesetzt. Einige kleine Unebenheiten sind dadurch entstanden, daß bisweilen 
eine Eigenschaft zunächst als bekannt vorausgesetzt, später aber doch noch 
abgeleitet wird. 

Im vierten Bande, bei den Flächenabbildungen und den Gremonaschen 
Transformationen im Räume, wird einige Bekanntschaft mit höheren Flächen 
angenommen, worüber dann gesprochen werden soll. 

Aus der Algebra ist nur ein beschränktes Maß von Kenntnissen not^ 
wendig: die Sätze über lineare Gleichimgen, Determinanten, der Fundamental- 
satz, die Beziehungen zwischen den Wurzeln und Koeffizienten einer Glei- 
chung, die Diskriminante und ihr Grad in den Koeffizienten, Bedingungen 
für eine m- fache Wiirzel, einige einfache Eliminationen. 

Als Gegenstände, die in einem Lehrbuche wohl als neu zu bezeichnen 
sind, mögen erwähnt werden: die Ausartungen, die Abzählungsmethoden 



Vorrede. V 

(nach Hirst), die B eye sehen linearen Systeme von projektiven oder kolli- 
nearen Gebilden (in etwas anderer Anordnung), die so wesentlich verschie- 
denen Korrespondenzen auf Trägem vom Geschlechte 1 (nach Em. Weyr), 
die Fokaleigenschaftien der Eollineation (nach Smith und Reye), aber aucli 
die Cr emo naschen Transformationen, insbesondere im Baume, und die zwei- 
und dreidimensionalen mehrdeutigen Yerwandtschafben. 

Einige ältere eigene Arbeiten durfte ich, zum Teil umgearbeitet, dem 
Werke einfQgen. 

Die vierte Auflage der zweiten Abteilung der Greometrie der Lage 
meines Freundes Beye erschien, als mein Manuskript schon fertig vorlag; 
mein Buch enthält ältere technische Ausdrücke, teilweise von ihm selbst 
herstammend, die Beye in der neuen Auflage verändert hat; ihm darin, 
wenigstens bei einigen, zu folgen, hätte eine nochmalige vollständige Durch- 
sicht des Manuskripts erfordert. 

Breslau, Februar 1908. 

R. Sturm. 
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Erster Teil. 

Eindeutige Yerwandtseliafteii zwischen einstnflgen^) Gebilden. 

§ 1. Die (gerade) Pnnktreilie. 

Wir beschränken unsere Betrachtung zunächst auf eine feste 1 
Gerade und ihre Punkte^ deren Inbegriff eine Punktreihe genannt 
wird, für welche die Gerade der Träger ist. Den einen der beiden 
Sinne, in denen die Punktreihe durchlaufen werden kann, nehmen 
wir als positiven an. Eine auf u befindliche Strecke AB denken 
wir stets yom Anfangspunkt Ä nach dem Endpunkte B durchlaufen; 
dadurch erhält sie einen Sinn und ein Vorzeichen. Es ist demnach 

BÄ AB 

oder: 

AB + BA=^ 0. 

Für drei Punkte A, B, C von u gut, wie auch ihre gegenseitige 
Lage sei: 

AB + BC+CA^O, 
also: 

AB + BC CA^AC, 

Diese Formel ist nicht in allen Fällen richtig, wenn die Strecken, 
wie in der elementaren Geometrie, ohne Vorzeichen oder „absolut^' 
genommen werden. Es ist aber von großem Werte, immer, ohne 
jedesmal die gegenseitige Lage der Punkte berücksichtigen zu müssen, 
AB + BC durch AC oder umgekehrt ersetzen zu köimen. Dies wird 
durch das Prinzip der Vorzeichen ermöglicht. Möbius war es, 
der zuerst konsequent die geometrischen Größen mit Vorzeichen be- 
haftet annahm (1827 in seinem Barycentrischen Galcül^). Von 
neuem betonte Ghasles das Prinzip der Vorzeichen in seinem Traite 
de G^omötrie superieure (1852). Sporadisch sind schon vor 

1) Die Terminologie, nach welcher die Ponktreihe, der Strahlen- und der 
Ebenenbüschel Gebilde 1. Stufe, das Feld und der Bündel solche 2. Stufe sind 
und der Punkt- und der Ebenenraum 8. Stufe, rührt von Stau dt her: Geometrie 
der Lage (1847) Nr. 78. — In Graßmanns Ausdehuungslehre (von 1844 oder 
1862) ist die Stufe um 1 höher, und die homogenen Koordinaten machen manche 
Analytiker geneigt, Graßmann zu folgen. 

2) Nunmehr Bd. I der Gesammelten Werke. 

Sturm, Geometr. Varwandtsohaf ten. I. 1 
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2 I. § 1. Die (gerade) Pnnktreihe. 

MöbiuB Strecken mit Yorzeichen behaftet worden^ Tor allem die 
Koordinaten der analytischen Geometrie; aber z. B. Steiner arbeitet 
in seiner 1832 erschienenen Systematischen Entwicklung der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten yon einander^) noch 
nicht mit Vorzeichen. 

Wir folgern weiter: 

ÄB^ÄC-BC 
oder: 

AB^CB" CA. 

Bei n Punkten A^y A^, . . , A^ haben wir ebenso: 

A,A^ + A^A^ + A^A^ + '" + A^A - 0- 
Für yier Punkte Ay By Cy D besteht die Beziehung: 

BC'AD+CA BD + AB ^ CD ^Oy 

deren Richtigkeit sich sofort ergibt, wenn BGy CA, AB durch die 
Differenzen BD - CD, CD — AD, AD — BD ersetzt werden. 

Sie war schon Euler (1747) bekannt, mußte aber damals für 
Terschiedene gegenseitige Lagen der yier Punkte in verschiedener 
Weise in absoluten Strecken geschrieben und bewiesen werden. 

Man studiere die Yemnderung der Formel, wenn man bloß A, Bj C 
„zyklisch" yertauscht, d. h. A mit B, B mit C, C mit Ay oder wenn 
der Zyklus über alle vier Punkte ausgedehnt wird und diese in By 
Cy Dy A übergehen. 

Es ist immer wichtig, den Bau der Formek zu beachten. 

In derselben einfachen Weise wird die auch aus dem 18. Jahrhundert 
stammende, Ton Simson gefundene, aber gewöhnUch nach Stewart 
benannte Formel bewiesen, die jetzt einheitlich geschrieben werden 
kann: 

AD* . BC + BD* . CA + CD* • AB + BC- CA • AB^O*), 

2 Es handelt sich nun um die Festlegung eraes Punktes X auf u. 

Er wird am einfachsten durch seine Abszisse X'^OX bestimmt, 
die mit einem Vorzeichen behaftete Entfernung yon einem festen 
Anfangspunkte 0, und wegen des Vorzeichens ist die Bestimmung 
eindeutig, was von wesentlicher Bedeutung ist, hingegen zweideutige 
wenn die Strecke absolut genommen wird. 

Es ist 

AB^OB-OA^^b-a] 

1} Gesammelte Werke, 1881—82, Bd. I, S. 229; Klassiker der ezaktea 
Wissenschaften Nr. 82, 88. 

2) Spezialftlle finden wir schon in der CoUectio von Pappus (vermutlidi 
8. Jahrhundert n. Chr.). 



FesÜegung eines Punktes. 3 

also ist jede Strecke gleich der Abszisse des Endpunktes, 
yermindert nm die des Anfangspunktes. Jede solche Abszissen- 
differenz ist unabhängig yon 0. 

Wenn M die Mitte von AB ist, so daß AM^ MB= - BM, 

so ist: 

OM-OA^OB-OM, 
also: 

OM^^iOA+OM)] 

mithin ist die Abszisse der Mitte das arithmetische Mittel der Abszissen 
des Anfangs- und des Endpunktes. 

Eine andere eindeutige Bestimmung eines Punktes X yon u ist 3 
die durch den Parameter. Es ist dann eine Ghrundstrecke FG 

gegeben; wir nennen zunächst ^^ das Teilverhältnis yon X in 

bezug auf dieselbe^). 

Den Best der Geraden ti, nach Abzug der Strecke FG, der aus 
zwei unendlich langen Teüen besteht, die Er^Lnzung yon FG, be- 
zeichnet man nach Staudts Vorschlag^ mit F- G, Je nachdem X 
in FG oder in F - G liegt und zwar gleichgültig, in welchem der 
beiden Teile, ist das Teilyerhältnis < oder > 0. In JP ist es 0, 
in G^ ist es oo, und zwar ±00, denn je nachdem sich X dem G 

TTTT 

yon FG oder yon F- G her nähert, nähert sich ^^ dem Werte 00 

mit sehr großen negativen bzw. positiven Werten. An beiden Stellen, 

F und G, wechselt also das Teilverhältnis sein Vorzeichen, durch 0, 

bzw. 00 gehend. 

Es ist: 

FX _ FG+G X - FG 

GX GX '"^^GX 

Entfernt sich X in dem Teile von F- G, der auf der Seite von G 

FG 
liegt^ immer weiter, so nimmt w«., welches > ist, immer mehr ab 

und das Teilverhältnis strebt auf + 1 zu von oben her, ohne jedoch 
diesen Wert in einem endlichen Punkte zu erreichen; geschieht die 

VC 

Entfernung im andern Teile von F- G, wo ^^ < ist, so strebt es, 

weil T9^ ebenfalls absolut immer kleiner wird, auch auf + 1 zn, von 

unten her, wiederum ohne diesen Wert zu erreichen. Dem Teilver- 
hältnisse -\- 1 entspricht also kein endlicher Punkt; man kann ihm 



FX 

1) Früher meistens in der Fonn -=-^ geschrieben, in der es das andere 

Vorzeichen hat. 

2) von Standt, Geometrie der Lage und Beiträge znr Geometrie der Lage, 
1847 und 1866—60. 

1* 



4 I. § 1. Die (gerade) Ponktxeilie. 

aber yon oben her oder yon nnten her unbegrenzt nahe kommen. 
Dem TeilverhältnisBe — - 1 entspricht die Mitte von FG, 

Wir definieren nun als Parameter^) A von X das Produkt des 
Teilverhältnisses in eine konstante Größe m; also 

FX 



k '^ fit 



GX 



Zu F, G gehören die Parameter 0, oo^ zur Mitte — m; zu m gehört 
kein endlicher Punkt, aber wir können diesem Werte unbegrenzt nahe 
kommen. In FG, F- G hat der Parameter das Vorzeichen von — m^ m. 
Aus: 

X = m(l + g) 

folgt: 

— — 1 

m 

daraus ergibt sich, daß A zunächst GX und infolgedessen X ein- 
deutig bestimmt. 

Beachten wir, daß, während die Abszisse ihr Vorzeichen 
ändert, wenn der positive Sinn geändert wird, der Para- 
meter davon nicht beeinflußt wird; ferner ist er auch von 
der gewählten Maßeinheit unabhängig. Dies sind Vorzüge des 
Parameters vor der Abszisse. 

Sind fy g, x die Abszissen von F^ Gy Xy so hat man 

A = m -^^ - , und 



X 



x — g' 
mf^Xg 



als Beziehungsformeln zwischen Parameter und Abszisse. 

4 Aus dem Begriffe des Teilverhältnisses ist ein anderer Begriff 

erwachsen, welcher in der modernen Geometrie eine große Bedeutung 
erhalten hat, weil er sich bei den sogenannten linearen Verwandt- 
schaften (Transformationen) als unveränderlich, invariant erwiesen hat: 
das Doppelverhältnis; Möbius war es ebenfalls, der a. a. 0. zuerst 
die Aufmerksamkeit auf seine Bedeutung lenkte; er gebrauchte zunächst 
den etwas umständlichen Namen: Doppelschnitt -Verhältnis; rapport 
anharmonique heißt es bei den Franzosen. 

Vier Punkte Ä, B, C, D von u seien in bestimmter Weise zu 
einem Wurfe angeordnet, um Staudts Beneimung zu gebrauchen; wir 
machen zwei von ihnen, etwa Ä und B, zu Grundpunkten, Ä zum 



1) Zur Unterscheidung verscliiedener Gebilde hat wohl Leibnitz dies Wort 
zum ersten Male angewandt. 
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ersten, B ziun zweiten nnd die andern zu teilenden Punkten und zwar 
C zum ersten, D zum zweiten, so haben wir den Wurf ÄBCD, in 

welchem dann Ä und B, sowie C und D zugeordnet (oder konjugiert) 

AC AD 

heißen; die beiden Teil Verhältnisse sind ^v, und -g-^, und deren 

Quotient (oder der der zugehörigen Parameter) ist das Doppelverhaltnis 

AC^AD^) AC BD 
BÖ' BD ^BC'AD^ 

wof&r abkürzend {AB CD) geschrieben wird. Haben also z. 6. X und 
r die Parameter i, rj in. bezug auf JP, G, so ist (FGXY) =- 1 : i^. 

Die beiden Paare zugeordneter Punkte Ä^ B und C, D können 
zwei wesentlich verschiedene Lagen haben, die man als hyper- 
bolische und elliptische Lage unterscheidet In jener ist das 
Doppelverhältnis {ABGD) positiv; C, D liegen zu J., B gleich- 
artig, beide in AB oder beide in ^ • JB, sodaß die dividierten Teil- 
verhältnisse das nämliche Vorzeichen haben; liegen C, D beide in AB^ 
so wird die Strecke CD von AB eingeschlossen; liegen sie in ver- 
schiedenen Teilen von A-B^ so wird AB von CD eingeschlossen; 
liegen sie aber in demselben Teile von A-By so schließen sich AB 
und CD gegenseitig aus. Unter Benutzung der Er^nzungen haben 
wir, wenn wir wollen, in allen drei Fallen Ausschließung, nämlich 
im ersten Falle schließen A^B und OD, im zweiten AB und C-D 
sich aus. Ay B liegen auch gleichartig zu C, D, im ersten wie dritten 
Falle beide in C-D, im zweiten beide in CD. 

Bei der elliptischen Lage ist (ABCD) negativ: einer von 
den Punkten C, D liegt in AB, der andere in A'B, und ebenso liegen 
A, B zu C, D. Die beiden Strecken AB, CD greifen ineinander 
über, jede trennt die Punkte der andern. 

Aus vier Punkten A, B, (7, D kann man dreimal zwei Paare 
bilden: AB, CD] AC, BD] AD, BC\ zweimal ergibt sich hyper- 
bolische Lage, das dritte Mal elliptische. 

Die Zentrale zweier Kreise schneidet sie in Punktepaaren von 
hyperbolischer oder elliptischer Lage, je nachdem sie sich nicht 
schneiden (mögen sie sich ausschließen oder einer den andern ein- 
schließen) oder sich schneiden. 

Nimmt man den vierten Punkt D veränderlich, so kann man 5 
(ABCD) — ^^ • -r-^ als Parameter auffassen mit m = ^^ als Kon- 
stante und B und A als erstem und zweitem Grundpunkt. Kommt 
also D nach £, J., so wird das Doppelverhältnis oder ±oo; föllt 



1) Der filteren Schreibweifle des TeilverhältnlBBeB entspricht: -^i -rTöy ^^^ 
völlig gleich mit dem obigen ist. 
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ÄC 
er nach C, so ergibt sich offenbar 1 ; dem Werte wtv entspricht kein 

endlicher Punkt. Man verfolge den Wert von (ABCD) und unter- 
scheide die beiden Falle, daß C m AB oder in A-B liegt 

D ist also eindeutig bestimmt, wenn Ay B, C und der 
Wert von (ABCD) gegeben sind, wobei der Wert ^^ zunächst 
noch ausgeschlossen werden muß. 

Sind üj bf Cj d die Abszissen der vier Punkte in bezug auf 0, 
so ist: 

(^BC2)) = -^ : 5^ - j,-— : ^^^. 

Genau ebenso gebaut ist der Ausdruck des Doppelver- 
hältnisses in den vier Parametern a, /3, y^ d. Denn es ist: 

FA FG , 



also: 

a--y^mFG'(^-^)^mFG ^^^^ GA.GC^ 

ebenso: 



GC—GÄ FG.ÄC 

m 



also: 



und 



^ FGBC 

P-^y-'^GBTGC'y 

AG __ ^ oj-y AD GA aj-9 
BG" GB' ß-^y^ BB^GlB'f^^ 



Daraus folgt insbesondere auch: 
Ist (FGHÄ) - a, (FGHB) = /3, {FQHC) - y, (FGHD) = *, so 

ist* 

6 Vier Punkte ^, B, C, D bilden 24 Würfe, aber die zu- 

gehörigen Doppelverhältnisse sind nicht alle verschieden; 
vielmehr sind sechsmal je vier einander gleich. So haben 

die Würfe 

ABCD, BADG, CD AB, DCBA 

gleiche Doppelverhältnisse („sind gleich'^ nach Stau dt s Ausdruck); 
denn z. B. 

rrnA-R\ ^^ ^^ CA- DB _ ACB D _ AC ^I> _ r A7inn\ 
\y^^^) "DA' DB" DA^CB " BC^D ~ BÖ ' BD " \^^^^)' 

Also einem Doppelverhältnisse {ABCD) sind gleich dasjenige, 
{BADG)y das aus ihm durch Vertauschung zweier zugeordneter 
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Punkte und gleichzeitige Yertauschung der beiden andern hervorgeht, 
femer dasjenige; (CDÄS)^ bei dem das eine Paar mit dem andern 
yertauscht ist, und dasjenige, (DCBÄ), bei dem jene Yertauschungen 
und diese zugleich vorgenommen sind oder auch: das mit umgekehrter 
Reihenfolge. 

Je vier gleiche Würfe fangen also mit den vier verschiedenen 
Punkten an, und es genügt daher, die sechs mit Ä anfangenden, 
welche im allgemeinen voneruander verschieden sind, zu betrachten: 

ÄBCD, ÄBDC, ÄCBD, ÄGDB, ÄDBC, ÄDCB. 

Es ist unmittelbar klar, daß, wenn (AB CD) = A ist, dann 

hier sind nur die einen zugeordneten Punkte vertauscht, und da ohne 
Änderung des Doppelverhältnisses die eiuen mit den andern vertauscht 
werden können, so ftihrt auch die Yertauschung von Ä und B zum 
reziproken Werte. Die sechs ungleichen Doppelverhältnisse zerfallen 
also in drei Paare reziproker. 

Der dritte Wert entsteht aus dem ersten durch Yertauschung der 
mittleren Punkte. Die Doppelverhältnisse haben zur Summe 1 und 
heißen deshalb komplementär. 

Wir schreiben die Eulersche Formel (Nr. 1) in der Gestalt: 

- AG ' BD + AB ' CD =^ CB ' AD 

und dividieren mit CB • AD oder — BC ' ADy so ergibt sich 

ACBB AB CD - 
'BC'AB^ CBAB^ ^^ 
oder: 

{ABCD) + {ACBD)^\, 

Ebenso sind (ABDC) und (ADBC), (ACDB) und (ADCB) kom- 
plementär; aber z. B. auch (AB CD) = {BAD C) und {BDA C) = (DBCA), 
so daß die Yertauschung der äußeren Punkte dieselbe Wirkung hat. 

Somit haben die sechs verschiedenen Doppelverhält- 
nisse folgende Werte: 

(ABCD) - X, {ABDC) - J-, (ACBD) =- 1 - X, (ACDB) = -^-^, 



1) Die sechs Werte sind Wurzeln der reziproken Gleichung sechsten Grades 
(einer sogenannten Ab eischen Gleichung): 

in welcher a so bestimmt wird, daß X ihr genügt. (Vgl. Nr. 151.) 
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Aus jedem dieser sechs Werte gehen die fünf übrigen in derselben 
Weise hervor. 

Die Formel: 

(ÄBCD) - 1 
führt zu: 

ÄCißG-BG) « k{AC- DG)BC, 

(1 - X)AC BC^AC'DC- kBC • DC, 

l--! 1 X_») 

bC '~ BC AC '^ 

hierin ist der Punkt C bevorzugt; wir haben daher drei analoge 
Formeln, welche der Leser bilden möge. 

Der wichtigste Wert des Doppelverhältnisses ist — 1. 

Wenn {ABCD) = — 1 ist, so sagt man: die einen zugeord- 
neten A, B sind zu den andern zugeordneten Cy D har- 
monisch, oder auch, weil die Paare in elliptischer Lage sind, die 
beiden Paare trennen sich harmonisch. Sind drei Punkte A, B, C 
gegeben, so ist, bei gegebener Zuordnung, der vierte D ein- 
deutig bestimmt: er heißt der dem C zugeordnete (konjugierte) 
vierte harmonische Punkt in bezug auf A und B, kürzer: der vierte 
harmonische Punkt zu A^ B] C, 

Hier werden von den sechs im allgemeinen verschiedenen Doppel- 
verh'altnissen dreimal je zwei einander gleich: 

1— J 1 1_3_-1 L==9 —1— — ^ B= -^- 

so daß dreimal acht Doppelverhältnisse gleich sind; ins- 
besondere: 

{AB CD) = (BADCI) = (CD AB) « (DCBA) 

= (ABDC) = (BACD) = (CDBA) = (DCAB) 1; 

es können also in jedem Paare zugeordneter Punkte die- 
selben vertauscht werden, ohne daß dies gleichzeitig im 
andern geschieht; es ist allein notwendig zu wissen, welche Punkte 
zugeordnet sind. 

. AC AD - , . CA CB 

^"^ BC^^ BD ^^^8*: DA-- DB' 



ni X + 1)' 

Die Funktion f{X) = ^ — vJ 8»®^^ ^^ ®^^^ selbst über, wenn l durch 

die fünf andern Größen ersetzt wird. In der Gruppentheorie bilden die sechs 

Substitutionen X' ^=1, X's=-— , l' = l — X usw. die anharmonische Gruppe. 

1) Über die Verwertung dieser Formel in der Dioptrik vgl. Möbius, 
Gesammelte Werke, Bd. 4, S. 541. 
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Zwei Punkte mit entgegengesetzt gleichen Parametern sind zu 
den Ghxmdpunkten harmonisch; 

, FX , FT . FX FY - 

Aus der obigen Formel: 

1 — X 1 n_l__ 

DC ~ BÖ AC 
folgt für A = - 1: 

2 ^-_+ ^ ') 



DC AC^ BC 

Wenn M die Mitte Yon AB ist, so daß MB » — MA'^ dann 

fuhrt: 

AC__AD 

BC BD 

zu* 

MC^M A ^ __ MD — M A 

MG + MA "■ MD + MA 
und zu: 

MC MD = MA^ « JlfJS»; 

und umgekehrt folgt hieraus: 

^^^MA 
(A TirT)\ _ ^^—^ ^ Jf 2> — M A MG — MA MG _. 

{jmLU) — jj^fc+MA • MD + MÄ MC + MA ' MA* . ^. " ^• 

'MC^^"^ 

Also ist bei vier harmonischen Punkten das Produkt der 
Entfernungen zweier zugeordneten von der Mitte zwischen 
den beiden andern gleich dem Quadrate der halben Entfer- 
nung dieser^ und umgekehrt. 

Es liegen C und D auf derselben Seite von Jf , weil MC . MD 
positiv ist; und C und D laufen in entgegengesetztem Sinne. Liegt 
C zwischen A und M, so liegt D außerhalb jenseits A] nähert sich 
G dem J., so tut es auch D^ in J. vereinigen sie sich. Es nähere 
sich C dem My so entfernt sich D immer weiter; kein endlicher 
Punkt entspricht dem C, wenn er in Jf liegt. Ahnliches gilt auf 
der andern Seite von M] zwei zugeordneten Punkten auf der einen 
Seite entsprechen, symmetrisch in bezug auf Jf, zwei zugeordnete 
auf der andern Seite. Geht C stetig durch M hindurch, so kehrt D, 
welcher sich auf der einen Seite immer weiter entfernt hat, auf der 
andern Seite zurück, in demselben Sinne laufend, wie vorher. 



1) Daraus ergibt sich: 



i{AG + BG):yAC'BG^yAGBG:DG; 

diese vierte Proportionale D G einer stetigen Proportion, deren erstes und mittleres 
Glied das arithmetische und das geometrische Mittel von AG^ BG sind, nannten 
die Griechen das harmonische Mittel. 
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Wir entnehmen aus dieser Betrachtung auch, daß die Ver- 
einigung Yon zwei (zugeordneten oder nicht zugeordneten) 
Yonvier harmonischen Punkten bewirkt^ daß noch ein dritter 
sich mit ihnen yereinigt. 

8 Durch den Inbegriff aller Paare yon Punkten, welche zu zwei 

festen Punkten harmonisch sind, gelangen wir zu einem Gebilde, 
welches in der Geometrie große Wichtigkeit erlangt hat: der In- 
Yolution (yon Punktepaaren); Desargues im 17. Jahrhundert hat 
sich zuerst mit ihr beschäftigt, falls nicht etwa Euklid (in den yer- 
loren gegangenen Porismen) sie schon gekannt hat. 

Zu den Punktepaaren gehören die Paare AAy BB mit yer- 
einigten Punkten; J., B heißen deshalb die Doppelpunkte der In- 
yolution.^) Zu ihnen ist jedes Paar der InyoLution harmonisch. 

Die Beziehung: 

MC'MB^MA^ 

gibt uns die ursprüngliche Desargues'sche Definition: eine Inyolution 
entsteht durch alle Punktepaare mit konstantem Produkte der Ent- 
fernungen der beiden Punkte yon einem festen Punkte. Dieser heißt 
der Zentralpunkt (Mittelpunkt) der Inyolution und das konstante 
Produkt die Potenz derselben. Potenz hieß bis zum Ende des 17. Jahr- 
hunderts nur die zweite Potenz, und als eine solche tritt ja das kon- 
stante Produkt auf. Als Quadrat ist es positiy; aber die Desargues- 
sehe Definition hat einen großen Vorzug yor der ursprünglichen, in- 
dem sie sofort zu der Verallgemeinerung führt, daß man für diese 
Eonstante auch einen negatiyen Wert annimmt und im Übergangs- 
falle auch den Wert 0. Vom positiyen Sinne auf u ist das Vor- 
zeichen der Potenz unabhängig. 

Wir haben also zwei wesentlich yerschiedene allgemeine 
Fälle der Inyolution: mit positiyer, bezw. negativer Potenz 
und einen Übergangsfall: mit der Potenz 0. In diesem Falle 
muß ersichtlich yon jedem Paare ein Punkt in den Zentral- 
punkt fallen. 

In jedem Falle aber gehört jeder Punkt yon u zu einem 
und nur zu einem Paare der Inyolution; denn der gepaarte^) 
ist eindeutig bestimmt. Ausgenommen muß vorläufig noch der Zen- 
tralpunkt selbst werden, dem kein endlicher Punkt gepaart ist. 

Bei der Inyolution mit positiver, bezw. negativer Po- 
tenz liegen gepaarte Punkte auf derselben Seite, auf ver- 

1) Andere Namen sind: Asymptotenponkte (Steiner), Ordnungspunkte 
(Staudt, Beje), Focalpunkte, Brennpunkte; statt Involution hat Steiner 
Punktsystem gesagt. 

2) Ich vermeide absichtlich das vielfach übliche Wort „konjugiertes 
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schiedenen Seiten des Zentralpnnktes^). Im ersten Falle ist 
Vereinigang möglich: die Entfernung der Doppelpunkte vom Zentral- 
pnnkte ist die positive; bzw. negative Wurzel aus der Potenz. 
Im zweiten ist keine Vereinigung möglich; diese Wurzel ist imaginär. 

Wenn einer von den beiden Faktoren absolut zu- oder abnimmt, 
so nimmt der andere ab oder zu. Deshalb bewegen sich ge- 
paarte Punkte im ersten Falle in entgegengesetztem Sinne, 
wie wir es schon aus der Betrachtung harmonischer Punkte wissen, 
im zweiten im nämlichen. 

Irgend zwei Paare CD, C If haben im ersten Falle 

hyperbolische, im zweiten elliptische Lage. Denn ihr Doppel- 

Verhältnis hat dasselbe Vorzeichen wie die Potenz, welche jp heiße. 

Es ist: 

Cd- DB' {MC — MG){MI)'-'MB) 



{CBCB') 



DCCB' {MC — MB) {MB' — MG) 



'^«"-"'^{m-WS) _ I MC-MC Y 

Man nennt deshalb die Involution selbst hyperbolisch, 
elliptisch und im Übergangsfalle parabolisch. 

Bei der hyperbolischen Involution besteht, wenn D, If je die 
von M entfernteren Punkte sind, die Reihenfolge MCGDD' (oder 
MCG jy D\ bzw. D'G'MCD, je nachdem die beiden Paare auf der- 
selben Seite von M liegen oder auf verschiedenen, bei der elliptischen, 
wenn die C, O auf der einen, die Z), D' auf der andern Seite liegen, 
die Reihenfolge CCMiyB (oder GCMB'By 

In bezug auf den Zentralpunkt ist die Involution symmetrisch. 

In der elliptischen Involution bilden die beiden ge- 
paarten Punkte, welche von M zu beiden Seiten dieselbe 
Entfernung haben (gleich der Wurzel aus der absoluten Potenz), 
das Paar mit der kleinsten Strecke. Denn es sei p^» — 2^ 
XY ein Paar, so ist: TM- MX = g*, ferner 

rX« = (TM+MXf =» (FJf - MXy + 4.q\ 

also am kleinsten, wenn YM ^ MX. 

1) Zwei einfache Beispiele einer Involution erhält man folgendermaßen: 
In einem Kreiabaschel, dem Systeme aller Kreise durch zwei feste Punkte, 
bilden die Durchmesser-Endpunkte auf der Zentrale eine Involution mit nega- 
tiver Potenz. 

Man konstruiere alle Dreiecke, welche eine feste Ecke C, einen festen 
Höhenpunkt H und eine der Lage nach gegebene Gegenseite c haben; die 
Ecken A^ B auf dieser bilden eine Involution, welche positive oder negative 
Potenz hat, je nachdem C und H auf verschiedenen oder auf derselben Seite 
von c liegen. 



' 
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Zwei Pnnktepaare bestimmen eindeutig eine Inyolution. 
Sie seien Xj^Y^, X^T^] wir suchen zunächst den Zentralpunkt 
Jlf; es muß sein: 

MX,'MY^^MX^'MT^, 

oder wenn arj, y^ . . ., m die Abszissen OXi, . . . sind: 

(^1 - ^XVi - w) = (x, - m)(ff^ - m), 
woraus folgt: 

^1 + yi — ^j — yi 

oder 

der Zentralpunkt ist dadurch eindeutig bestimmt. Man kann auch 
ein Paar mit yereinigten Punkten; also einen Doppelpunkt geben. 
Daß die beiden Doppelpunkte eindeutig eine Inyolution festlegen, 
wissen wir schon. 

Von den drei Involutionen (AB, CD), (AC, BD), {AD, BG), 
zu denen yier Punkte fOhren, sind (Nr. 4) zwei hyperbolisch und eine 
elliptisch. 

Wir erhalten keinen endlichen Zentralpunkt , wenn OXi+ OY^ 
=« OX^ + OFj, d. h. wenn X^ Y^ und X^ Y^ denselben Mittelpunkt 
haben. Diesen Fall werden wir bald besonders besprechen. 

Setzt man den gefundenen Wert yon m in (x^ — m) (y^ — m) 
oder (xj — w)(y, — m) ein, so ergibt sich die Potenz der durch X^Y^, 
X^Y^ bestimmten Involution. Sie ist: 

(^ — ^i) (a?i — y, ) (yi_~ ^) (yi — yi) . 

Die Differenzen, welche im Zähler multipliziert sind, haben durchweg 
im Minuend die Abszisse eines Punktes des einen Paares und im 
Subtrahend diejenige eines Punktes des andern. Die Potenz ist po- 
sitiv oder negativ, je nachdem sie in gerader oder ungerader Anzahl 
negativ sind; man wird leicht konstatieren, daß dann hyperbolische 
oder elliptische Lage der beiden Paare vorliegt; sie ist 0, wenn eine 
der Differenzen verschwindet, d. h. wenn die beiden Paare einen 
Punkt gemeinsam haben. 

Ist i> > 0, so erhalt man, wie schon bemerkt wurde, die Doppel- 
punkte Dl, Dj, und es ist für jedes Paar der Involution: 

MX ' MY^p = MD\ = üfD;; 

X und Y sind zu D^, D^ harmonisch. 

Dl, Dg liegen auf verschiedenen Seiten von M und jeder wird 
von allen auf derselben Seite gelegenen Paaren eingeschlossen. 

Ist aber p <iO und Yp imaginär, so sagt man nicht: die In- 
volution hat keine Doppelpunkte, sondern sie hat imaginäre Doppel- 
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punkte ^)y und so yerfährt die moderne Geometrie jedesmal, wenn die 
algebraische Behandlung zu imaginären Werten führt. 

Die Algebra hat durch die Aufnahme der imaginären Größen 
wesentliche Fortschritte gemacht und ihren Resultaten eine früher 
nicht erreichte Allgemeinheit yerschafiFt. Die Geometrie hat^ indem 
sie ihr seit den ersten Jahrzehnten des 19. Jahrhunderts darin folgte^ 
denselben Vorteil erreicht: man erkannte , daß man im andern Falle 
die Untersuchung sehr erschwert und die Allgemeinheit der Sätze 
erheblich beeinträchtigt^ indem man sie in oft zahlreiche Spezialfälle 
zersplittern muß. 

Wie man bei einer quadratischen Gleichung in allen Fällen sagt, 
daß sie zwei Wurzeln hat, so schreibt man einer Involution in 
allen Fällen zwei Doppelpunkte zu. Sie sind reell und ge- 
trennt bei der hyperbolischen, (im Zentralpunkt) vereinigt 
bei der parabolischen^ konjugiert imaginär bei der ellip- 
tischen Involution. 

Die Bezeichnung imaginärer Größen und Lösungen als ,,unmög- 
licher^', die bis zum Ende des 18. Jahrhunderts (z. B. noch in Eulers 
Algebra) üblich war, ist aufgegeben. 

Unmöglich heißt heutzutage eine Lösung, wenn zu viel 
verlangt wird, wenn daher die algebraische Behandlung zu mehr 
(voneinander unabhängigen) Gleichungen führt als Unbekannte vor- 
handen sind, wenn man z. B. im vorliegenden Falle verlangt, zu drei 
beliebig gegebenen Punktepaaren den Zentralpunkt und die Doppel- 
punkte zu finden. 

Drei beliebige Punktepaare gehören im allgemeinen nicht zu der- 10 
selben Involution; zwei bestimmen sie, wie wir gefunden haben; vom 
dritten Paare kann man nur den einen Punkt geben; der andere ist 
so zu konstruieren, daß das Produkt der Entfernungen beider Punkte 
vom aus den beiden ersten Paaren gefundenen Zentralpunkte gleich 
der ebenfalls durch sie gegebenen Potenz ist, und eindeutig bestimmt. 
Zum Zentralpunkte können wir — zunächst noch — nicht den ge- 
paarten angeben. 

Sind X^Y^, ^^2; ^s-'^s ^® Paare, so muß, wenn sie zur näm- 
lichen Involution gehören, sein: 



1) Die Potenz p einer elliptiscben Involution sei — q\ so daß die imagi- 
nären Doppelpunkte von M die Entfernungen qi und — qi haben; x, y seien 
die Entfernungen der gepaarten Punkte X, Y von 3f , also xy^^ — 9'; das Doppel- 
Verhältnis : 

2» + — 
q% — X ^ qt — y qt — x^ x 

X 

ist — — 1. 



I 
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= (fl:,~m)(yj-m); 

das sind zwei Gleichungen für die einzige unbekannte m^ die nicht 
zusammen bestehen^ wenn die sechs Abszissen x-^, . . .y^ beliebig 
sind. Wir können aber die Bedingung für diese Abszissen auffinden, 
damit die beiden Gleichungen zugleich bestehen, also die drei Paare 
zu derselben Involution gehören; wir haben nur die beiden durch sie 
gelieferten Werte von m gleichzusetzen. Das Ergebnis: 

(^1^1 - a;,y,)(a:i + yi ~ a?« - y^)--{x^y^ - x^y^) {x^^ + yi - a;, - y,) 

briugen wir in die elegantere Gestalt: 

(I) K - y%){^% ~ y«)(^s - Vi) + (yi - ^«) (ys - ^s) (ys - ^i) =- o^, 

welche, wegen des zyklischen Fortschreitens der Zeiger, sich leicht 
dem Gedächtnisse einprägt: sie ist also die Beziehung zwischen 
den Abszissen der Punkte von drei Paaren, damit diese in 
Involution sind. 

Die Abszisse des „sechsten Punktes Fj in Involution^' zu X^Fj, 
XjFj, ^, d. h. desjenigen, der dem Xj in der durch X^Y^y XjF, 
bestimmten Involution gepaart ist, muß dieser Relation genügen; und 
da die Relation in bezug auf y^ vom 1. Grade ist, also nur einen 
Punkt F3 liefert, so befinden sich auch umgekehrt drei Paare, deren 
Abszissen sie befriedigen, in Involution. 

Die Linearität der Formel in bezug auf y^ oder vielmehr in bezug 
auf jede der sechs Abszissen war vorauszusehen und ebenso die Sym* 
metrie nach den drei Zeigern. Man kann, da in jedem Paare die 
beiden Punkte gleichartig sich verhalten, jedes x mit dem zugehörigen 
y vertauschen; die Formel bleibt richtig, verliert aber dadurch ihre 
elegante Gestalt. 
11 Ersetzen wir in der Involutionsformel die Abszissendifferenzen 

fl?! — y,, . . . durch die Strecken Y^X^^ — X^ Fg, . . ., so ergibt sich 
die Formel: 

(10 x,Y, . x,r, . x,r,+ r,x, . r,x, . y^x, = o, 

welche wir die Chaslessche Formel für drei Paare X^Fj, X^F^, 
X5F5 in Involution nennen wollen. 
Schreiben wir sie in der Gestalt: 

X,^l Xg^, ?1_^« BB» -j- 1 

SO haben wir den Satz: 

Wenn die durch drei Punkte gebildeten Strecken X,Xj, X^X^, 
XiXj in den Punkten Fj, F^, Fj nach Verhältnissen geteilt werden, 

1) Die ersten Spuren inyolatorischer Relationen finden sich schon bei 
Pappus. 
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deren Produkt + 1 ist; so sind die drei PaAre X^Y^y ^ ^»^ ^s ^s ^ 
Inyolntion. 

Ein besonderer Fall hiervon ist, wenn jeder der drei Punkte 
Y^, Y^, Y^ dem X^ mit demselben Zeiger harmonisch zugeordnet ist 
in bezug auf die beiden anderen 2; denn dann ist: 

x^Y,^ x,x,> x,r;"" X,X^^ X,Y, X,X,' 

und das Produkt der rechten Seiten ist + 1- 

Es seien X^X^, X^Y^, X^Y^ tu Involution, und Z^ zu Y^ harmo- 
nisch in bezug auf X^, X^y dann ist: 

Zi T, • Z, Yj • Xj X, ^ 



und 



also: 



was bedeutet, daß 



Xj X, • JS^ F, • Z^ Xj ' 



in Involution sind. 

Wir können die Relation (I') aber auch in eine Gleichheit 
zweier Doppelverhältnisse verwandeln. Wir formen sie zu- 
nächst um in: 

X^Y^ • X^Y^' ^8^8* -^8^1=^ ^1^' -^^J* -^8^8 • ^i^lf 

also: 

X,Fj XjFg TjXi riXj 
oder 

(i") (z,z,r,r,)-(r,r,z,z,) 

indem die komplementären Dopperhältnisse ja gleich sein müssen, 
oder auch, indem wir die gepaarten Punkte X^, Y^ vertauschen, 

Die vier Punkte des einen Doppelverhältnisses sind aus den drei 
Paaren genommen, aus einem beide Punkte; die gepaarten stehen dann 
im andern an entsprechender Stelle, die des bevorzugten Paares haben 
also ihre Stellung vertauscht. 

Gerade diese Formel wird später wichtig werden, wenn die In- 
volution als Spezialfall einer anderen Figur erkannt sein wird. 

Kehren wir zur Abszissenformel zurück und denken uns das 12 
dritte Paar veränderlich, zu welchem Zwecke wir x^yjf^ durch x,y 
ersetzen: 
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alle Paare^ deren Xy y dieser Beziehung genügen^ bilden die Inyolution, 
die durch die beiden Paare (x^VifX^y^ bestimmt ist. Nach den ver- 
änderlichen Ghrößen angeordnet^ lautet sie: 

^y(^i + yi- ^2- y«) - (^«^ + y)(^iyi - ^«yj) 

+ (^1 + yJ^jyj- (^2 + yj) ^iVi-^ 

und stellt sich als symmetrisch nach x und y heraus^ d. h. ändert 
sich nicht^ wenn x und y vertauscht werden. 

Lassen wir nun x und y in d sich vereinigen, so haben wir: 

die quadratische Gleichung für die Abszissen der beiden 
Doppelpunkte. Die Größe ^), die bei der Auflösung unter dem 
Wurzelzeichen steht und von deren Vorzeichen es abhängt, ob die 
Wurzeln reell oder imaginär sind, die Involution hyperbolisch oder 
elliptisch ist, ist das Differenzen-Produkt 

(^1 - ^%) (^1 - y2) (yi - ^2) (yi - y2) ; 

über das wir schon oben gesprochen haben. 

Femer möge nun mit Hilfe der Abszissen-Relation in x, y, als 
der die Involution definierenden^ diejenige Involution untersucht werden, 
deren bestimmende Paare denselben Mittelpunkt haben; die ursprüng- 
liche Desarguessche Definition versagte^ da wir für sie keinen 
Zentralpunkt fanden (Nr. 9). Wir nehmen den gemeinsamen Mittel- 
punkt als Anfangspunkt der Abszissen, so daß Xi + y^^^ 0, ^i + y^^O] 
unsere Beziehung wird: 

(V-V)(^ + y) = 0; 

x^=^ ±Xi bedeutet, daß einer von den Punkten des einen gegebenen 
Paares mit einem des andern zusammenfallt; der gemeinsame Mittel- 
punkt bewirkt dann auch das Zusammenfallen der andern. Aber 
Identität dieser beiden Paare nehmen wir nicht an, also muß sein 
X + y ^0 oder y =» — ic; jedes Paar der Involution hat jenen Punkt 
zum Mittelpunkt. Diese Involution besteht also aus allen 
Punktepaaren, die einen festen Punkt zum Mittelpunkt 
haben, deren zwei Punkte also symmetrisch in bezug auf liegen. 
Ersichtlich haben zwei Paare die hyperbolische Lage, indem eins vom 
andern eingeschlossen wird. Die Involution ist ^so hyperbolisch, 
und in erkennen wir sofort den einen Doppelpunkt. Die Ermitt- 
lung des andern, sowie des Zentralpunktes wird später erfolgen. Diese 
besondere Involution wird die hyperbolisch-gleichseitige genannt. 
Den Grund für alle diese mit den Namen der Kegelschnitte zusammen- 

^) &' — ac, wenn die quadratische Gleichung ax* -\-2hx-\- c^^O iat. Sie 
heißt die Diakriminante der quadratischen Gleichung. 
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hängenden Benennungen werden wir später im Auftreten von In- 
volutionen bei den betreffenden Kegelschnitten finden. 

Die Inyolutions'Relation: 13 

gibt 

^ ^1 • ^ ^ 1 ^ ^ 8 ^ • y^ ^1 

Nennt man X^X^ • Xj Y^ die Potenz des Paares X^ Y^ im Punkte 
X3; so hat man: 

Das Verhältnis der Potenzen zweier Paare hat in den 
beiden Punkten eines Paares der durch sie bestimmten In- 
volution denselben Wert. 

Es sei M der Zentralpunkt einer hyperbolischen Involution, XY 
ein beliebiges Paar^ 9ß dessen Mitte und D einer der Doppelpunkte^ 
so ersetze man in: 

MX'MY^MD^ 

die Strecken MX, . , . durch die Differenzen OX— O-lf, . . ., wo 
ein beliebiger Punkt ist^ und erhält: 

OX . r- OD« + Jlf (0X+ r- 202)) « OD« -h 20 Jf (OaR - OD) 

-0D«+20Jlf.DaR. 

Betrachten wir zuerst die Paare ^ die auf der andern Seite von 
M liegen als 0; sie umschließen den auf dieser Seite gelegenen 
Doppelpunkt D^; der andere sei D^. Beide liegen, weil harmonisch 
zu XYy auf derselben Seite von 3!Sty also auf der wo liegt, und 
OMy D^Wt haben dasselbe Vorzeichen. Daher ist die positive Größe 
OM'D^m am kleinsten, wenn SW in D^, d. h. XT in D^Dj faUt. 
Dann erreicht auch OX» OY seinen kleinsten Wert, nämlich OD^*. 
Liegt aber XY auf der andern Seite von M, wo sich und D, be- 
finden, dann ist OMD^m negativ, und OXOY durchlauft in 
diesem Falle alle negativen Werte, die positiven nur bis zum Maxi- 
mum OD,^, das zum Paare D^D^ gehört. 

Die Potenz eines veränderlichen Punktepaares einer 
hyperbolischen Involution in einem festen Punkte er- 
reicht in den beiden Doppelpunkten positive Grenzwerte 
und zwar ein Minimum in dem von entfernteren, ein Maxi- 
mum in dem näheren; jenes ist größer wie dieses, und die 
Zwischenwerte werden nicht durchlaufen.*) 

Bei den anderen Involutionen werden alle Werte durchlaufen. 

Es ergab sich, daß dem Werte + m des Parameters kein end- 14 
lieber Punkt entspricht, imd daß so die sonst eindeutige Beziehung 

^) ^^l- ApoUonins' Schrift vom bestimmten Schnitt, nnd Zeuthens 
Geschichte der Mathematik im 16. und 17. Jahrhundert 8. 317. 

Sturm, Oeom«tz. VerwaDdtsohafton. L 2 
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zwischen Punkt und Parameter eine Lücke hat; wir fanden weiter, 
daß wir uns mit dem Parameter diesem Werte + ^ immer mehr 
und unbegrenzt nahem, je weiter sich X auf u entfernt, und zwar 
gleichgültig, nach welcher Seite dies geschieht, in dem einen Falle 
von oben, in dem andern von unten her. Führen wir einen einzigen 
unendlich fernen Punkt für die Gerade u ein, ihren unendlich 
fernen Punkt, dem dann der Parameter + m (das Teilyerhaltnis +1) 
zukommt, so entfernen wir diese Lücke. Wir haben ihn ebenso auf 
der einen, als auf der anderen Seite yon u liegend zu denken; er 
vermittelt den kontinuierlichen Übergang von der einen Seite auf die 
andere, und diesem kontinuierlichen Übergange entspricht der kon- 
tinuierliche Durchgang des Parameters durch + m. Wir werden bald 
über die Punktreihe einen Strahlenbüschel stellen und dadurch yon 
neuem zu dieser Einführung des unendlich fernen Punktes der Gerade 
gedrängt werden, um auch für den Strahl des Büschels, der zum 
Trager der Punktreihe parallel ist, einen entsprechenden Schnitt zu 
bekommen. Diese Einführung ist nicht neu; sie geht zurück auf die 
Maler der Renaissance und die Mathematiker des 17. Jahrhunderts, 
vornehmlich Desargues und Newton; freUich hat das 19. Jahr- 
hundert erst dauernd diesen Begriff der Geometrie einverleibt. 

Ist D der unendlich ferne Punkt, so ist ^^ =" + 1 tmd das 

Doppelverhältnis (AB CD) geht über in das einfache -^-n' 

Der unendlich ferne Punkt füllt nun auch die Lücke aus, daß 
in bezug auf zwei Punkte der Mitte zwischen ihnen kein Punkt har- 
monisch zugeordnet ist; er ist der vierte harmonische Punkt, so daß 
nun die gegenseitige eindeutige Zuordnung zweier in bezug auf zwei 
feste Punkte harmonischen Punkte ohne Ausnahme ist. Der unendlich 
ferne Punkt ist der noch fehlende in einer Involution dem Zentral- 
pnnkt gepaarte Punkt. 

Wir schreiben die Abszissen-Relation, mit y dividierend, in der 
Form: 

(a'i-y,)(f-i)(*-yi) + (yi-^)(%-a^)(i- J) = o, 

setzen y = oo und suchen das zugehörige X] es ergibt sich: 

- (^1 - y%) (^ - yi) + (vi - ^) (yj - ^) =- 

und durch Auflösung nach x: 

x^ ^yi-^-y» -^^. 

«i + yi — a:i — y« ' 

d. h. dem unendlich fernen Punkt ist der Zentralpunkt gepaart. 

Zu diesem ausgezeichneten Paare ist, in einer elliptischen Invo- 
lution, harmonisch dasjenige Paar, dessen Mitte der Zentralpunkt 
ist (Nr. 8). 
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Bei der hyperbolisch-gleichseitigen Involution, deren Punktepaare 
alle dieselbe Mitte haben, erkennen wir, weil mit OX auch OY un- 
endlich groß wird, den unendlich fernen Punkt als den zweiten Ver- 
einigungspunkt gepaarter Punkte; ist er doch zum andern, dem 
gemeinsamen Mittelpunkte, harmonisch in bezug auf jedes Paar. Aber 
auch der Zentralpunkt liegt im unendlich fernen Punkt; er muß ja 
in der Mitte zwischen den beiden Doppelpunkten liegen und geht, 
wenn der eine im Endlichen bleibt, der andere aber ins Unendliche 
sich entfernt, gleichfalls dahin. Als unendlich ferner Punkt ist er 
eben zur Definition der Involution als System der Punktepaare mit 
festem Entfemungsprodukte vom Zentralpunkte ungeeignet. 

Wir konnten den Parameter als Doppelverhältnis auffassen (Nr. 5); 

GrS 

vnr bestimmen den Punkt H so, daß ^jg "=" ^ i^*> ^^^^ ^^^' 

schreiben wir dies in der Form: 

HG FX 
* ™ XG ' FH' 

TTC 

nehmen wir dann G im Unendlichen an, so daß ^^ ^ + 1 ist, und 
H in der Entfernung l von F^ so ergibt sich: 

und wir haben die Bestimmung des Punktes einer Punkt- 
reihe durch die Abszisse als Spezialfall der Bestimmung 
durch den Parameter erkannt. 

§ 2. Der Strsihlen- und der Ebenenbüschel. 

Der Punkt einer Punktreihe ist durch eine Größe bestimmt, 15 
den Parameter; es ergeben sich aUe Punkte (einschließlich des un- 
endlich fernen), wenn der Parameter alle Zahlenwerte von — oo bis 
+ oo durchlauft. Daher ist die Punktreihe ein einfach unend- 
liches Gebilde, ein Gebilde erster Stufe, und zwar wegen 
seiner Einfachheit im Vergleich mit andern einstufigen Gebilden ein 
Grundgebilde erster Stufe. Es gibt noch zwei andere Grundgebilde 
erster Stufe: 

1. den Strahlenbüschel, den Inbegriff aller geraden Linien 
(Strahlen), welche in einer festen Ebene — Trägerebene — durch 
einen festen Punkt — Scheitel, Grund- oder Mittelpunkt — gehen, 

2. den Ebenenbüschel, den Inbegriff aller Ebenen durch eine 
feste Gerade — die Axe. 

Die Elemente dieser drei Grundgebilde erster Stufe sind also 
bzw. Punkte, Strahlen, Ebenen; die Punktreihe und der Ebenen- 

2» 
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büschel haben einen Träger — die feste Gerade; der Strahlenbüschel 
hat zwei Träger^ die Ebene und den Scheitel. 

Wir wenden uns zunächst zum Strahlenbüschel; er hat auch 
zwei entgegengesetzte Sinne^ in denen er durchlaufen werden kann; 
den einen nehmen wir als den positiven Sinn. Sind a, b zwei 
Strahlen des BüschelS; so haben wir bekanntlich vier Winkel, welche 
zwei Paare Scheitelwinkel bilden. Für yiele Zwecke ist es gut^ die 
beiden Scheitelwinkel zusammen als vollen Winkel aufzufassen 
(Staudt); z. B. bei Lagenbeziehungen: ein weiterer Strahl des 
Büschels liegt entweder in dem einen oder in dem andern vollen 
Winkel von a und b. Wird nun noch jedem der Strahlen a, b ein 
positiver Sinn gegeben^ so daß er dann in einen positiven und einen 
negativen Halbstrahl durch den Scheitel geteilt wird; so versteht man 
unter dem Winkel ab jeden der beiden Scheitelwinkel, welche durch 
die positiven bzw. die n^ativen Halbstrahlen eingeschlossen werden 
(ev. auch den vollen Winkel)^ mit dem Sinne von a nach b] infolge- 
dessen ist: 

6a ■= — ab. 

Jeden der andern Winkel (bzw. den vollen) nennen wir dann a • b. 
Es ist cos ba » cos ab, aber: sin 2)a » — sin ab, tang ba ^ — tang ab, 
cotg &a = — cotg ab. Bei drei Strahlen eines Büschels a, b, c haben 
wir nicht unbedingt: 

ab + bc + ca ^ 0, 

sondern nur dann, wenn die drei positiven Halbstrahlen innerhalb 
eines flachen Winkels sich befinden, welche Lage daher die empfehlens- 
werteste ist. Im andern Falle ist die Summe ± 2;r; so daß, wenn 
f — — 1 oder oder + 1 ist: 

ab + bc + ca '^ € ' 2%, 

also: 

ab + bc^ B'2% + ac, 

a6 =» £ • 23r + {ac — bc), 
= 6 • 23r + (c6 — ca). 

Also kann man in jedem Falle unter dem Zeichen einer 
trigonometrischen Funktion ab + bc durch ac, ab durch 
ac — bc oder cb — ca ersetzen, und umgekehrt. 

Folglich ist 

cos ab = cos {ac + cb) « cos ac cos cb — • sin ac sin cb, 

sin ac sin cb «= cos ac cos cb — cos ab 
und 

(1 — cos ac^) (1 — cos 6c*) = cos ac? cos cV 

— 2 cos ac cos cb cos ab + cos aft*; 
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daher: 

cos ac^ + cos cb^ — 2 cos ac cos ch cos ab — sin ab^, 

oder wenn a, ß, y die absoluten Werte von fec, ca, a6 sind: 

cos a* + cos j3* — 2 cos a cos j3 cos y = sin y^ 

Die Strahlen a^ b seien rechtwinklig zu einander und o ein dritter 
Strahl im Büschel^ so ist: 

cos ab =» cos (ob — oa) ^ cos ofe cos oa + sin o6 sin oa = 0, 

also: 

cotg oa • cotg ö6 = •— 1, tang oa • tang öfe « — 1, 

oder auch: 

cotg ao • cotg 6o = — 1, . . . 

Tangente und Kotangente haben vor den andern Funktionen 16 
hinsichtlich der Bestimmung eiaes Strahles im Büschel einen wesent- 
lichen Vorzug. Erstens wenn bei einem der beiden Strahlen a, b 
der positive Sinn umgekehrt wird, geht der bisherige Winkel ab, 
der etwa a sei, in — (ä — a) = a — sr über, was an Tangente und 
Eotangente nichts ändert; also sind diese Funktionen von ab von den 
positiven Sinnen auf den Schenkeln unabhängig; es ist nur wichtig 
zu wissen, welcher Anfangs- und welcher Endschenkel isi Daraus 
folgt, daß, wenn o gegeben ist, durch t^ngox oder cotgo^r der 
Strahl X eindeutig bestimmt ist; denn zu der Funktion gibt es 
zwei zugehörige Winkel, die sich um n unterscheiden, also a und 
a + 3t] von welchem Halbstrahle von o auch ausgegangen wird, der 
eine Winkel führt zu dem einen, der andere zu dem andern Halb- 
strahle eines und desselben Strahles x, so daß dieser eindeutig b^ 
stimmt ist. Hingegen sin ox (oder cos ox) bestimmt nicht eindeutig; 
zu sin ox gehören zwei Winkel a und % — a, die zu zwei Halb- 
strahlen führen, die nicht demselben Strahle angehören. 

Im Strahlenbüschel verhalten sich daher tang ox oder cotg ox analog 
wie OX in der Punktreihe. Weil die Kotangente ständig fällt^ wenn 

der Winkel von o bis % (oder von — sr bis 6) wächst, also bei — 

nicht unstetig ist imd im ganzen Intervall aus cotg a < cotg j3 auf 

a> ß geschlossen werden kann, auch wenn a und ß durch ^ S^~ 

trennt werden, so erweist sich die Kotangente als der Tangente vor- 
zuziehen. Bisweilen aber wird auch diese ihre Vorzüge haben. 

Für vier Strahlen eines Büschels, a, b, c, d haben wir eine 
der Eulerschen Formel entsprechende: 

sia bc sia ad -f sin ca sin bd + sin ab sin cd » 0, 

welche ganz ähnlich bewiesen wird. 
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17 Wir nennen wieder -.— ^ das Teilverhältnis von x in bezuir 

auf /*;(/; es ist negatiy oder positiv, je nachdem x in fg oder f*g 
liegt Der Parameter eines Strahles x in bezug auf zwei 
Grundstrahlen fy g ist: 

- sin fx 

ain^o; 

Bemerken wir, daß er unabhängig von den positiven Sinnen im 
Büschel und auf x ist; denn deren Umkehrung bewirkt zwei sich 
aufhebende Yorzeichenwechsel. 

Der Parameter X bestimmt eindeutig den Strahl x; er- 
setzt man nämlich fx (unter dem Sinus) durch fg + gx, so er- 
gibt sich: 

m sin fg cotg gx + m cos fg « A; 

hierdurch ist cotg^a; eindeutig bestimmt und demnach auch x. 

Je nachdem x im vollen Winkel fg oder in f-g liegt, hat X das 
Vorzeichen von — m oder das von w; den Grundstrahlen ^, (/ kommen 
die Parameter 0, ± oo zu, den Halbierungsstrahlen von fg und f-g 
die Parameter —m, m. Hier ist von vornherein ein zu m ge- 
höriges Element da; wir brauchen kein uneigentliches 
Element einzuführen. Das ist ein Vorzug des Strahlenbüschels 
(mit endlichem Scheitel) vor der Punktreihe. 

Nehmen wir zueinander rechtwinklige Ghnmdstrahlen /*, g und 
m » sin fg, so ergibt sich, da cos fg « 0, sin fg^ =» 1 : 

X « cotg gx'^ 

wenn aber w = — sin fg, so hat man: A = — cotg gx =» tang fx, weil 
(Nr. 15) cotg gx • cotg fx^^ — l. 

Die Bestimmung durch Eotangente oder Tangente sub- 
sumiert sich derjenigen durch den Parameter. 

In ähnlicher Weise, wie in der Punktreihe, gelangen wir zum 
Doppelverhältnis von vier Strahlen: 

r , Ys 8mac siaad ^ 

^ ^ sin be ' sin bd ' 

es ist unablulngig von den positiven Sinnen im Büschel und auf den 
Strahlen; denn jede Umkehrung bewirkt sich aufhebende Zeichen- 
wechsel. 

Sind a, j3, y, 8 die Parameter der vier Strahlen, so ist ebenfalls: 

a — y a — 9 

denn es ist a » m sin fg cotg ga + m cos fg, . . . , also: 

a^y^m BiJifg(cotgga - cotg (/c) « m Bmfg{^^ - g^j 

. ^ sin (gc — ga) . ,. sin ac 
= m sm fg — . ^ — r-^-^ « m sm /or ^ -, , usw. 

'^ BmgaBingc '^ sin^a-Binpc' 



(a6c<i)-^:|^; 
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Wir unterscheiden auch hier hyperbolische^ elliptische und 
parabolische Lage der Strahlenpaare ab, cd mit ähnlicher De- 
finition wie früher; bei der ersten ist (abcd) positiv, bei der zweiten 
negativ, bei der dritten oder oo. 

Die Beziehungen zwischen den 24 Doppelverhältnissen 
von vier Strahlen eines Büschels sind dieselben wie die von 
vier Punkten einer Punktreihe und werden ebenso bewiesen, 

z. B. xlaß 

(abcd) + (acbd) ^ 1, 

unter Benutzung der zur Eulerschen analogen Formel (Nr. 16). 
Femer: 

l = (abcd) 
führt zu: 

und zu: 

oder: 



sin ac sin (bc — de) =» X sin bc sin (ac — de) 
(1 — X) cotg de = cotg bc — k cotg ac, 



1 — 1 



tang de tang hc tang ac ^ 

also, in den Tangenten geschrieben, wird die Formel der entsprechen- 
den (Nr. 6) analog. 

Wenn (aftcrf)« — 1, so sagen wir wiederum, daß die Strahlen- 18 
paare ab und cd einander harmonisch trennen. Aus der eben 
erhaltenen Formel ergibt sich dann: 

2 cotg de =■ cotg ac + cotg 6c. 

Zu den Strahlen a, b sind ersichtlich die Halbierungs- 
strahlen ihrer Winkel a6, a*6 harmonisch. 

umgekehrt, wenn a, b und c, d sich harmonisch trennen 
und c, d rechtwinklig zueinander sind, so halbieren sie die 
Winkel ab und a • 6; denn dann ist cotg de » 0, also cotg bc 
— — cotg aCj d. h. Je =» — ac oder ^x^ ac] im ersten Falle 
halbiert c den Winkel ab, also d den Winkel a*&, im zweiten Falle 
umgekehrt. 

Es sei nun m ein beliebiger weiterer Strahl; in (abcd) » — 1^ oder: 

sin ac ' Biabd ^^ — sin bc • sin ad, 

ersetzen wir ac, bc, ... durch mc — ma, mc — w6, , . ., entwickeln 
die Sinusse der Differenzen und dividieren durch sin ma • sin m6 • 
sin mc • sin tnd, so ergibt sich: 

2 (cotg ma * cotg mb + cotg mc • cotg md) 

=» (cotg wa -t- cotg mb) (cotg wc -j- cotg md). 

Ist nun aber m der Halbierungsstrahl eines der Winkel ab, a-6, 
so ist cotg mb » — cotg ma und daher: 

cotg mc • cotg md -= cotg ma* = cotg mV 
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und auch: 

tang mc - tang fnd » tang ma^ = tang mb^, 

welche Formeln zu: 

(Nr. 8) analog sind. 

19 Dies fuhrt wiederum zum Begriffe der Involution im Büschel: 

alle Strahlenpaare cd, für welche das Produkt der Eo- 
tangenten (oder Tangenten) der Winkel mCy md von einem 
festen Strahle m aus einen gegebenen Wert hat^ bilden eine 
Involution; sie heißt hyperbolisch oder elliptisch, wenn er 
positiv oder negativ ist; und parabolisch, wenn er oder 
oo ist, was hier möglich ist. In diesem letzteren Falle haben alle 
Strahlenpaare den zu m rechtwinkligen Strahl bzw. den Strahl m 
selbst gemeinsam. 

Wir können auch hier in ähnlicher Weise dartun, daß das Doppel- 
verhältnis {cdc'd^) zweier Paare der Involution im Vorzeichen mit 
jenem konstanten Produkt j), der Potenz der Involution, überein- 
stimmt. Denn es ist: 

, , ,^r. sin cc* ' sin dd! sin {mc' — m<^ • sin (wiT — md) 

^ ^ sin de' • sin c(f sin (mc — md) • sin (i»<f — mc) 

cotgmc — cotgmc' cotgmd — cotgmef 
cotgmd — cotgmc cotgmc — cotgmd^ 

, p(-A i_\ 

cotg mc — cotg mc \cotg m c cotg mc/ 

5^— . ■ ■ ■ ■ - ■ ■ • ■■■' ■ I ■!■ I 11 ■■ . — ■ 

p p 

— r^- cotffwc' cotgmc 7^- — 7 

cotgmc cotgmc 

/ cotgmc — cotgmc' \* 

\p — cotgmc* cotgmc'/ 

Also haben bei der hyperbolischen oder elliptischen 
Involution zwei Strahlenpaare hyperbolische oder ellip- 
tische Lage. 

Wenn zwei Strahlenpaare x^tfiy x^y^ gegeben sind, so fragt es 
sich, ob wir einen Zentralstrahl m finden können, für den: 

cotg mx^ • cotg my^ = cotg mx^ • cotg my^. 

Wir führen einen Anfangsstrahl o ein, setzen 

cotg ox^ = Si, cotg oy^ ^ Vi} • • '9 ^^*g ^^ == /*• 
Nun ist: 

cotg mx^ == cotg(oa:i — om) =« ^t^ y 

Denmacli ist: 

(li% — 5s %) 0»* - 1) + [(Si + %) Sj% — (I, + n%) li% 
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oder, nach Division mit ft* + 1 : 

4(^2 - 1) + 5^ = 
oder 

ft* + «ft — 1 =■ 0, 
wo 

^ ^ dl + ^i) 1«^« — (6t + ^«) Si^i + li + ^1 — 6» — ^> ^ ^ 

somit: 

Die Wurzeln sind also reelL 

Wir haben daher stets zwei reelle Strahlen m und m\ 
welche der Forderung genügen, mit x^y^ und 0:2^2 gleiche 
Eotangentenprodukte zu bilden, und weil das Produkt der 
Wurzeln cotgöw, cotg om' gleich —1 ist, so sind die beiden 
Strahlen rechtwinklig zueinander. Folglich ist wiederum, wenn 
x^ y irgend zwei Strahlen des Büschels sind: 

cotg mx ' cotg m'x = — 1, cotg my • cotg m'y = — 1, 
also: 

cotff m'x • cotff my =» — r r 

Wenn demnach die Strahlenpaare x^y^, x^y^ mit m gleiche Eotangenten- 
produkte bilden, so tun sie es auch mit m', und zwar ist der eine 
Wert zum andern reziprok; und jedes weitere Paar xy^ welches mit m 
jenes Eotangentenprodukt bildet, bildet mit m' dieses. Mithin führen 
die beiden Strahlen m, m nicht zu zwei verschiedenen Involutionen, 
sondern zu einer und derselben. 

Zwei Strahlenpaare x^y^j x^y^ bestimmen eindeutig eine 
Involution. Dieselbe hat zwei Zentralstrahlen, welche recht- 
winklig zueinander sind, und ihnen zugehörig zwei Po- 
tenzen, welche reziprok zueinander sind. 

Femer ist: 

tamr mx • tang my = — 7 7 = cotir m'x cotg m'y, 

o o ^7 cotg wa; cotg wy ^ i^^ 

also ist das zu m, bzw. m gehörige Tangentenprodukt gleich dem zu 
m' bzw. m gehörigen Eotangentenprodukte. 

Die beiden Zentralstrahlen m, m' bilden selbst ein Paar 
der Involution; denn wenn x nach m fäUt, so ist cotg mx » 00, 
also cotg my = 0y d. h. y fallt nach m\ 

Die Wurzeln aus der Potenz geben die reellen, bzw. konju- 
giert imaginären Doppelstrahlen^) e2|, d^^ zu denen sämtliche 
Paare der Involution harmonisch sind, weil 

cotg mx • cotg my =» cotg md-^^ = cotg md^. 

1) Asymptoten, Ordnungsstrahlen usw. 
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Weil dl, d^ auch zu m, m' harmonisch sind, so sind diese die 
Halbierungsstrahlen der Winkel d^d^, d^-d^. Also auch wenn d^y d^ 
imaginär sind, haben ihre Winkel reelle Halbierungsstrahlen, ähnlich 
wie bei der elliptischen Punktinvolution der Mittelpunkt M der Strecke 
zwischen den imagiuären Doppelpunkten D^, D^ reell ist. 

20 Die beiden Potenzen werden einander gleich, wenn sie einen der 

Werte + 1 oder — 1 haben. Im letzteren Falle ist ftir jedes Paar 
der Involution: 

cotg mx • cotg my = — 1 ; 

jede zwei gepaarten Strahlen sind rechtwinklig zueinander. 

Diese ausgezeichnete elliptische Involution — recht- 
winklige, orthogonale, zirkuläre Involution — besteht aus 
lauter rechtwinkligen Paaren und wird durch die Drehung 
eines rechten Winkels um den Scheitel erzeugt 

Weil zwei Paare eindeutig eine Involution bestimmen, so ist 
eine Involution mit zwei rechtwinkligen Paaren mit der rechtwink- 
ligen in ihrem Büschel identisch. 

In einer Involution von Strahlen, welche zwei recht- 
winklige Paare besitzt, sind alle Paare rechtwinklig. 

Wenn sowohl Sii?i =» — 1; als auch li^j = — 1, so wird die 
obige quadratische Gleichung in /Lt, welche die ZentraLstrahlen liefert, 
eine Identität, denn dann ist Ä^ B^O, und sie wird durch jeden 
Wert von ft befriedigt: jeder Strahl des Büschels ist Zentralstrahl. 

Jede andere Strahleninvolution hat nur ein, aber auch 
stets ein (reelles) rechtwinkliges Paar, das der Zentral- 
strahlen oder der Axen der Involution, wie sie auch genannt werden. 

Diejenige Involution, deren Potenzen -|- 1 sind, ist hyperbolisch; 
sind d^, d^ die Doppelstrahlen, so ist 

cotg md^^ = Gotg md^^ = 1, 
also: 

cotg wrfj « -|- 1, cotg md^ — — 1, 
mithin: 

cotg mdj^ • cotg mrfj = — 1; 

d. h. die Doppelstrahlen sind rechtwinklig zueinander; weil sie har- 
monisch sind zu je zwei gepaarten Strahlen x, y, so halbieren sie 
deren Winkel. Diese Involution besteht also aus allen Strahlen- 
paaren, deren Winkel zwei feste (zueinander rechtwink- 
lige) Strahlen zu Halbierungsstrahlen haben. Sie zeigt sich 
so analog zu der gleichseitig - hyperbolischen Punktinvolution und 
führt deshalb denselben Namen. 

In einer (nicht rechtwinkligen) elliptischen Involution sei m der- 
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jenige Zentralstrahl^ der sich im spitzen Winkel eines Paares xy 
befindet; wir geben den beiden spitzen Winkeln xm, my positiven 
Sinn; der absolute Wert der auf m bezüglichen Potenz in Tangenten 
ist tang xm • tang my. Nun ist: 

. . / . \ tang rem -h tang mt/ 

wu^Ä ^y "^ twiR c^w + wy) ™ z — . — r^ — - ; 

o 9 o\ • :7/ j — tang jcm tang mt^' 

weil nun xm^ my und xy positive spitze Winkel sind, so muß 

1 > tang xm • tang my 

sein. Die für den genannten Zentralstrahl gebildete Tangentenpotenz 
ist also ecbty die für den andern demnach unecht. 

Folglich befindet sich derjenige Zentralstrahl, für wel- 
chen die Tangentenpotenz echt ist, im spitzen Winkel aller 
Paare und der andere im stumpfen. 

Ist jene Potenz, mit Vorzeichen behaftet, also tang mx • tang my 
^ p ^ ^ q^^ so haben wir: 

tang xy^ - {^g xm ^^my)^ + H' . 

daher ist der spitze Winkel xy am kleinsten, wenn xm » my, 

unter den Paaren einer elliptischen Strahleninvolntion 
bildet dasjenige den kleinsten (spitzen) Winkel, welches die 
Zentralstrahlen zu Halbierungslinien seiner Winkel hat. 

Das dritte Gfrundgebilde, der Ebenenbüschel, kann wegen der 21 
großen Analogie zum Strahlenbüschel kurz erledigt werden. Wir 
legen ebenfalls einen positiven Drehsinn in ihn, setzen bei jeder 
Ebene des Büschels fest, welche von den beiden durch die Axe ge- 
bildeten Halbebenen die positive ist; dies führt dann zur Definition 
der Winkel aß und a • ß zweier Ebenen a, ß des Büschels, bzw. der 
beiden vollen Winkel, femer zur Bestimmung einer Ebene durch 

cotg m% oder durch den Parameter m • . ^f , zum Doppelverhaltnis 

/ a *\ sinay sina^ 

ZU harmonischen Ebenen und zur Ebeneninvolution: die ausführliche 
Erörterung würde nur eine Wiederholung des beim Strahlenbüschel 
Gesagten sein mit der einzigen Änderung, daß „Strahl^' durch „Ebene'', 
die kleinen lateinischen Buchstaben durch die griechischen ersetzt 
werden. 



28 I- 8 3. Betrachtung der drei Gnmdgebilde. Lineare Substitution. 

§ 3. OemeiiLBame Betrachtimg der drei Orondgebllde. 

Lineare Substitution. 

22 Wir nehmen daher eine Betrachtung über die Involution yor^ 

welche für alle drei Orundgebilde zugleich gilt. 

Wenn a^ ßy y, d die Parameter Ton 4 Elementen des Gebildes 
sind — die wir zugleich als Namen dieser Elemente benutzen — , so 
ist ihr Doppelverhältnis 

« — y cc — 9 
ß — 7 ' a — ^' 

a, ß sind zu y, Ö harmonisch, wenn: 

a — y a — d 

oder: 

(H) aß - ^{a + |3) (y + *) + y* = 

(Harmonizitats - Relation). 

Das bewegliche Paar Aft ist also zum festen X^yL^ harmonisch, wenn 

^/* - i(^o + /*o) (^ + f*) + Kh =" 0. 

Durch die A,/t entsteht eine hyperbolische Involution mit den Doppel- 
elementen Xq, /t0. Mit diesen Größen X^y (i^ bleiben auch fest X^ + fi^ 
=« — 2()q, Xq[Iq « öq, und wir können schreiben: 

(I) Aft + Q^{X + ^) + tf, - 0. 

Nach bekamiter Eigenschaft der quadratischen Gleichungen sind 
Xq, iiq die Wurzeln von: 

x^ + 2QqX + 6q^0. 

Statt von X^y (Iq können wir von Qq^ öq ausgehen, aber wenn wir X^, ^q 
reell haben wollen, nur mit der Beschränkimg Qq^ — öq^O. Wir 
lassen aber dieselbe fallen und haben die allgemeine Involution, definiert 
durch (I); sie ist hyperbolisch, elliptisch, parabolisch, je nachdem 

Po'-^o>0, <0, -0 
ist. 

Wenn nun wieder zwei Paare A^/ti, X^fi^ gegeben sind, so läuft 
die Bestimmung der Involution auf diejenige von Qq, 6q hinaus; wir 
haben: 

welche in Q^y öq vom 1. Grade sind, also sie eindeutig und reell 
bestimmen; es ergibt sich: 



^x+'ih — ^ — lH' ^ ^1 + ^-^« — ^ 
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Will man freilich noch Xq, ^Lq, bo hat man diese Werte in die obige 
Gleichung 2. Grades in x einzusetzen und diese aufzulösen. Wir 
finden als Bedingung dafür^ daß die Doppelelemente reell und ver- 
schieden, reell und vereinigt, konjugiert^) imaginär sind: 

(^1 - ^)(h - lh)(!h - ^)(/h - f*2) > 0, - 0, < 0. 

Wir sehen, daß die Kennzeichen für die drei Arten, welche wir 
fQr die Punktinyolution und zwar unter der Voraussetzung, daß die 
Punkte durch Abszissen bestimmt werden, gefunden haben, in allen 
drei Fällen und für die allgemeinere Bestimmung durch 
den Parameter gelten. 

Die Elemente Xq, /t^ bilden das Paar, das gleichzeitig zu 
Xj^fi^ und zu X^fi^ harmonisch ist, oder auch das gemeinsame 
Paar der beiden hyperbolischen Involutionen, welche A^, ft^ 
bzw. Aj, fii zu Doppelelementen haben. Dies Paar besteht 
aus reellen, vereinigten, imaginären Elementen — wie kürzer 
gesagt werden mag — , je nachdem die beiden Paare ^ft^, X^fi^ 
hyperbolische, parabolische oder elliptische Lage haben. 

Soll nun auch Xfi zu der durch A^/t^, AgfA^ bestimmten Involution 
gehören, oder veränderlich sie erzeugen, so muß auch 

sein. Dies führt uns, wenn die Werte von Qq, 6^ eingesetzt werden, 
nach einigen Umformungen zu folgenden verschiedenen Gestalten der 
Involutionsbeziehung für drei Elementenpaare X^iii, X^(i^, Xfi: 

(ii) ^K^ + /h - ^ - ftj) + ^^(^ + ih-^-i^) 

(Ij) Aft(Ai + /lAi — Aj - ftg) + (A + /*)(A2ft, - Ai/tj) + Ai/[ti(A, + ^) 

-A,fi8(Ai + ^)«0«), 



1) Statt „koivjugiert" in Verbindung mit „imaginär*^ hat, wegen der vielen 
Bedeutungen, welche „konjugiert" sonst schon in der Geometrie hat, St au dt 
„konjun giert" gesagt; es ist aber nicht angenommen worden. Thomä schlägt 
„aggregirt ideal" statt „konjugiert imaginär^^ vor (Theorie der Kegelschnitte 
[1894] 8. 79). 

2) Die drei ersten können auch in Determinantenform geschrieben werden: 

1^, X +^, 1 



= 0. 
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Die letzte hat denselben Bau wie die für drei Punkte- 
paare in Involution in den Abszissen; sie ist allgemeiner 
und umfaßt sie. 

Bemerkenswert ist die Linearität in allen 6 Parametern, insbe- 
sondere in denen des beweglichen Paares; sie drückt eben aus, daß 
jedes der beiden Elemente desselben das andere eindeutig bestimmt. 
In (I3), welche die Form: 

aX^ + ß{X + (i) + y^O 

hat, tritt diese Linearität am deutlichsten hervor; beachten wir aber 
noch, daß diese Gleichung in bezug auf X und (i symmetrisch 
ist, d. h. durch Yertauschung von X und /x sich nicht ändert; ge- 
paarte Elemente sind yertauschbar. Die Linearität bleibt, die 
Symmetrie aber hört auf, wenn an SteUe dieser Beziehung die all- 
gemeinere tritt: 

(P) aX^ + ßX + ß'(i + y^O, 

wo ß'^ß ist. 

Damit ordnet sich die Involution einer allgemeineren eindeutigen 
Zuordnung von zwei Elementen eines Ghrundgebildes unter, bei der 
nicht Yertauschbarkeit stattfindet und die später behandelt werden 
wird. 

Die Zuordnung gepaarter Elemente einer Involution ist die erste 
Verwandtschaft, auf die uns der (rang unserer Betrachtung geführt hat. 

Setzen wir X =^ (i ^ d in (I3) ein, so erhalten wir die quadratische 
Gleichung für die Parameter d der Doppelelemente: 

**Ui + f^ - -^ - /*») + 2*(A2/tf3 - Ajfti) + Ai/ii(^ + fij) 

welche wir in derselben Gestalt für die Abszissen der Doppelpunkte einer 
Punktinvolution gefunden haben. Auch sie führt zum Kennzeichen: 

(Aj - A,)(Ai - fi,)(fti - A,)(fti - ji,) >, «, < 

für die Art der Involution. 
23 Nehmen wir im Strahlenbüschel an, daß die Parameter Eotan- 

genten seien, so ist: 

A. — tt, = cotg ox. — cotg oVo =« -. — —^^ y* — , 

^ *^ Ol D i7» 8111 ajj • Bin oy,^ 



? 

also folgt aus (IJ, wo wir Xfi durch X^[i^ ersetzen wollen: 

sin x^y^ • smx^y^ • Bmx^y^ + siny^x^ - siny^x^ • smy^x^ = 0, 
welche zu 

analog ist; wir können auch analoge Folgerungen aus ihr ziehen, 



Lineare Substitution. 31 

wie aus dieser Relation. Insbesondere können wir sie in die Doppel- 
yerhältnis-Gleiclibeit umgestalten: 

Und ähnliches gilt im EbenenbüscheL 

Eine Yergleichung der im vorangehenden für die drei Orund- 
gebilde erhaltenen Ergebnisse wird lehren, daß, wo es sich um 
reine Lagenbeziehungen handelt, vollständige Analogie statt- 
hat, wo aber Maßbeziehungen eingreifen, die Analogie nur 
unvollständig ist. 

Wenn das Element eines Grundgebildes eindeutig durch den 24 
Parameter | bestimmt ist, so möge eine neue Größe 17 einge- 
führt werden, die in einer solchen algebraischen Beziehung 
zu § steht, daß beide sich gegenseitig eindeutig bestimmen: 
die Beziehung ist also in bezug auf beide vom 1. Grade, bilinear, 
mithin von der Form der Beziehung (P): 

worin A, fi, ft', v Konstanten sind; nach | aufgelöst, gibt sie: 
oder mit anderer Bezeichnung der Konstanten: 

ari + ß 



6- 



worsns folgt: 



ri + *' 



Man kann schreiben: 



« -»« + <» 

V — = r- • 

' 76 — « 

f^ + 1 

also sind die gegebenen Größen die drei Verhältnisse ^ , ... 

Man nennt dies Ersetzen von | durch 17 (oder umgekehrt) eine 
lineare Substitution. Da | und 17 sich gegenseitig eindeutig be- 
stimmen, so ist auch 17 zur eindeutigen Bestimmung des Elementes 
geeignet; aber 17 ist nichts neues, sondern ebenfalls ein Para- 

meter. Wenn die Punktreihe vorliegt, wo 6 = ^ gx) ^^ haben wir: 

_ ^m_- FX + ß'GX 
^^ yt^FX — a-GX ' 

die Punkte F^ und G^ seien durch die Teilverhältnisse 

FI\ ^ J_ E^ ^ JL 
GFi ^ Sm^ GG^ ~" ym 
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oder 

F^F ß G^F — a 



GF^ —am^ GG^ ym 

bestimmt, so daß /} =- A • F^F^ — dm^ k- GF^, — « = /ti ■ G^F^ 
ym = /x • GGj; also: 

_X{GF^'FX + F,F-GX) _ l GF F^X F^X 

^ (i{GG, . FX+G^F GXJ ~" ^ ' GF- G^X^ ^ G,X^ 

denn nach der Eni ersehen Formel ist: 

GF^ . FX + F^F GX + FG'F^X^O, GG^ • FX + G^F • GX 

+ FG'G^X^O, 

Setzt man insbesondere a^ m, ß = — m • OF, y^l, ä — — OG^; 

so ergibt sich 

^FX fc m(7i-O20 



GX * 72 — 0(r ' 

also: 

(i? - OG)FX = (17 ~ OI^ÖX 
oder: 

7i{FX + Xö) ^OG'FX + FO'GX^FG' OX, 

ri^OX, 

womit wiederum die Abszisse als Spezialfall des Parameters sich 
ergibt. 

Im Strahlen- (und Ebenen-)büschel haben wir ^ = m -.-^— ; 

— dm Binfx + ß • Bingx^ 

' ym ■ sinfx — a • sin^rc ' 

wir bestimmen wieder die neuen Grundstrahlen /i, gi durch: 

sin/'/; ^ Jß_ Brnfg^ ^ jc_ 
singf^ dm' singg^ ym 
und erhalten: 

Biaf.x 
19 « m. •-. — — 
' * Bing^x 

Nunmehr ersehen wir auch, warum man sich nicht auf das Teil- 

TP IC Hin "f/r 

Verhältnis >, v, bzw. -. — beschränkt, sondern es noch mit einer Kon- 
GX' Buigx ' 

staute m multipliziert. 

Das Doppelverhältnis ist von der Bestimmung des Parameters 
imabhängig; es muß also, wenn durch dieselbe lineare Substitution 

5i, istf^Sf S4 üi Vif Vi 7 Vzf Va übergeführt werden: 

61—69 . h^J^ =, ViZZJk . ^1 — "^^ 

ii — fis * £1 — 64 Vi ^ Vi' Vi— ^4, 
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sein; in der Tat^ es ist 



usw. 



also: 

Bilinear ist die Involutions-Relation OX.OY^p] daher ist ( J^ A^ A^ A^ 
«= (2?i BgBjBJ, wenn A^B^, . . . A^B^ Paare sind. 

Durch. eine solche lineare Substitution kann man immer erzielen, 
daß drei bestimmte Elemente gegebene Parameter erhalten. 
Denn wenn die Elemente mit den bisherigen Parametern g^, l,; £3 
die gegebenen Parameter i^^, 1^29 ^s erhalten sollen, so haben wir 
drei Gleichungen: 

fe ß % + 1) =- f % + 5; 

mit den Unbekannten ^, -^, ^- 

Femer sieht man, daß beim Übergänge von einer parametrischen 
Bestimmung zu einer andern, vermittelst einer linearen Substitution, 
alle Parameter-Relationen ihren Grad in den Parametern nicht andern. 

§ 4. Perspektive Lage ungleichartiger Gebilde. Projektive 

Eigenschaften. 

Diese Perspektive Lage führt uns zu neuen überaus einfachen 25 
Verwandtschaften. Mit ihr verlassen wir das einstufige Gebiet. 

Wir betrachten zuerst eine Punktreihe u und einen Strahlen- 
büschel U in perspektiver Lage; dazu ist notwendig, daß beide 
in derselben Ebene li^en, weil dann im allgemeinen ein Strahl des 
Büschels und der Träger der Punktreihe sich schneiden und der 
Strahl einen ihm zugeordneten Punkt in derselben erhält, eben den, 
in welchem er schneidet, durch den er geht oder um einen Ausdruck 
einzuführen, der bald, weil fQr verschiedene Fälle gleich geeignet, 
sich als bequem herausstellen wird: mit dem er inzident ist.^) Diese 
Zuordnung, die wir eben die Perspektive Lage der beiden Gebilde 
nennen, ist in beiderlei Sinne eindeutig: jedem Punkt der Punkt- 
reihe entspricht ein Strahl des Büschels und jedem Strahl des Büschels 
ein Punkt der Punktreihe, sofern wir den unendlich fernen Punkt 
der Punktreihe annehmen und ihm den zum Träger der Punktreihe 

1) Er rührt von Graßmann her. 

Sturm, Oeometr. VerwandUohaften. L 3 
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parallelen Strahl des Büschels zuordnen. Ohne diese Annahme, 
welche mit den weiteren Folgerungen über die unendlich ferne Gerade 
jeder Ebene und die unendlich ferne Ebene des Baumes, die aus ihr 
sich ergeben werden, als Perspektive Anschauung des Raumes 
bezeichnet wird, ist unsere Zuordnung nicht ausnahmslos. 

Beachten wir, daß die dem ParaUelstrahle beiderseitig benach- 
barten Strahlen des Büschels nach weit entfernten Punkten der Punkt- 
reihe auf der einen und der andern Seite gehen und auch durch 
unsere Figur der unendlich ferne Punkt der Gerade ak derjenige 
erkannt wird, der den Übergang von der einen Seite zur andern ver- 
mittelt. Durch die Zuordnung, mit der wir jetzt zu tun 
haben, übertragen wir die im Büschel unzweifelhaft vor- 
handene Kontinuität in die Punktreihe. 

Hier empfiehlt es sich, zunächst diejenigen Halbstrahlen des 
Büschels, welche die zugeordneten Punkte enthalten, als die positiven 
anzusehen. Gehen die Strahlen a, b des Büschels durch die Punkte 
Af B der Reihe, so stehen die vollen Winkel ab und a • b über den 
Strecken AB und A - J?; während bei anderer Festsetzung über die 
positiven Halbstrahlen auch ab über A - J?, und a - h über AB stehen 
könnte. Und wenn c in ab oder a - b liegt, dann befindet sich der 
zugeordnete Punkt C in AB oder A • B. 

Es sei derjenige Strahl des Büschels, der zum Träger u recht- 
winklig ist, und der zugeordnete Punkt, sein Fußpunkt, so haben 
wir, wenn x^jX^, . . , und Xj, J^, . . . weitere entsprechende Elemente 
sind, die auch dem Vorzeichen nach richtige Proportion: 

OXi : OXj : OX, :.••«= taug ox^ : tang ox^ : tang ox^ : • • •. 

Die absolute Richtigkeit bedarf keines Beweises. Die Strecken X^ 
und die tang ox^ haben aber durchweg dasselbe oder durchweg entgegen- 
gesetzte Vorzeichen, je nachdem die positiven Sinne auf u und in U 
perspektiv sind oder nicht, d. h. je nachdem, wenn das eine Gebilde 
von einem Elemente in positivem Sinne durchlaufen wird, das ent- 
sprechende Element das andere ebenfalls in positivem Sinne durch- 
läuft oder nicht. 

Da wir aber mit Tangenten zu tun haben, so sind wir (Nr. 16) 
tatsächlich frei von der obigen Annahme über die positiven Halb- 
strahlen im Büschel, welche zunächst die bequemere war; die Pro- 
portion ist auch bei anderer Annahme richtig. 
26 Sind nun X^X^XjX^ und x^x^x^x^ zwei entsprechende oder 

Perspektive Würfe von u und CT, so ist: 

(x x^x X^^ tang o^t — t ang oayg ^ tang o^t — tang oa;^ 
\ 1'*^ 8 4/ tang OÄ, — tang ox^ ' tang ox^ — tang 00:4 ' 
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indem wir hier die Tangenten als Parameter annehmen. Es ist aber 
ersichtlich^ daß wir^ wegen der Homogeneitat^ rechts die 0X^ oder 
die tang ox^ durch die proportionalen tang ox^ oder OX^ ersetzen können, 
ohne daß die Quotienten ihre Werte ändern. Also ist: 

(XiXgXjXJ = (x^x^x^x^. 

Zwei Perspektive Würfe von Punkten und Strahlen 
haben dasselbe Doppelverhältnis. Und: 

Alle Punktwürfe^ in denen ein Strahlenwurf geschnitten 
wird^ haben dasselbe Doppelverhältnis; ebenso alle Strahlen- 
würfe, durch welche ein Punktwurf projiziert wird.^) 

Ein Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel heißen per- 
spektiv, wenn der erstere ein Schnitt des anderen ist oder dieser 
jenen aus einem Punkte (oder aus der Gerade, die ihn mit dem 
Scheitel verbindet) projiziert: jeder Strahl ist dann der Ebene zu- 
geordnet, aus der er geschnitten wird, mit der er inzident ist. 

Schneiden wir einen Ebenenbüschel zuerst mit einer Ebene, die 
zu seiner Axe normal ist, und nehmen wir an, daß die positiven 
Halbstrahlen in den positiven Halbebenen Heg:en, und daß die positiven 
Sinne beider Büschel perspektiv seien, so stimmt der Winkel zweier 
Ebenen im Maße und Vorzeichen mit demjenigen der entsprechenden 
Strahlen überein, denn dieser ist ja Neigungswinkel. Daher sind die 
Doppelverhältnisse zweier entsprechender Würfe gleich, weil alle vier 
Winkel in beiden gleich sind; das Doppelverhältnis eines Wurfes in 
einem Büschel ist aber miabhängig von der Festsetzung über den 
positiven Sinn und die positiven Halbelemente; also können wir die 
obigen Annahmen fallen lassen. 

Nun sei der Strahlenwurf durch eine beliebige Ebene aus dem 
Ebenenwurfe geschnitten; wir schneiden einen zweiten durch eine zur 
Axe senkrechte Ebene aus. Die beiden Ebenen sind nicht parallel, 
und ihre Schnittlinie trifft den Ebenenwurf in einem Punktwurfe, 
über dem beide Strahlenwürfe perspektiv stehen; folglich haben sie 
mit ihm und untereinander gleiche Doppelverhältnisse, daher auch 
* der schief ausgeschnittene Strahlenwurf mit dem Ebenen wurf. Also: 

Zwei Perspektive Würfe von Strahlen und Ebenen haben 
dasselbe Doppelverhältnis. 

Und endlich, wenn eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel 
perspektiv sind, so lege man durch den Träger der ersteren eine 
Ebene, die den letzteren in einem Strahlenbüschel schneidet, der 
zu beiden perspektiv ist; daher haben zwei entsprechende Würfe in 
jenen dasselbe Doppelverhältnis wie der zu ihnen Perspektive Wurf 
in diesem. 



1) Diesei fundamentale Satz findet sich schon bei Pappus: Collectio 
Buch yn Satz 129. 

3* 
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Ein Punktwurf und ein Ebenenwurf^ welche perspektir 
sind, haben dasselbe Doppelverhältnis. 

Eine zum Trager der Punktreihe normale Ebene enthält der 
Ebenenbüschel im allgemeinen nicht. 

Diese drei Sätze lassen sich zusammenfassen: 

Zwei ungleichartige Würfe, welche perspektiv sind, 
haben dasselbe Doppelverhältnis. 

Oder: 

Das Doppelyerhältnis bleibt bei jeder Projektion und 
jedem Schnitt erhalten. Man nennt nach Poncelet^) diese 
Operationen: Schnitt und Projektion die projektiven Operationen 
und eine Größe oder Eigenschaft, welche bei ihnen erhalten bleibt, 
projektiv (invariant). 

Das Doppelverhältnis ist also eine projektive Größe, und damit 
haben wir seine fundamentale Eigenschaft erkannt. Speziell ist auch 
die Harmonizität projektiv. 

27 Wir benutzen die obige Proportion (Nr. 25) noch weiter, um 
andere Analogien zwischen Punktreihe und Büschel zu erkennen. 
Wir fanden bei der Punktreihe, wenn (AB CD) «= A, daß 

i—J_ 1 ^_ 

DC '^ BC ÄC' 

Schneidet man einen gegebenen Strahlenwurf abcd, für den 
{ab cd) =» k ist, mit einer zu c senkrechten Transversale in ABGD, 
dessen Doppelverhältnis ebenfalls k ist, so ist ACiBCiDC 
^ tang ac : tang bc : tang dc] daher folgt aus jener Formel, weil sie 
homogen in ACyBC^DC ist: 

1 ~ X_ __i l 

tang de tang 6 c tang ac 

Ebenso, wenn bei einem harmonischen Strahlenwurfe abcd die 

Transversale senkrecht zum Halbierungsstrahle m des Winkels ab 

gezogen wird, wodurch M die Mitte von AB wird, folgt aus der 

Formel: 

MC'MD^MA^^MB' 

för den harmonischen Punktwurf ABCD die entsprechende für ab cd: 

tang mc - tang md » tang ma^ » tang mV, 

Der Halbierungsstrahl m von a -b ist parallel zur Transversale; 
wir wissen m und rn sind harmonisch zu a, 5, also auch die Mitte 
von AB und der unendliche ferne Punkt zu A,B. 

28 Wir können den Parameter in der Punktreihe A — m^yals 
Doppel Verhältnis (FGXB) darstellen, indem wir H so bestimmen, 

1) Trait^ des propri^t^s projectives, 1. Aufl. 1822^ 2. Aufl. 1866, 1866. 
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GS 
daß yrg^ » m ist; und älmliches gilt in den Büscheln. Nun sei ein 

Ebenenbüschel mit der Punktreihe perspektiy gemacht und ein Strahlen- 
büschel mit beiden, indem seine Ebene durch den Trager der Punkt- 
reihe und sein Scheitel auf die Axe des Ebenenbüschels gelegt ist 
Den Elementen /) g^ h, x mögen die Elemente 9), y^ ri, ^ bzw. F, G, H, X 
entsprechen. Nehmen wir also in den Büscheln g>fyf bzw. f^gsla 
Orundelemente der parametrischen Bestimmung und als Konstanten 

fn' ^ —-^ bzw. w"=— ^v.i-* ßo erhalten £ und x denselben Para- 

meter wie X, weü (FGXH) « ((pyirj) = (fgxh). 

In zwei Perspektiven Oebilden ungleicher Art kann man 
die parametrische Bestimmung immer so einrichten, daß 
entsprechende (inzidente) Elemente den nämlichen Para- 
meter haben. 

Daraus folgt, daß jede Beziehung, die sich (allgemein) 
parametrisch ausdrücken läßt, projektiv ist. 

Gilt z. B. die Involutionsrelation 

für drei Elementenpaare in einem von zwei Perspektiven Gebilden, so 
gilt sie auch für die drei entsprechenden im andern. 

Die Involution ist eine projektive Eigenschaft. 

Das entnehmen wir auch aus derjenigen Form der Involutions- 
relation, in der sie als Gleichheit zweier Doppelverhältnisse erscheint; 
aus (XiYi-X^X,) — (FiXiYjrg) folgt: (XiffiX^Xf^) -^ (y^x^y^yf^), und 
umgekehrt. 

Offenbar gehen die Doppelelemente der einen in die der anderen 
Involution über; folglich ist auch die Art der Involution pro- 
jektiv. 

Es ist leicht, eine gleichseitig-hyperbolische Strahleninvolution — 
mit zwei rechtwinkligen Doppelstrahlen — durch eine Transversale 
in einer gleichseitig-hyperbolischen Punktinvolution zu schneiden und 
die Eigenschafken der einen aus denen der andern abzuleiten. 

Staudt hat vorgeschlagen, die beiden konjugiert- imaginären 29 
Doppelelemente einer elliptischen Involution durch die beiden Sinne 
zu unterscheiden, in denen man die vier Elemente zweier Elementen- 
paare AB, AS — der die Involution bestimmenden — durchlaufen 
kann: AÄBS und ASBA'. Man wird dadurch nämlich instand 
gesetzt, jedes der beiden Elemente bei Verbindungen (Projektionen) 
und Schnitten für sich zu verfolgen. Wir wollen z. B. die beiden 
imaginären Doppelpunkte einer elliptischen Punktinvolution mit einem 
Punkte ü verbinden; dazu projizieren wir diese Involution — die 
sie darstellende Involution, ihren reellen Repräsentanten — 
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aas U und zwar Ay B; Ä', 13! durch a, 6; a, 6'. Dann geht der durch 
den Sinn AABS gekennzeichnete Punkt in den durch den Sinn 
aalyV gekennzeichneten Strahl über, der ihn alflo mit U verbindet, 
und der andere mit dem Sinne A'BBÄ in den mit dem Sinne aVha, 
Wie man infolgedessen die imaginären Verbindungslinien der Doppel- 
punkte einer elliptischen LiYolution mit denen einer anderen kon- 
struiert und darstellt, wird später besprochen werden. 

30 Die Einführung des unendlich fernen Punktes einer Gerade, der 

ihr mit allen zu ihr parallelen Geraden gemeinsam ist, hat zur Folge, 
daß wir den Inbegriff aller Strahlen einer Ebene von der- 
selben Richtung als Strahlenbüschel anzusehen haben: mit 
unendlich fernem Scheitel. Was wir für einen Strahlenwurf mit 
eigentlichem Scheitel erst beweisen müssen, daß alle ausgeschnittenen 
Punktwürfe dasselbe Doppelverhaltnis haben, nämlich das des 
Strahlenwurfs, ist bei einem aus vier parallelen Strahlen bestehenden 
Wurfe viel unmittelbarer klar; denn wenn ÄBCD, A^B^C^D^ zwei 
ausgeschnittene Würfe sind, so gilt wegen des Parallelismus die Pro- 
portion: 

AC:BC:AD:BD^ A^C^ iB^C^: A^D^ : B^D^, 
und zwar auch dem Vorzeichen nach, und aus ihr folgt: 

{ABCD)^{A^B^C^B;), 

Für unsem Strahlenwurf selbst versagt die ursprüngliche De- 
finition seines Doppelverhältnisses, weil die vier Winkel ac, hc, ... 
alle nuU sind. Wir wissen jetzt, das Doppelverhältnis eines solchen 
Strahlenwurfs ist das unveränderliche aller durch Schnitt entstehenden 
Punktwürfe. 

Stellen wir über unsem Strahlenwurf aus parallelen Strahlen 
perspektiv einen Ebenenwurf, dessen Axe nach dem unendlich 
fernen Scheitel, also parallel zu den Strahlen gehen muß, so ist 
derselbe ja auch zu allen den ausgeschnittenen Punktwürfen per- 
spektiv und hat mit ihnen und dem Strahlenwurfe gleiches Doppel- 
verhältnis. 

Vier parallele Ebenen a, ßj y, S werden ebenfalls von zwei ver- 
schiedenen Geraden in Punktwürfen geschnitten, denen entsprechende 
Strecken proportional sind, also in Punktwürfen von demselben Doppel- 
verhältnis; folglich ist das Doppelverhältnis von allen ausgeschnittenen 
Punktwürfen das nämliche. Daraus ist zu vermuten, daß wir die 
vier wurfartig angeordneten parallelen Ebenen als einen Ebenenwurf 
— mit unendlich femer Aie — werden bezeichnen dürfen, mit dem 
gleichen Doppelverhältnis dieser Punktwürfe als dem seiuigen. 
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§ 5. Eindeutige (projektive) Yerwandtscllaft zwischen zwei Grand- 
gebilden erster Stufe. Dualisieren. 

Man kann zwei Omndgebilde erster Stufe auf sechs Weisen zu 31 
zweien zusammenstellen^ dreimal zwei gleichartige und dreimal zwei 
imgleichartige. Irgend eine solche ZusammensteUung Uege vor, und 
I und I' seien yeränderliche Parameter der Elemente für das eine 
und das andere Gebilde. Zwischen ihnen werde eine alge- 
braische bilineare Beziehung gegeben, mithin von der Form: 

worin X, fi, fi, v Eonstanten sind; also von der Oestalt der (P) in 
Nr. 22. Jedem S oder §' wird durch dieselbe ein §' oder | zuge- 
ordnet; und da auch zwischen dem Parameter und seinem Elemente 
eine gegenseitig eindeutige Beziehung besteht, so wird jedem Elemente 
X oder X'^) des ersten oder zweiten Gebildes ein Element X' 
oder X im jeweilig anderen zugeordnet. Wir haben damit eine 
eindeutige Yerwandtschaft der beiden Gebilde festgelegt: 
genauer eine in beiderlei Sinne oder umkehrbar eindeutige oder eine 
ein-eindeutige; wir werden später, verallgemeinemd, mit (m, n)- deutigen 
Verwandtschaften zu tun haben. Unter eindeutig schlechthin ver- 
stehen wir immer ein-eindeutig. 

Die Auflösung der bilinearen Relation nach der einen oder 
andern Veränderlichen führt, wie wir wissen, zu einer linearen Sub- 
stitution, und wir folgern wie in Nr. 24, wenn den Parametern 5i; 
i%y Ss; §4 die Parameter |/, ^^^ §3', ^^ durch die flelation zugeordnet 
werden, und daher den Elementen X^, Xg, Xj, X^ die Elemente 

^^19 ^y ^Zf -^4 • 

fei bs fei 64 »»""Ss §1 »4 

damals bedeutete die entsprechende Relation den zweifachen Ausdruck 
des Doppelverhältnisses eines und desselben Wurfs in zwei ver- 
schiedenen parametrischen Bestimmungen; also im Grunde etwas 
Selbstverständliches. Hier haben wir erhalten: 

(XjXjjXjXJ =« (Xi Xj'^'X/), 
d. i. den Satz: 

In eindeutig verwandten Grundgebilden haben ent- 
sprechende Würfe das nämliche Doppelverhältnis; 
so daß auch bei einer solchen Transformation diese Größe invariant ist. 



1) Wir gebrauchen die Panktbezeichnung, ohne daß die Elemente not- 
wendig Punkte sein müssen. 
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Man führe neue Parameter r], r( an Stelle von %^ |' durch lineare 
Substitutionen: 

fc g^ + P fc' ^''n + ^ 

ein und überzeuge sich^ daß eine ebenfalls bilineare Relation in i\ 
und r[ sich ergibt (Nr. 24). 

In der Beziehungsgleichung haben wir vier Konstanten X^ (ly (i, v; 
aber wir wissen schon^ daß sie sich durch Division auf drei wesent- 
liche, etwa — , — , — reduzieren lassen; auf diese Verhältnisse 

V V V 

kommt es allein an: werden die A^ ft; ... proportional geändert, so 
bleiben dieselben Paare ^, i', welche genügen. Indem wir diese drei 
wesentlichen Konstanten, durch welche die Verwandtschaft fest- 
gelegt wird, eine jede durch die unendlich yielen Zahlenwerte laufen 
lassen, sehen wir, daß, wie man gewöhnlich aber nicht ganz korrekt 
sagt, dreifach unendlich viele eindeutige Verwandtschaften 
zwischen zwei gegebenen Grundgebilden möglich sind; 
richtiger ist die Potenzbezeichnung: es gibt c»* eindeutige Ver- 
wandtschaften zwischen ihnen, denn die Verbindung der drei 
einfachen Unendlichkeiten, die von jenen Konstanten durchlaufen 
werden, ist der Potenzierung analog, nicht der Multiplikation. 
32 Durch drei Paare entsprechender Elemente ist unsere 

Verwandtschaft eindeutig festgelegt; denn, seien deren Para- 
meter a, ft y; «', ß\ y, so haben wir drei Gleichungen: 

kaa -}- fta + /*'«' + v = 0, 

kßß'+(iß + (i'ß' + v^O, 

Xyy + /tiy + ^'y + v — 0; 

sie sind linear in den Unbekannten — , ~, - und bestimmen diese 

und damit die Verwandtschaft eindeutig. 

Dasselbe lehrt aber auch die' Gleichheit der Doppelverhältnisse 
entsprechender Würfe. Sind nämlich jene gegebenen entsprechenden 
Elemente Ay B, C; Ä, B\ C, so lehrt: 

daß zu jedem weiteren Elemente X oder X' des ersten oder zweiten 
Gebildes das entsprechende X' oder X eindeutig bestimmt ist (Nr. 5). 

Halten wir von den bestimmenden Elementen diejenigen in dem 
einen Gebilde fest, während die in dem andern sich verändern und 
zwar jedes in unendlich vielen (cx)^) Lagen, so erkennen wir von 
neuem die oo^ möglichen Verwandtschaften. 

Machen wir uns auch umgekehrt klar, daß: 

Qg — y ^ I? — £ ^ « — / y — £' 
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umgewandelt werden kann in: 

{Ä - B)U'+{Bß^^Aa')i + {Btt - Äß)i' + (Aßa - Baß') - 0, 

wo 

Ä-{a-y)(ß'-r'), 

B-{ß-Y){a'-Y'), 

also eine bilineare Relation ist 

Daß gewisse Elemente des einen Gebildes^ deren Zahl > 3 ist, 
gewissen Elementen des andern entsprechen^ wird darch das Staudt- 
sche Zeichen J\ bezeichnet: 

ABCX'T^ AB'CX ', 

das ist eine je zn beweisende Behauptung. Hingegen: 

ABCJkA'B'C 

sagt noch nichts aus, sondern dient nur zur Festlegung der Ver- 
wandtschaft. 

Die einfachste eindeutige Verwandtschaft ist die im vorigen 33 
Paragraphen betrachtete Perspektive Lage ungleichartiger Gebilde, 
und der bei ihr erkannte Satz von der Gleichheit der Doppelverhält- 
nisse entsprechender Würfe subsumiert sich dem jetzigen allgemeineren. 

Perspektive Gebilde sind durch Projektion oder Schnitt ver- 
bunden. Es entsteht nun bei eindeutig verwandten Gebilden, die 
nicht selbst schon perspektiv sind, die Frage, ob es nicht möglich 
ist, durch eine Reihe von solchen projektiven Operationen von den 
Elementen des einen zu den entsprechenden des andern tiberzugehen, 
so daß zwischen sie andere Gebilde eingeschaltet werden, die zu ihnen 
und untereinander auch eindeutig verwandt sind, derartig, daß, ein- 
schließlich der gegebenen, jede zwei aufeinander folgende perspek- 
tiv sind. 

Unsere Aufgabe vereinfacht sich aber in zweierlei Weise. Erstens 

reicht es hin, drei Elemente Ay jB, G in ihre entsprechenden Äj B\ 

C überzuführen; denn projektive Operationen, welche das tun, führen 

dann auch, weil bei ihnen die Doppelverhältnisse erhalten bleiben, 

ein Element X des ersten Gebildes in dasjenige X" des zweiten 

über, für das: 

{ABCX) = {AB'C'Xy, 

ist aber X' dasjenige, das dem X in der gegebenen Verwandtschaft 

entspricht, so ist: 

{ABCX)^{AB'G'X'), 
also: 

{A'B'C'X") = (A'B'C'X')^ 

woraus folgt, daß X" mit X' identisch ist (Nr. 5). 
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Femer ist unmittelbar klar^ daß, wenn zwei Gebilde zu 
einem dritten in eindeutiger Verwandtschaft stehen, sie es 
auch untereinander sind und solche Elemente sich entsprechen, 
die demselben Elemente des dritten Gebildes in jenen Verwandt* 
Schäften zugeordnet sind. 

Aus den beiden gegebenen Verwandtschaftsgleichungen: 

k^T + iiii" + ih't + V, - 

folgt durch Elimination von |" die neue: 

Ersetzen wir also die gegebenen Gebilde durch zu ihnen beziehentlich 
Perspektive, so stehen auch diese in eindeutiger Verwandtschaft, und 
wir können an ihnen den Überführungsprozeß vollziehen, da es uns 
zunächst überhaupt auf einen Überführungsprozeß ankommt, nicht 
auf den möglichst einfachen. Auf diese Weise erhellt, daß wir alle 
6 Fälle durch Schnitt auf den Fall eindeutig verwandter Punktreihen 
zurückführen können. Und diese woUen wir, was ja auch durch 
Projektion und Schnitt erzielt werden kann, in der allgemeinen Lage 
im Räume annehmen, daß ihre Träger u und u' windschief (nicht in 
derselben Ebene) gelegen sind. 
34 Es seien drei windschiefe Geraden a, b, c gegeben, so gibt es 

cx>^ Geraden, welche alle drei treffen (im weiteren Sinne der Perspek- 
tiven Anschauung); jede solche Gerade hat, etwa mit a, einen Punkt 
und eine Ebene gemein, und die Geraden erhalten wir also entweder, 
indem wir von jedem Punkte von a (einschließlich des unendlich 
fernen) die einzige Gerade ziehen, welche b und c trifft, d. h. die 
Schnittlinie der Ebenen, die ihn mit 5 und c verbinden, oder aber 
indem wir in jeder Ebene durch a die einzige Gerade ziehen, welche 
b und c trifft, d. h. die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Ebene 
mit b und c. Der Inbegriff dieser oo^ Geraden wird Begelschar^) 
genannt, und die drei Geraden a, b, c heißen Leitgeraden von ihr; 
sie sei durch \abc] bezeichnet. 

Die Geraden der Regelschar sind durchweg windschief. 

Wir ziehen, behufs der Überführung der Punkte Ä, B, C auf u 
in die Punkte Ä\ B", C auf w', die drei Verbindungslinien a = AÄ\ 
b =• jBJB', c =^ CG', welche windschief sind, weil sonst u und u es 
nicht sein könnten; l sei irgend eine Gerade der Regelschar [abe]. 
So haben wir schon, was wir wünschen: wir projizieren Ä, B, C aus 
l durch Ebenen, welche dann die a, b, c in sich aufnehmen und daher 
von u' in den auf diesen Geraden gelegenen Punkten Ä\H,C geschnitten 

l) „Hegel" von r^gle Lineal. 



Verbindende projektive Operationen. 43 

werden: durch eine Projektion und einen Schnitt ist die Über- 
führung geleistet; die Ebene, welche dann einen weiteren Punkt X 
Yon u aus l projiziert^ schneidet in u den entsprechenden X' ein. 
Es ist also der Ebenenbüschel von l mit den beiden Punktreihen auf 
u und u perspektiv, und wir haben die möglichst einfache Überführung 
erhalten; es gibt deren oo*, weil so viele Geraden P). 

Wir können; wie oben bemerkt, die andern Fälle auf den der 
Punktreihen zurückführen; z. B. wenn ein Strahlenbüschel und ein 
Ebenenbüschel in eindeutiger Verwandtschaft vorliegen, schneiden wir 
beide in Punktreihen, und wir haben dann 4 Operationen: Schnitt 
des Strahlenbüschels in einer Punktreihe^ dann die beiden Operationen, 
welche diese in die andere überführen, endlich Projektion der letzteren 
in den Ebenenbüschel. Das ist offenbar nicht die einfachste Über- 
führung. 

Liegen etwa zwei eindeutig verwandte Ebenenbüschel u, v! um 
windschiefe Axen vor, so kann man vermittelst eines Umwandlungs- 
prozesseS; auf welchen wir bald genauer eingehen werden, eine ebenso 
einfache Konstruktion wie bei zwei Punktreihen erhalten. Wenn 
nämlich in den Büscheln den Ebenen a, ^, y die Ebenen a', ^y y 
entsprechen, so seien a, 5, c die Schnittlinien aa', ^/3', yy und l 
wiederum eine Gerade der Begelschar [a6c]; die Überführungs-Kon- 
struktion ist: Schnitt von a^ /}, y mit der Gerade l in Punkten, welche 
ersichtlich auf a, 5, c liegen, Projektion dieser Punkte aus der Axe 
m' durch die Ebenen w'a, m'6, vlc oder a', /3', y. 

Eine Herabbringung auf zwei Operationen ist nur in diesen beiden 
Fällen möglich, in den andern sind, bei allgemeiner Lage, mindestens 
3 oder 4 Operationen erforderlich. Z. B.: wenn ein Ebenenbüschel 
oder ein Strahlenbüschel und eine Punktreihe eindeutig verwandt 
sind, so haben wir den Büschel in einer Punktreihe zu schneiden und 
diese dann, durch zwei Operationen, in die gegebene überzuführen. 

Wegen der Möglichkeit, eindeutig verwandte Gebilde 
durch projektive Operationen in Verbindung zu bringen, 
werden eindeutig verwandte Gebilde auch projektiv*) ge- 
nannt, die Verwandtschaft heißt Projektivität und das Staudtsche 
A wird „projektiv^ gelesen. 

Projektive Gebilde sind solche, die durch eine Reihe 
von projektiven Operationen auseinander hervorgehen*). 



1) Man mache sicli klar, daß die Konstraktion versagt, wenn u nnd u' in 
derselben Ebene liegen. 

2) Bis 1880 und zuweilen noch jetzt: projektiv i seh (und ebenso perpekti- 
visch). Vgl. Math. Ann. Bd. 10 S. 118. Die jetzige Form kommt sporadisch 
schon früher yor: bei Plücker und Mob ins. Die Franzosen sagen homo- 
graphisch und Homographie. 

8) Cremona, Elementi di Geometria projettiva (1878) Nr. 84. 
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Damit ist die eindeutige Yerwandtschaft von Maßbe- 
Ziehungen, wie sie in der bilinearen Parameter-Relation enthalten 
sind, frei geworden. 

35 Vergleichen wir die beiden Konstruktionen, die uns zur Begel- 

schar geführt haben, oder die beiden Operationenfolgen zwischen zwei 
projektiven Punktreihen und zwischen zwei projektiyen Ebenenbüscheln 

— Konstruktionen, die von Maßbeziehungen frei sind, — so erkennen 
wir folgenden Unterschied. Wo in der einen ein Punkt vorkommt, 
kommt in der andern eine Ebene vor; wo man dort mit einer Gerade 
zu tun hat, hat man es auch hier auch mit einer Gerade zu tun; ist 
sie aber in dem einen Falle Schnittlinie zweier Ebenen, so ist sie im 
andern Verbindungslinie zweier Punkte, oder allgemeiner, ist sie in 
dem einen Falle Axe eines Ebenenbüschels, so ist sie im andern 
Träger einer Punktreihe. Zwei Geraden der einen Konstruktion, 
welche sich schneiden (im Sinne der Perspektiven Raumanschauung), 
entsprechen zwei Geraden in der andern, für welche das ebenfalls gilt, 
so jedoch, daß sie in dem einen Falle als Geraden mit gemeinsamem 
Punkte, in dem andern als Geraden mit gemeinsamer Ebene aufgefaßt 
werden. Einem Strahlenbüschel steht ein Strahlenbüschel gegenüber, 
dem Scheitel des einen die Ebene des andern. Mit einer derartigen 
Umwandlung der Figur einer Konstruktion oder eines Satzes werden 
wir noch oft zu tun haben. Wir nennen sie dnalisieren. Es wird 
sich später das Prinzip der Dualität ergeben. Solange der Beweis 
dieses Prinzips noch nicht geführt ist, sind dual gegenüberstehende 
Sätze oder Aufgaben beide zu beweisen oder zu lösen. Der Beweis 
des zweiten Satzes, die Lösung der zweiten Aufgabe verläuft dual zu 
der der ersteren. Es ist gut, das Dnalisieren möglichst bald zu lernen; 
wenn also im folgenden die duale Überlegung nicht immer gemacht 
wird, so ist es dem Leser doch zu empfehlen, dieselbe jedesmal ordent- 
lich durchzuführen. Diese Übung ist notwendig und wird bald die 

— empirisch erworbene — Überzeugung von der Richtigkeit des 
Prinzips bringen, noch ehe der exakte Beweis geführt ist. 

Nach diesem Beweise wird dann die Durchführung des zweiten 
Beweises, der zweiten Lösung unnötig. 

Ob Maßbeziehungen sich ganz der Dualisierung entziehen, wird 
sich im Verlauf der weiteren Betrachtung zeigen. 

Aus der oben angegebenen Folge von drei Operationen zwischen 
einem Strahlenbüschel und einer Punktreihe, welche projektiv sind, 
läßt sich dual eine Operationenfolge zwischen einem Strahlen- und 
einem Ebenenbüschel, die projektiv sind, ableiten. 

Zwei projektive Strahlenbüschel lassen sich durch vier Operationen 
verbinden, indem man in die Ebenen beider Geraden legt, auf denen 
durch sie projektive Punktreihen entstehen: man hat dann den Schnitt 
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des ersten Büschels mit der Gerade in seiner Ebene, die beiden 
Operationen von dieser Pnnktreihe zur andern und die Projektion 
der letzteren Pnnktreihe aus dem Scheitel des zweiten Büschels. 
Dazu gibt es dual eine zweite Operationenfolge , in der an Stelle 
der Punktreihen zu den Strahlenbüscheln bzw. Perspektive und daher 
untereinander projektive Ebenenbüschel treten. 

§ 6. Perspektive Lage gleichartiger Gebilde. 

Zwei projektive Punktreihen auf windschiefen Trägem u, \i er- 36 
wiesen sich immer (Nr. 34) mit demselben Ebenenbüschel (oder viel- 
mehr mit oo*) perspektiv; und umgekehrt zwei Punktreihen, welche 
mit demselben Ebenenbüschel perspektiv sind, sind untereinander pro- 
jektiv, weil beide zu dem Ebenenbüschel. 

Ebenso und dual sind zwei projektive Ebenenbüscbel um wind- 
schiefe Axen M, u immer zu derselben Punktreihe l (oder zu oo^) 
perspektiv; und zwei Ebenenbüschel, die zu derselben Punktreihe 
perspektiv sind, sind untereinander projektiv. 

Liegen jene zu demselben Ebenenbüschel Perspektiven Punkt- 
reihen in der nämlichen Ebene, so sind sie auch beide zu dem 
Strahlenbüschel perspektiv, den diese Ebene aus dem Ebenenbüschel 
ausschneidet; sie haben dann einen (ev. unendlich fernen) gemeinsamen 
Punkt; und wie jeder Strahl des Strahlenbüschels zwei entsprechende 
Punkte einschneidet, so auch derjenige, welcher nach diesem gemein- 
samen Punkt geht, der auf diese Weise sich selbst in der Projektivität 
entsprechend wird. 

Und, dual, gehen die Axen der zu derselben Punktreihe Perspek- 
tiven Ebenenbüschel durch den nämlichen Punkt, so sind sie auch 
beide zu dem Strahlenbüschel perspektiv, welcher die Punktreihe aus 
diesem Punkte projiziert; sie haben dann eine gemeinsame Ebene 
(welche die beiden sich schneidenden Axen verbindet); und wie jeder 
Strahl des Strahlenbüschels in zwei entsprechenden Ebenen liegt, so 
auch der in dieser Ebene liegende, so daß sie eine sich selbst ent- 
sprechende wird. 

In beiden Fällen existiert ein gemeinsames und sich selbst 
entsprechendes Element; diese Eigenschaft ist für die Per- 
spektive Lage charakteristisch. Wir haben also: Zwei Punkt- 
reihen, die mit demselben Strahlenbüschel (imd infolgedessen 
mit allen durch ihn gehenden Ebenenbüscheln) perspektiv sind, 
deren Träger deshalb in die Ebene jenes Büschels fallen 
und daher einen gemeinsamen Punkt haben, sind projektiv 
und heißen in perspektiver Lage; der gemeinsame Punkt 
entspricht sich selbst. 
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Zwei Ebenenbüschel; welche mit demselben Strahlen- 
büBchel (und mit allen aus ihm ausgescbnittenen Punktreihen) per- 
spektiy sind^ deren Axen also durch den Scheitel des Strahlen- 
büBchels gehen und durch eine den Ebenenbüscheln gemein- 
same Ebene verbunden werden, sind projektiv und heißen 
in perspektiver Lage; die gemeinsame Ebene entspricht 
sich selbst. 

umgekehrt, zwei projektive Punktreihen mit sich schnei- 
denden Trägern UyU\ in deren Projektivität der Schnitt- 
punkt uu sich selber entspricht, sind in perspektiver Lage, 
d. h. mit demselben Strahlenbüschel perspektiv. 

In der Tat, der sich selbst entsprechende Punkt sei E als Punkt 
der einen und E' als Punkt der andern Reihe, xmd den A^Bm jener 
mögen Ä, B' in dieser entsprechen; es sei dann S der Schnittpunkt 
von AÄ\ BB\ der im Sinne der Perspektiven Anschauung immer 
vorhanden ist, weil diese Geraden in der Ebene uu liegen. Pro- 
jizieren wir die Punkte A, B, E aus S und schneiden die projizieren- 
den Strahlen mit m, so ergeben sich J.', J?, E\ also erhalten wir 
(Nr. 33) durch diese beiden Operationen aus jedem X von u den ent- 
sprechenden X' auf u\ d. h. je zwei solche Punkte X, X' Uegen auf 
demselben Strahl des Büschels 5; beide Punktreihen sind mit diesem 
Büschel perspektiv: seinen Scheitel nennen wir das Perspektivitäts- 
zentrum*). 

Dual, zwei projektive Ebenenbüschel mit sich schnei- 
denden Axen UyUy in deren Projektivität die Verbindungs- 
ebene uu' sich selbst entspricht, sind in perspektiver Lage, 
d. h. mit demselben Strahlenbüschel perspektiv. 

Jene Ebene sei £, b'] femer mögen den Ebenen a, ß die Ebenen 
a', ß' entsprechen; sei dann 6 die Ebene, welche die beiden durch 
den Schnittpunkt uu' der Axen gehenden Schnittlinien aa\ ßß^ ver- 
bindet, so schneiden wir a, ß, e mit dieser Ebene 6 und projizieren 
die Schnittstrahlen (die wieder durch den Punkt uu gehen) aus u', 
wodurch sich a^ ß^, b ergeben; also geht (Nr. 33) auch jede andere 
Ebene J von u in dieser Weise in die entsprechende |' von u über; 
d. h. ^^' liegt in <r, beide Ebenenbüschel sind mit dem Strahlen- 
büschel in 6 um uu perspektiv; 6 ist die Perspektivitätsebene. 
37 Was nun die Perspektive Lage von projektiven Strahlenbüscheln 

anlangt, so reicht die Voraussetzung eines gemeinsamen Strahls noch 
nicht hin; haben sie sowohl verschiedene Ebenen als anch verschiedene 
Scheitel, so sind die weiteren entsprechenden Strahlen durchweg wind- 
schief, haben also weder gemeinsamen Punkt, noch gemeinsame Ebene; 
es kann folglich kein Gebilde entstehen, zu dem sie beide perspektiv 

1) Früher weniger gut Projektionszentruixi genannt. 
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sind. Wir müssen daher noch entweder gemeinsame Ebene oder ge- 
meinsamen Scheitel Toraussetzen; in jenem Falle haben entsprechende 
Strahlen einen (yeranderlichen) Schnittpunkt^ in diesem eine (yerander- 
liche) Yerbindnngsebene. 

Zwei Strahlenbüschel in derselben Ebene^ welche mit 
derselben Punktreihe perspektiv sind, die natürlich auch in 
dieser Ebene liegt; sind projektiv; und wie nach jedem Punkte der 
Reihe zwei entsprechende Strahlen, so gehen solche auch nach dem, 
welcher auf dem gemeinsamen Strahle liegt, den sie als Büschel 
derselben Ebene haben; er wird also sich selbst entsprechend; 
und man nennt die Strahlenbüschel in perspektiyer Lage. 

Dual: Zwei Strahlenbüschel um denselben Scheitel, 
welche mit demselben Ebenenbüschel perspektir sind (dessen 
Axe durch diesen Scheitel geht), sind projektiv; und wie in jeder 
Ebene des Ebenenbüschels zwei entsprechende Strahlen liegen, so auch 
in derjenigen, welche den gemeinsamen Strahl der Strahlen- 
büschel, den Schnittstrahl ihrer Ebenen, enthält; dieser wird sich 
selbst entsprechend. Die Strahleubüschel heißen in per- 
spektiyer Lage. 

Umgekehrt, wenn bei zwei in derselben Ebene gelegenen 
projektiven Strahlenbüscheln um die Punkte 0, 0' der ge- 
meinsame Strahl 0(y sich selbst entspricht, so sind sie mit 
der nämlichen Punktreihe perspektiy und daher selbst in 
perspektiyer Lage. 

Jener Strahl sei 6, e'y und weiter mögen den a, h die a', V ent- 
sprechen. Wir verbinden die Schnittpunkte aa'j hV durch die Gerade s; 
es führt dann der Schnitt mit s und die Projektion aus 0> yon 
a, b, e zu a', //, e und daher auch yon x zu x ^ d. L jede zwei ent- 
sprechenden Strahlen schneiden sich auf 5, mit dieser Punktreihe 
sind beide Strahlenbüschel perspektiy. Die Gerade s heißt die Per- 
spektiyitätsaxe (perspektiyer Durchschnitt). 

Dual: Wenn bei zwei yon demselben Punkte ausgehen- 
den projektiven Strahlenbüscheln, die in den Ebenen o, cd' 
liegen, der gemeinsame Strahl aom sich selbst entspricht, 
so sind sie mit demselben Ebenenbüschel perspektiy und 
daher selbst in perspektiyer Lage. 

Diesmal sei s der Schnittstrahl der Yerbindungsebeuen aa', hV 
(der durch den Scheitel geht), so führt die Projektion aus s und der 
Schnitt mit vi von a,b,e zu a', h\ e und daher von x zu x'] jede 
zwei entsprechenden Strahlen Xy x' liegen in derselben Ebene des 
Büschels yon 5, mit diesem Ebenenbüschel sind beide Strahlenbüschel 
perspektiy; s heißt auch hier die Perspektiyitätsaxe. 

Damit sind die vier Fälle perspektiyer Lage gleichartiger Ge- 
bilde erledigt 



48 I- § ^- Perspektive Lage gleichartiger Qebilde. 

Wir werden im allgemeinen an der im yorangehenden auf- 
gestellten Definition projektiver Strahlenbüschel in perspektirer Lage 
festhalten^ bemerken jedoch, daß es bisweilen YOrteilhaft ist, Strahlen- 
büschel aus verschiedenen Scheiteln nnd in verschiedenen Ebenen, 
welche zn derselben Pnnktreihe oder zn demselben Ebenenbüschel 
perspektiv sind, zueinander perspektiv nennen zu können, also pro- 
jektive Strahlenbüschel ohne gemeinsamen und sich selbst ent- 
sprechenden Strahl. 

38 Wir können aus den vier eben betrachteten Figuren noch einiges 
über Dualität lernen. Dazu aber müssen wir die Orundgebilde 
zweiter Stufe einführen: das Feld, den Inbegriff aller Punkte und 
aller Geraden einer Ebene, und den Bündel, der Inbegriff aller 
Strahlen und Ebenen durch einen festen Punkt, seinen Scheitel. 
Dieser Scheitel und die Ebene dort sind je der Träger des Gebildes. 

Diese beiden Gebilde sind dual zueinander und zwar 
erstens die Punkte des Feldes und die Ebenen des Bündels, und 
zweitens die Strahlen des einen und des anderen Gebildes, also auch 
die Punktreihen des Feldes und die Ebenenbüschel des Bündels, die 
Strahlenbüschel im Felde und im Bündel. 

Von unseren vier Figuren perspektiver Gebilde sind zwei Feld- 
figuren und zwar 1) perspektive Punktreihen und 2) Perspektive 
Strahlenbüschel mit gemeinsamer Ebene, und zwei Bündelfiguren: 
l') Perspektive Ebenenbüschel und 2') perspektive Strahlenbüschel 
mit demselben Scheitel. 

Dual sind 1) und 1'), 2) und 2y 

Innerhalb eines jeden dieser zweistufigen (Gebilde, Feld und 
Bündel, haben wir auch eine Dualität: in der Felddualität stehen 
sich Punkt und Strahl, Punktreihe und Strahlenbüschel, in der Bündel- 
dualität aber Ebene und Strahl, Ebenenbüschel und Strahlenbüschel 
dual gegenüber. Die eine von ihnen ist räumlich dual zur andern. 

Es ist nicht notwendig, daß zwei feldduale Figuren demselben 
Felde, zwei bündelduale demselben Bündel angehören. 

Von den vier Figuren sind die beiden Feldfiguren 1) 
und 2) felddual und ebenso die beiden Bündelfiguren T) und 
2') bündeldual. 

Man beachte, daß auch in diesen Figuren keine Maßbeziehungen 
vorkommen, aber die perspektive Raumanschauung (Nr. 25) voraus- 
gesetzt wird. 

39 Aber Bündel und Feld stehen noch in einer anderen Beziehung: 
wir können sie uns zueinander in perspektiver Lage denken, den 
Bündel als Projektion des Feldes, das Feld als Schnitt des Bündels; 
das ist zwar eine Verwandtschaft zwischen zweistufigen Gebilden, aber 
doch so einfacher Art, daß sie jetzt schon herangezogen werden kann. 
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In ihr entsprechen den Punkten und Strahlen des Feldes die Strahlen 
and Ebenen des Bündels, die nach ihnen gehen, nicht umgekehrt, 
wie vorhin bei der Dualiföt. Jetzt entsprechen also Perspektiven 
Punktreihen in der Ebene, also der Figur 1) Perspektive Strahlen- 
büschel im Bündel, die Figur 2^), und Perspektiven Strahlenbüschehi 
im Felde, Figur 2), Perspektive Ebenenbüschel im Bündel, Figur 1'). 

§ 7. Perspektive Dreiecke. Vollständiges Viereck und Vierseit. 

Beweise ohne Haßbeziehungen. 

Wenn bei zwei Dreiecken ABCj ÄSCy welche in ver- 40 
schiedenen Ebenen 6y tf liegen, die drei Verbindungslinien 
AÄy BSy CO in einem Punkt zusammenlaufen, so schneiden 
sich die entsprechenden Seiten BG und "B'Cy CA und GÄy 
AB und A'B^ und dann notwendig auf der Schnittlinie 6(/. 

Weil Bff und C(T sich in schneiden, so liegen sie in einer 
Ebene und mit ihnen abo auch BC, ffC, die sich deshalb schneiden; 
und ebenso in den beiden anderen Fällen. Es erhellt, daß die Punkte 
auch unendlich ferne sein können; man betrachte insbesondere die 
Falle, wo unendlich ist, also AA\ BB, CC parallel sind oder wo 
die Ebenen 6^ ff parallel sind und dann auch die entsprechenden 
Seiten parallel werden, also alle drei Schnittpunkte im Unendlichen 
liegen: auf der unendlich fernen gemeinsamen Gerade der Ebenen 6^ </, 
auf welche wir damit schon hingewiesen werden. 

Umgekehrt: Wenn die entsprechenden Seiten der beiden 
in verschiedenen Ebenen <;, ff gelegenen Dreiecke ABC, 
ÄB!C sich schneiden (und dann auf tftf'); ^^ laufen AA!, BSy 
CC in einen Punkt zusammen. 

In der Tat, die sich schneidenden Geraden BC und B>G^ CA 
und CAy AB und A'S bestimmen drei Ebenen a, /J, y imd in deren 
gemeinsamen Punkt laufen die drei Schnittlinien ßy, ya, aß zusammen; 
aber auf ßy liegen ersichtlich A, A\ so daß ßy mit AA' und ebenso 
ya mit Bff, aß mit CC identisch ist. 

Solche Dreiecke heißen perspektiv gelegen oder kurz per- 
spektiv. 

Raumlich dual stehen unseren Sätzen die beiden folgenden 
gegenüber. 

Wenn bei zwei Dreiflachen (Triedem) aßy und aß'y mit ver- 
schiedenen Scheiteln S,S^ die drei Schnittlinien aa', ßßt^yy in einer 
Ebene liegen, so schneiden sich die entsprechenden Kanten ßy und 
/J'/, ya und /«', aß und a'/J', und die verbindenden Ebenen gehen 
durch die Verbindungslinie SS\ 

Und umgekehrt. 

Der Leser dualisiere die vorherigen Beweise. 

Stnrm, Geometr. Verwandtoohaften. I. 4 
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41 Die Sätze gelten aber auch, wenn die Dreiecke in der- 

selben Ebene ö liegen. In diese fallt dann natürlich auch 0, und 
das Schneiden entsprechender Seiten, das yorhin bewiesen oder Yoraus- 
gesetzt werden mußte, ist selbstverständlich, das Liegen der drei 
Schnittpunkte in gerader Linie ist dann Behauptung, bzw. Voraus- 
setzung. 

Wir wollen die beiden Sätze, obwohl es sich um Figuren einer 
Ebene handelt, räumlich beweisen, weil dann die Beweise yiel an- 
schaulicher sind und nur Lageneigenschaften yorführen.^) 

Wir setzen erstens voraus, daß ÄÄ', BS, C(7 in. einen Punkt O 
(von ö) zusammenlaufen. Durch ihn ziehen wir eine nicht in 6 ge- 
legene Gerade; S, S' seien zwei Punkte auf ihr, aus denen wir bzw. 
die Ecken der beiden Dreiecke projizieren. Die Geraden AÄ' und 
SS" treffen sich in 0, und in ihrer Ebene liegen ÄS und Ä'S', die 
also einen Schnitt A^ haben, und ebenso haben BS imd SS' einen 
Schnitt jB^ und CS und CS' einen Schnitt C^^ es ergibt sich ein 
drittes in anderer Ebene 6^ gelegenes Dreieck ÄiB^Ci^ das sowohl 
zu ABC bIb zu A'B'C perspektiv liegt mit dem Zentrum S bzw. S^, 
Daher schneiden sich seine Seiten B^C^y C^J-i, A^B^ auf 66^ sowohl 
mit BC, CA, AB, als mit SC, CA, ÄS:, d. h. BC und SC, CA und 
CA , AB und AS schneiden sich in den Punkten der Gerade 0^66^, 
durch welche B^C^, C^A^, A^B^ gehen. 

Umgekehrt sei nun vorausgesetzt, daß die drei Schnittpunkte 
{BC, SC), {CA, CA'), {AS, AS) in einer Gerade o liegen. Durch 
diese sei dann eine zweite Ebene 6^ gelegt und auf sie aus einem 
beliebigen Punkt S das Dreieck ABC in A^B^C^ projiziert; mithin 
schneiden sich B^C^, C^A^, A^B^ mit BC, CA, AB auf 66j^ — o, also 
in den Punkten, durch welche auch SC, CA, AB' gehen; tmd 
denmach liegen auch ASC und A^B<^C^ perspektiv: AA^, SB^, 
CC^ laufen in S zusammen. Nun haben AS tmd AS den Punkt 
A^ gemeinsam; in ihrer Ebene liegen AA und SS und schneiden 
sich; AAy in 6, geht also durch den Punkt 0, in dem diese Ebene 
von SS geschnitten wird, und dasselbe läßt sich für BS und CC 
beweisen.*) 

und heißen natürlich Perspektivitäts-Zentrum xmd -Axe. 

1) Deshalb vermeide ich die Worte planimetrisch und Btereometriech. 

2) Man kann aber anch, durch andere Auffassung der Figur, jeden der 
beiden Sätze aus dem andern ableiten, z. B. den ersten aus dem zweiten so: 
Wenn vorausgesetzt ist, daß AA, BB% CC durch denselben Punkt gehen 
und die Punkte {BC, B'C), {CA, CA'), {AB, AB'), deren Geradlinigkeit er- 
kannt werden soll, mit ^, S3, (£ bezeichnet werden, so liegen in gerader Linie 
{AA, BB')^0, (^», J?SO = C?» (^'», 5'«) = C; daher sind die Dreiecke 
AA^, BB'% perspektiv, AB, AS, $(® laufen in einen Punkt zusammen; 
dL.h.^^{AB, AB') liegt auf ST». 
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Diese beiden Sätze über Perspektive Dreiecke in derselben Ebene 42 
stehen sich dual gegenüber nach der Dualität im Felde. Aus ihnen 
leitet man zwei im Bündel duale Sätze über Perspektive Dreiflache 
aus demselben Scheitel entweder durch Dualisieren im Räume oder 
durch Perspektive Lage von Feld und Bündel ab, wobei in dem einen 
Falle die beiden Sätze in umgekehrter Reihenfolge sich ergeben als 
im anderen. 

Die Dualität tritt aber noch etwas deutlicher hervor, wenn man 
die Bezeichnung ändert, die Dreiecke in dem einen Satze nach den 
Ecken, in dem andern nach den Seiten benennt, sie als Dreiseite auf- 
faßt. Dann lauten die Sätze: 

Wenn bei zwei Dreiecken ABC, A!BG derselben Ebene 
die drei Verbindungslinien -4 J.', 5B', CG in einen Punkt zu- 
sammenlaufen, so liegen die drei Schnittpunkte: 

(BC, JB'CT), [OA, GA\ (AB, AB) 

in gerader Linie. 

Wenn bei zwei Dreiseiten ahc, dVd derselben Ebene die 
drei Schnittpunkte ao!y bV, cc' in gerader Linie liegen, so 
laufen die drei Verbindungslinien: 

(bc, 6'c'), (ca, c'a), (ab, a'b') 

in einen Punkt zusammen. 

und ähnlich bei zwei Dreiflachen bzw. Dreikanten in demselben 
Bündel. 

Wir haben im vorangehenden immer die unbegrenzten Figuren 43 
im Auge gehabt. Fassen wir aber das Dreiflach in dem engeren 
Sinne der elementaren Stereometrie als dreiseitige oder dreikantige 
Ecke auf, wo die Kanten nur Halbstrahlen, die Seitenflächen nur 
Winkel sind, so enthält jedes Dreiflach deren 8, von denen viermal 
je zwei Scheitelecken sind. 

Stellen wir nun eine solche Ecke (und ihre Scheitelecke) über 
ein (begrenztes) Dreieck ABC, so daß ihre Kanten (Halbstrahlen) 
durch A, B, C gehen und ihre Kantenwinkel über den begrenzten 
Seiten stehen, dann entsprechen perspektiv den drei anderen Scheitel- 
ecken-Paaren uneigentliche Dreiecke, von denen zwei Seiten 
Staudtsche im CTnendlichen zusammenhängende Strecken sind in 
folgenden drei Zusammenstellungen: 

BC, CA, AB, CA, AB, BC-, AB, B C, CA-, 

man wird diese Dreiecke mit Staudt passend durch BC-A, CA-B, 
AB'C bezeichnen.^) Wir werden später erkennen, wie gewöhnliche 



1) In BC A ißt <^5 + C — ^=-«. 
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Dreiecke durch Transformationen in solche uneigentliche Dreiecke über- 
gehen können. 
44 Dreieck und Dreiseit^ sich felddual gegenüberstehend^ sind doch 

im Grunde dieselbe Figur. Das ändert sich^ wenn die Zahl der Ecken 
oder Seiten sich vermehrt; wir gelangen damit zu den sogenannten 
und von Carnot eingeführten yollständigen Figuren^ die wir 
zunächst in der Ebene betrachten. 

Vier Punkte K^ L, M, N in derselben Ebene bilden ein voll- 
ständiges Viereck mit sechs Seiten^ allen sechs (unendlich langen) 
Verbindungslinien^ welche drei Paare Gegenseiten bilden: KL 
und MN, usw. Die Schnittpunkte dieser Gegenseiten heißen die 
Diagonalpunkte des Vierecks; sie sind die Ecken des Diagonal- 
dreiecks und dessen Seiten heißen die Diagonalen des Vierecks, 
so daß dies Wort hier in anderer Bedeutung gebraucht wird als in 
den Elementen. 

Dem vollständigen Vierecke steht felddual gegenüber das voll- 
ständige Vierseity eine ganz andere Figur^): vier gerade Linien 
Je, l, niy n in der Ebene, mit sechs Ecken, allen sechs Schnittpunkten, 
drei Paaren Gegenecken, den Diagonalen, welche Gegenecken ver- 
binden, dem Diagonaldreiseite und den Diagonalpunkten, den 
Ecken desselben. 

Ein ParaUeUogramm z. B. können wir ebenso als die eine, wie 
als die andere Figur auffassen; betrachten wir es als vollständiges 
Viereck, so wird das dritte Paar Gegenseiten durch die Diagonalen 
(im Sinne der elementaren Geometrie) gebildet, und deren Schnitt ist 
auch einer der drei Diagonalpunkte der vollständigen Figur, die beiden 
anderen sind unendlich fem, von den drei Diagonalen gehen zwei 
durch den elementaren Diagonalpunkt parallel zu den elementaren 
Gegenseiten, die dritte ist unendlich fem. 

Fassen wir es aber als vollständiges Vierseit auf, so kommen 
zu den beiden Paaren elementarer Gegenecken noch zwei unendlich 
ferne Gegenecken, und deren verbindende Diagonale ist wieder un- 
endlich fem; die beiden andern sind die elementaren Diagonalen. 
Diagonalpunkte sind ihr Schnitt (der elementare Diagonalpunkt) und 
ihre unendlich fernen Punkte. 

Durch Projektion ergeben sich die zueinander dualen Figuren 
der vollständigen Vierkante und Vierflache im Bündel. 

Ein vollständiges Viereck im Räume hat sechs Verbindungs- 
kanten imd vier Verbindungsebenen; ein vollständiges Vierflach 
(Tetraeder) im Raum hat sechs Schnittkanten und vier Schnittpunkte 
und ist dieselbe Figur. 



1) Während ein einfaches Vierseit zugleich ein einfaches Viereck ist und 
umgekehrt. 
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Vervollständigen wir bei der Figur zweier perspektiyer Dreiecke 46 
ABC, Ä'ffC in derselben Ebene^ von denen wir aber das eine Ä'B'C 
als Dreiseit aVc (wo a' « JB'C . . .) auffassen, ABC durch das 
Zentrum, das nun D heiße, zum vollständigen Vierecke und ab'c' 
durch die Axe et zum vollständigen Vierseite, so haben diese beiden 
Figuren die Lage, daß das Viereck dem Vierseite verkehrt um- 
geschrieben ist, d. h. so, daß auf jeder Seite von jenem die Oegen- 
ecke der entsprechenden Ecke von diesem liegt: auf AB liegt 
cct usw.*) 

Die Figur zweier perspektiver Dreiecke in einer Ebene ist eine 
Konfiguration von zehn Punkten und zehn Geraden, von denen 
durch jeden der Punkte drei Geraden gehen, auf jeder der Geraden 
drei Punkte liegen, weshalb sie mit (lO^, IO3) bezeichnet werden 
möge. Sie kann in zehn Weisen als Figur zweier perspektiver Drei- 
ecke aufgefaßt werden; jeder der zehn Punkte ist Zentrum. 

In der Tat, es seien ABC, A'ffC die Dreiecke, das Zentrum 
und a = (-B(7, BC), 83 -(C^ CA'), (i^(AB, A'BT) die drei 
Punkte auf der Axe 0. Nehmen wir A als Zentrum, so sind OBG 
und J.'£85 die Dreiecke und SG% die Axe; nehmen wir Sl als 
Zentrum, so sind (7(783 und BB>^ die Dreiecke und 0A4-' die Axe. 

Auf eine Gerade s seien zwei Punktepaare AA\ BB und 46 
ein einzelner Punkt C gelegt, dann sei in einer Ebene 
durch s ein vollständiges Viereck so konstruiert, daß fünf 
seiner Seiten durch jene Punkte gehen, und zwar zwei Paare 
Gegenseiten durch A, Ä\ B, B, die fünfte durch G. Wir 
fangen am besten mit dieser an. Auf eine Gerade durch G seien 
zwei Ecken KjL gelegt; wir schneiden KA mit LBl m M und KB 
mit iJ.' in ^, so haben wir in KLMN ein solches Viereck: es 
gehen KM, LN, KN, LM, KL durch A, A\ B, B, G. Wir 
können ersichtlich unendlich viele konstruieren. Wir stellen 
in der nämlichen Weise ein zweites her: KU MN in derselben 
oder in einer andern^ Ebene durch s. Dann gehen die sechsten 
Seiten M'N, MK ebenfalls durch den nämlichen Punkt von 
Sf und also bei allen derartigen Vierecken. Die beiden Sätze über 
Perspektive Dreiecke haben wir zum Beweise allein anzuwenden. Von 
den beiden Dreiecken KLM und K'L'M liegen die Schnittpunkte 
entsprechender Seiten G, B,A in gerader Linie s, also laufen KK\ 
LL\ MM in einen Punkt zusammen; die Dreiecke KLNjmA. KL'N% 
deren entsprechende Seiten sich in (7, Ä , B schneiden, lehren das- 
selbe für KKj LL', NN\ so daß alle vier Linien durch denselben 

1) Pasch, Math. Annalen Bd. 26 S. 211. 

2) Durch Drehung um 8 läßt sich der eine Fall auf den andern zurück- 
fahien. 
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Punkt gehen. Nunmehr zeigen die Dreiecke KMN, K'MKy bei 
denen KK\ Jf JT, NK durch denselben Punkt gehen, daß auch 
MNy MK sich auf derjenigen Gerade begegnen, auf der sich KM 
und KM in A und KNy KK in B begegnen, also auf si in (7. 

Dieser so eindeutig den Paaren AA'y BS und dem ein- 
zelnen Punkte C zugeordnete Punkt C ist der sechste Punkt 
in Involution, der dem Punkte C in der luTolution {AA\ 
BB) gepaarte Punkt. 

Oder die drei Punktepaare AA'y BS, CCy in denen die 
Gegenseiten KM, LN\ KN, LM] KL, MN eines ToUständigen 
Vierecks ron einer Gerade s geschnitten werden, sind drei 
Paare in Involution. 

Ist nämlich der Diagonalpunkt (KL, MN) "> 0, so projizieren 
wir den Wurf CO KL aus M und N auf s, wodurch wir zwei Würfe 
gleichen Doppelverhältnisses erhalten: 

(COKL) = {CG AB) - {CCBA) « {CCA'By, 
aber: 

{CCAB) « (CCA'B) 

sagt aus, daß CC, AA\ Bß in Involution siad (Nr. 11). Unser 
Ergebnis liefert uns eine lineare Konstruktion des sechsten 
Punktes in Involution, bei der freilich aus dem einstufigen Ge- 
biete herausgegangen wird. 

Nehmen wir an, daß von unsem Punkten A nach A und S 
nach B rücke, so daß zwei Gegenseiten KM^ LN durch A, zwei 
andere KN, LM durch B gehen, die s also eine Diagonale des Vier- 
ecks wird, so haben wir die Involution AA, BBj CC; A, B werden 
Doppelpunkte und (7, C zu ihnen harmonisch, und wir erhalten 
analog eine lineare Konstruktion des vierten harmonischen 
Punktes.^) 

Also auf jeder Diagonale eines vollständigen Vier- 
ecks werden die beiden Diagonalpunkte durch die Schnitte 
mit den im dritten Diagonalpunkte sich schneidenden Gegen- 
seiten oder, wie man einfacher sagt, durch diese Gegen- 
seiten harmonisch getrennt.^) 



1) Ist wieder der Diagonalpnnkt {KL^ MN), so projiziere man MO NC 
ans K nnd L anf die Diagonale 8 und hat: 

also 

ÄC AC 

BC'BC" 

2) Die harmonische und die involutorische Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks finden sich (metrisch bewiesen) schon beiPappus: Collectio Buch VIl 
Satz 130, 131. 
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Beachten wir^ daß diese Konstruktion ganz Ton Maßbeziehungen 
frei ist und damit auch die Involution und Harmonizität auf 
reine Lageneigenschaften basiert sind. In Staudts Geometrie 
der Lage, in der von allen Maßbeziehungen abgesehen wird^ wird 
Yon dieser Grundlage ausgegangen und in Reyes Geometrie der 
Lage geschieht es gleichfalls. 

Dieser harmonische Wurf auf einer Diagonale führt durch Pro- 
jektion zu einem solchen um einen Diagonalpunkt und auf einer 
Seite^ so daß die harmonische Eigenschaft des Yollständigen Vierecks 
noch auf zwei Weisen ausgesprochen werden kann: Um einen Dia- 
gonalpunkt sind harmonisch die beiden Gegenseiten zu den beiden 
Diagonalen, auf einer Seite der Diagonalpunkt und der Schnitt mit 
der Gegendiagonale zu den beiden Eckeu. 

Das Yollstandige Yierseit kann man dual ganz ebenso behandeln. 47 
Es seien in einem Strahlenbüschel S zwei Strahlenpaare 
aa', bV und ein einzelner Strahl c gegeben. 

Man konstruiere beliebig viele vollständige VierseitC; 
von denen eine Ecke auf c, zwei Gegenecken auf a und a, 
die des dritten Paares auf b und V liegen; die sechste der 
ersten gegenüberliegende Ecke liegt auf einem festen Strahle 
c' des Büschels. 

Der Beweis ist einfach dual zum vorherigen zu führen^ wobei 
die beiden Sätze über Perspektive Dreiecke in umgekehrter Reihen- 
folge zur Verwendung kommen. 

In derselben Weise stellt sich c' als sechster Strahl in Involution 
zu aa\ bVj c heraus. Man hat: 

Die Gegeneckenpaare eines vollständigen Vierseits 
werden aus jedem Punkte der Ebene durch drei Strahlen- 
paare in Involution projiziert. 

Die Vereinigung von a' mit a, V mit b führt zur harmonischen 
Eigenschaft des vollständigen Vierseits: 

Zwei Diagonalen des Vierseits werden durch die Ecken 
auf der dritten Diagonale harmonisch getrennt, 
die wiederum noch iu zwei anderen Formen ausgesprochen werden 
kann. 

Wir haben lineare Eonstruktionen des sechsten Strahls in In- 
volution und des vierten harmonischen Strahls. 

Durch Übergang vom Felde in den Bündel erhält man analoge 
Ergebnisse für das vollständige Vierkant oder Vierflach und damit 
eine zweite lineare Konstruktion für den sechsten Strahl in Involution 
und den vierten harmonischen Strahl und eine für die sechste Ebene 
in Involution und die vierte harmonische Ebene. 

Daß die Involution und die Harmonizität projektiv sind, ergibt 
eich aus der gegenwärtigen Betrachtung unmittelbar. 



• • • 
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48 Von den beiden involutorischen Eigenschaften für das Toll- 
ständige Viereck und Yierseit wollen wir die letztere aus der ersteren 
ableiten. Von den sechs Ecken des Vierseits liegen drei A\ B'j C 
auf einer Seite; die drei Gegenecken A^ B, C und der Punkt S, aus 
welchem projiziert wird, bilden ein Viereck, dessen Seiten BC, CA, 
AB jene Seite in A\ B\ C treffen, während A^y JB^, G^ die Schnitte 
Ton ÄB'C mit den Gegenseiten S{Ay B, G) seien. Nach dem 
ersten Satze sind A^y A'] jB^, B'] C^, C in Inrolution, woraus durch 
Projektion aus S folgt, daß auch die Strahlenpaare 

in Involution sind; und ähnlich kann umgekehrt yerfahren werden. 

Wenn auf einer Gerade u eine Involution sich befindet, 
in der den Schnitten 3(, 93, @ mit den Seiten BCy CA, AB 
eines Dreiecks die Punkte 81', S3', S' gepaart sind, so laufen 
AW^ Bfß', C^' in einen Punkt zusammen. Denn sei D der 
Schnitt von A%' und jBS5', so werden vom Viereck ABCD fünf 
Seiten in den Punkten 81, ^'; 93, 83'; @ geschnitten, also geht die 
sechste GD nach dem sechsten d' in Involution, oder C(S/ geht 
durch D. 

Aus vier gegebenen Geraden a, b, c, d kann man drei einfache 
Vierseite (oder Vierecke) bilden: abcd, acdb, adbc^ je acht Per- 
mutationen geben dieselbe Figur. Wir denken sie uns als vollständige 
Vierecke mit den Gegenseiten: 

a, C] by dy a, d] Cy 6, a, 6; dy c 

und schneiden mit einer gegebenen Gerade e, so daB wir auf dieser 
dreimal zwei Paare erhalten, aus denselben vier Punkten gebildet: 

e(ayC] byd)y e(ayd] byc)y 6(a, 6; d, c). 

Sie bestimmen drei Involutionen, von denen zwei hjperboUsch 
sind und eine elliptisch (Nr. 9). Daraus folgt, daß man aus vier 
gegebenen Geraden ein einfaches Vierseit so herstellen 
kann, daß das zugehörige vollständige Viereck von einer 
gegebenen Gerade in einer Involution von gegebener Art 
geschnitten wird. Dabei ist zu vermeiden, daß von den fünf 
Geraden drei durch einen Punkt gehen. 

Und analoges gilt für fünf Punkte Ay B, C, D; E, 

49 Wir haben gefunden (Nr. 34), daß drei windschiefe Geraden 
^i; ^8; ^s ^^ einer Begelschar von lauter untereinander 
windschiefen Geraden führen, welche alle drei treffen. Wir 
nehmen drei aus ihr: a^, o^, a^, welche dann ihrerseits zu 
einer Regelschar führen, zu der 2)^, 6^^ ^s gehören. Wenn a 
eine beliebige Gerade jener Regelschar [&i&2^s] ^^^ ^ ^^^ beliebige 
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aus dieser [aiOiO,] ist^ so soll bewiesen werden^ daß sie sich schneiden 
müssen. 

Es seien P^^ P, die Schnittpnnkte a^b^, a^b^ und 77, die 
Ebene a^b^. In letzterer liegen dann die Schnitte A^, A^, A Ton 
a^y a^j a mit b^, sowie die Schnitte B^, B^y B Yon b^y b^, b mit a,. 
Die Punkte P^, P, liegen in beiden Ebenen a^b^, a^b^] also ist 
deren Schnittlinie mit PiPf identisch und weil A^B^, A^B^ die Spuren 
von d^b^f a^bi in 77, sind, so ist ihr Schnittpunkt Ci2^{AiB^,A^B^ 
die Spur der PiP^ in 77,. Ebenso ist die Gerade p^, die durch P^ 
geht und a, b trifft, die Schnittlinie der Ebenen P^a, P^b, die wir 
auch als Ebenen b^a, a^b bezeichnen können, da z. B. b^ durch P^ 
geht und a trifit, also in P^a fällt; folglich ist die Spur Ton p^ 
in 77j der Punkt C^'^ (B^AyA^B), und in gleicher Weise ist die 
Spur der Gerade p^ aus P,, welche a, b trifft, oder der Schnittlinie 
von b^a, a^b der Punkt C^^ (B^A^A^B). 

Betrachten wir nun die beiden in 77, gelegenen yoll8i»ndigen 
Vierecke A^B^AB^ und B^A^BA^y von denen die Seiten A^A und 
A^A^ in &,, die Seiten B^B^ und P^^ in o, liegen; so zeigt sich, 
daß die Seiten 

A^Ay B^B^, A^B^, P,^; AB^y 
bzw. 

A^A^y B^B', A,B,y A^B, BA^ 

die Gerade G^G^^ c in denselben Punkten treffen, nämlich in den 
Schnitten mit &„ a,, A^B^ und den Punkten (7^, G^] also gehen 
auch die sechsten Seiten A^B^ und B^A^ durch den nämlichen Punkt 
dieser Gerade, d. h. C^g li^ auf c; daher ist C^j Schnittpunkt von 
PiP, und c. In ihre Ebene fallt pj, welche P^P^ in P^ und c in 
Gl trifft, und ebenso j),. 

Diese Geraden p^, p^ schneiden sich also. Sie werden von a, b 
getroffen. Dies kann so geschehen, daß beide durch den Schnittpunkt 
gehen oder beide in die Ebene fallen oder die eine jenes, die andere 
dies tut Aber in die Ebene kann weder a, noch b fallen. Denn 
sie können weder durch P^ oder P, gehen, noch kann eine von ihnen 
mit PiP, identisch sein, weil das nicht vereinbar mit dem Wind- 
schiefsein gegen a^, a,, bzw. b^y b^ ist. Fiele nun a oder b in die 
Ebene PiP^y so würde sie die PiP^ treffen, die auch in dieser 
Ebene liegt, und zwar in einem von P,, Pj verschiedenen Punkte; 
dann kämen von diesem zwei Geraden, a und P^P^y oder b und P^P^y 
welche b^, b^y bzw. o^, o, treffen, was nicht möglich ist. Also kann 
nur der erste Fall eintreten, daß a imd b beide durch den Punkt 
PiP^ gehen, d. h. sie schneiden sich. 

Jede Gerade aus der Regelschar \bib^b^ trifft folglich 
jede aus der Regelschar [piO^a^y und beliebige drei aus 
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der einen können als Leitgeraden der andern genommen 
werden. 

Faßt man vorzugsweise die eine ins Ange, so wird die andere 
als ihre Leitschar bezeichnet; will man sie gleichartig behandeh^ 
so wird man sie besser verbundene Begelscharen nennen. 

50 Wenn fünf Ecken eines vollständigen ebenen Yierseits 

auf fünf windschiefen Geraden laufen^ so bewegt sich auch 
die sechste auf einer Gerade. 

Jene fünf Ecken seien Ay By C, D^ E, die sechste F, und es 
seien BGD, CAJS, ABF, DBF die vier Seiten, also A und D, 
B und Bf C und F Gegenecken. Die fünf Geraden seien a, b^ c, d, e. 
Auf eine beliebige Projektionsebene 77 projizieren wir aus einem 
Punkte Py in dem sich eine Gerade, welche a, by c trifft, mit einer 
Gerade, welche dy e, c trifft;, schneidet; jede Ebene durch c enthalt 
in dem Schnittpunkt der Verbindungslinien der Spuren von a und b 
und von d und e einen solchen Punkt. Die Projektionen seien mit 
A'y . . . , a, ... bezeichnet. Es laufen a, V, c in einen Punkt 
zusammen, ebenso c', d', e in einen Punkt Q zusammen; A' liegt auf 
a', usw. Es seien dann noch A^, B^y C^ die Schnitte von a'y V, d 
mit D'E'F'y und B, S die Schnitte 6'd', a'e. Da das Projektions- 
zentrum nur von a, by c, d, e abhängt, nicht von dem beweglichen 
Vierseite, so gut dies auch, bei fester Uy von den Punkten JJ, 8. 
Durch A^y IX] B^y JB'; C^, F\ sechs Punkte einer Gerade, gehen 
die Gegenseiten OA'y B'C'-, 0B\ CA-, OC'y AB' von OAB'C] 
durch die fünf ersten Punkte gehen ebenfalls zweimal zwei Gegen- 
seiten und eine fünfte Seite des Vierecks OQBSy nämlich OS, QR] 
OBy Q8] OQ'y daher muß die sechste Seite BS durch F' gehen, 
oder die Projektion F' von F bleibt auf der festen Gerade BSy also 
der Punkt F in der Ebene von P nach derselben. Nimmt man das 
Zentrum P in einer andern Ebene durch c, so ergibt sich, daß F 
in der Ebene aus diesem nach der dann sich ergebenden Gerade BS 
bleibt. Folglich muß F auf der Schnittlinie f dieser beiden 
Ebenen (und aUer den verschiedenen Lagen von P entsprechenden) 
bleiben. 

Es liegen zwei Punktreihen a und b vor; jede sei mit einer 
dritten c projektiv gemacht vermittelst eines Ebenenbüschels um e, 
bzw. d,^) Es liegen dann zwei entsprechende Punkte von a und c 
auf einer Gerade, welche a, c, e trifft, und zwei entsprechende von b 
und c auf eüier Gerade, welche b, c, d trifft;, zwei entsprechende 
Punkte also von a und b auf solchen Geraden l, m der Regelscharen 
\ace']y lbcd]y welche c in dem nämlichen Punkte treffen. Nennen 



1) Die Projektion vermittelst eines Ebenenbüschels von einer Gerade auf 
eine andere umfaßt zwei elementare Operationen, Projektion and Schnitt. 
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wir die fimf Treffpunkte der beiden Geraden l, m mit a^ . . .^ Cy bzw. 
Aj . . ,y Ey so liegen A^ C, E anf l und JB, (7, D auf m und 
F^{ABjEB) ist die sechste Ecke eines Tollständigen Vierseits, 
Ton dem sie fünf Ecken sind. Daher bewegt sich F auch auf einer 
Gerade fy und entsprechende Punkte von a und h liegen je in einer 
Ebene des Büschels f. 

Folglich sind die beiden Ebenenbüschel e und d^ von 
denen der erste die Punktreihe a in die Punktreihe c durch 
Projektion überführt und der zweite c in 6, ersetzt durch 
einen Büschel f, welcher direkt a in 6 überführt 

Sind daher a und h durch eine größere Zahl von Pro- 
jektionen vermittelst Ebenenbüscheln projektiv gemacht^ so 
erhält man, immer zwei aufeinander folgende Projektionen 
durch eine ersetzend, schließlich eine einzige Projektion, 
welche die Projektivität bewirkt. 

Dabei ist immer vorausgesetzt, daß man es mit windschiefen 
Trägem zu tun hat. 

Handelt es sich nun um eine Projektivität zwischen den Punkt- 
reihen M, «', in der den Punkten Ay B, C die Punkte A'y B'y C 
entsprechen, so muß die Axe l des Ebenenbüschels, durch den allein 
diese Projektivität bewerkstelligt werden kann, die drei Geraden 
a = AA\ b — BB\ c = CG' treffen, also zu der Regelschar [a, 6, c] 
gehören, und die weiteren Ebenen des Büschels l geben weitere ent- 
sprechende Punkte X, X' auf u, u'] jede Gerade x ^ XX' ist eine 
Gerade, welche t*, m', l trifft. Aber a, 6, c; w, u\ l gehören zu ver- 
bundenen Regelscharen; es sei \ eine andere Gerade der letzteren 
Schar, so treffen sich nach dem Satze in Nr. 49 x und 2^; d. h. es. 
gibt eine Ebene durch Zj, welche X, X' einschneidet. Welche Ge- 
rade l aus der Regelschar [a, &, c\ auch genommen wird, die Ebenen 
ihres Büschels schneiden dieselben Punktepaare X, X' in u, u ein. 
Die Projektivität ist eindeutig durch die drei Paare ent- 
sprechender Punkte bestimmt. Damit ist dieser funda- 
mentale Satz (Nr. 32) ohne jede Maßbeziehung bewiesen, 
wenn die Gremonasche Definition projektiver Gebilde zu 
Grunde gelegt ist. Es genügt, wie wir wissen, der eüie Fall, da 
die audem sich auf ihn zurückführen lassen.^) 

Wenn zwei Tetraeder aßyd = ABCB und aßYd'^A'BCB" 51 
so liegen, daß die vier Schnittlinien aa', ßß'y yy y dS' in 
einer Ebene co sich befinden, so laufen die vier Verbin- 
dungslinien entsprechender Ecken A^^'ßyd, Ä^ß*yS\ .*. 
in einen Punkt zusammen. N. Y. schneiden sich ad und /}/3',- 



1} Die Yorangehenden Betrachtimgen Nr. 49, 50 rühren von Zeuthen her: 
Ck)mpte8 lenduB Bd. 126 S. 638. 
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durcli den Schnittpunkt gehen aß «= (72), aß^ «= CD'; und so 
schneiden sich jede zwei entsprechenden Kanten in cd; die Schnitt- 
punkte {BG, B'C), (Gl), CD"), (DB, D'B") Hegen auf der Ge- 
rade aa] also sind die beiden Dreiecke BGB, BIGB' perspektiv: 
BB'y GGy BB^ laufen in einen Punkt zusammen, ebenso (7(7, DD', 
AÄ, d. h. alle vier Verbindungslinien in denselben Punkt 

Die duale Betrachtung liefert die Umkehrung. Wir nennen 
zwei solche Tetraeder perspektiv. 

§ 8. Hauptsätze der Transyersalentheorie. 

52 Auch den Inhalten ebener Figuren gibt man (Möbius), 

je nachdem sie in dem einen oder andern Sinne umlaufen 
werden, yerschiedene Vorzeichen, so daß z. B. 

/^ABG = BGA AGB 

ist. 

Wenn die Trager zweier Strecken PQy MN sich in schneiden, 
so ist unmittelbar ersichtlich, daß, wie auch auf ihnen liege, auch 
dem Vorzeichen nach gilt: 

PO PMN 
QO^ QMN' 

Schneidet eine Transversale 8 die Seiten DC, GAy AB 
eines Dreiecks in A\ B\ G\ so ist: 

JB ^ Cf JB ^C I ^ 

In der Tat, wenn M, N auf s liegen, so hat man : 

BÄ' BMN GB' CMN AG' AMN 
CA''^ CMN' AB' "^ AMN' BC'^BMN' 

woraus die Behauptung folgt. 

Die linke Seite nennt man, auch wenn A'y B\ G' nicht in gerader 
Linie liegen, das Dreiseitschnitt-Verhältnis, das sie bilden; es 
gehört gleichmäßig zum eigentlichen Dreiecke, wie zu den drei un- 
eigentlichen (Nr. 43). 

Umgekehrt, drei Punkte -4', D', G' auf den Seiten eines 

Dreiecks, deren Dreiseitschnitt-Verhältnis -|- 1 ist, liegen 

in gerader Linie. Es ist nun die obige Relation vorausgesetzt; ist 

dann C\' der Schnitt von AB' mit AB, so ist nach dem vorigen 

Satze: 

BA CB ACi j ■! 

CÄ!^ ÄW "bc^' ^ ^ ^' 

daraus und aus der Voraussetzung folgt: ^^, = Xr"'' *^^' ^®^^ diese 






• • • « • • • 
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Gleichung auch dem Yorzeichen nach richtig ist, die Identität von 

C^' mit C\ d. h. die Geradlinigkeit von A\ B\ C. 

Beide Sätze werden nach Menelaus^) (100 n. Chr.) benannt 
Die Relation lehrt, daß Ton den drei Punkten Ä', B', C\ weil 

die drei Verhältnisse alle positiv sind oder nur eins, entweder alle 

drei auf den Strecken B-C, C-Ä, A-B liegen oder nur einer. 
Sind dagegen Ä\B\C' die Schnitte der Seiten mit den 

Transversalen, welche einen beliebigen Punkt 8 der Ebene 

mit den Gegenecken verbinden, so ist: 

BÄ' CB^ äC _- 
C£"äB''BC''^ ^ 
und umgekehrt. 

Denn die drei multiplizierten Verhältnisse sind gleich 

BAS CBS ÄC8 
CAS' ABS' BCS' 

Der Beweis der Umkehrung erfolgt ähnlich wie vorhin. 

Das ist der Satz von Geva'). 

Hier liegen entweder alle drei Punkte A',B',C' in den 
Strecken BC, CA, AB oder nur einer. 

Den Vorzeichen -Unterschied hat erst unsere Zeit gebracht'). Ins- 
besondere diesem letzteren Satze subsumieren sich bekannte Sätze 
der Elementargeometrie, aber auch folgender: Die Berührungs- 
punkte eines jeden der 4 einem Dreiseite eingeschriebenen 
Kreise mit den Seiten geben mit den Gegenecken verbunden 
drei in einen Punkt zusammenlaufende Geraden. Und dem 
ersteren subsumiert sich: 

Die Tangenten des einem Dreiecke umgeschriebenen 
Kreises in den Ecken schneiden die Gegenseiten in Punkten, 
die in gerader Linie liegen. 

Konstruiert man zu den Punkten A\B', C des einen oder 
andern Falls die vierten harmonischen A",B",C'' bezüglich 
der Ecken, so wird: 

BA" CB" AC' _BÄ CB^ AC' 
CA' ' AB'' ' BC'' "" CA ' AB' ' BC''^ 

so daß im ersteren Falle AA", BB", CG" in einen Punkt 8 
zusammenlaufen, im andern aber ^'',f ^, C" in gerader Linie s 



1) Dieser hat den entsprechenden sphärischen Satz (vgl. Nr. 58) zum Aus- 
gangspunkt der sphärischen Trigonometrie gemacht: Menelai Sphaericorum 
libri tres. Der sphärische Satz wird schon von Ptolemäus Satz des Menelaus 
genannt. 

2) Giov. Ceva, De lineis rectis se invicem secantibus, 1678. 

8) Wird die ältere Schreibweise des TeU Verhältnisses benutzt, so kehren 
sich die Vorzeichen um; der Menelaus-Satz hat — 1, der Ceva-Satz -j- 1- 
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liegen. Es wird so durch ein gegebenes Dreieck jeder Gerade s 
ein Punkt S eindeutig zugeordnet und umgekehrt; harmonischer 
Pol Yon Sf harmonische Polare von S in bezug auf das Drei- 
eck. Die harmonische Polare des Schwerpunkts ist unendlich fem. 

Wenn A'\ B", C" in gerader Linie liegen, so gilt dies auch 
für B',C',Ä"', C\Ä,B"', A\B\G'\ und AA\BB'\CG", usw. 
laufen je durch einen Punkt. 

Betrachtet man im ersten Falle die Seiten des Dreiecks und s 
als vollständiges Vierseit, so sind AA!y BB\ CC die Diagonalen und 
im zweiten Falle sind A\ B\ C die Diagonalpunkte des vollständigen 
Vierecks {A, B, C, S). 
53 Wir stellen über das Dreieck ABC ein Dreikant abc mit dem 

Scheitel 0; die beliebig auf den Seiten gelegenen Punkte AyB\C^ 
mögen sich aus in die in den Seitenebenen des Dreikants gelegenen 
Strahlen a'y V, c' projizieren. Der Sinussatz gibt, wenn A' einer der 
beiden Supplementwinkel bei A' ist, zunächst absolut: 

OB 
also: 



sin 


ha' 
^A' ' 


CA' 
OC 


sinca 


• 


BIO 


sin J. 


? 


BA' 
CA' 


sin&a 
sin ca 


OB 
OC 





Dies erkennt man als auch dem Vorzeichen nach richtig. Denn es 
seien vorderhand O.B,OC die positiven Sinne auf&,c, soist^fec = BOC; 
und gleichzeitig liegt Ä in BC und a' in fec oder A' in JB- (7, a' in 

6-c, so daß 77-7,- und — ?, dasselbe Vorzeichen haben; 777^ ist 

' CA Bin ca ' ^ OC 

positiv. Kehrt man nun auf h oder c den Sinn um, so ändern in 
der Formel zwei Ghrößen ihr Vorzeichen, sie bleibt richtig. 

Ebenso ist: 

CJT sincy OC AC sinoV OA^ 

AB' ^ Binab' ' OA ' BC'^ iiabc ' OjB ' 
daher : 

BA' CB' AC __ Binba' sine 6^ sin ac' 

CÄ!^ ' JJB' ' BC" sinca' ' sinaft' ' sin&c' ' 

Folglich geht das Dreiseitschnitt-Verhältnis unverändert in 
das Dreiflachschnitt-Verhältnis über. 

Ist also dies letztere + 1 oder — 1, so liegen die drei 
Strahlen a', 6', c' in einer Ebene, bzw. die drei Verbindungs- 
ebenen aa\ bh\ cc' gehen durch einen Strahl; und umgekehrt^). 

Schneiden wir das Dreiflach in einem andern Dreiseit oder pro-* 



1) Der erstere Fall, für das sphärische Dreiseit (auf einer Kugel um 0), 
über dem das Dxeiflach steht, ausgesprochen, ist der sphärische Satz von Mene- 
laus, von ihm freilich in Sehnen, statt in Sinussen ausgesprochen. 
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jiziereu wir das Dreiseit in ein anderes Dreiflach , so zeigen sich 
beide Verhältnisse als projektive Größen. 

Kehren wir zum Dreiseit zurück nnd bezeichnen die Geraden 
JBC, CAy AB mit a, 6, c, die Verbindungslinien AA', BB", CG' mit 
a\ Vy c\ so ergibt sich wie oben: 

BA' Bmca' AB 
CA' ^ Buxba ' AC ^ 

wobei zu beachten ist, daß hier A an Stelle von getreten ist, h, c 
Torhin OB, OC waren, jetzt AC,AB sind, also vertauscht werden 
müssen. Ebenso ist: 



also: 



CB^ 




sina^ 


BC 


AC 


sin bc' 


CA 


AB 


f ^^^ 


Binch' 


BA^ 


BC 


sin ac' 


CB^ 


BÄ 


CB 


' AC 






1 




CA' ' 


AB 


' BC 




sin ha 
Bin ca' 


Bin cb' 
Binao 


sin ac' 
Bin5c' 



Die Größe im Nenner rechts, die nur äußerlich der obigen gleicht, 
nennen wir Dreieckschnitt-Verhältnis. 

Man erkennt, daß man die Formeln von Menelaus und Geva 
auch mit diesem Verhältnisse schreiben kann, aber mit um- 
gekehrtem Vorzeichen rechts, nämlich: 

Wenn 

sin ba' sin cb' sin ac' ^ 

sin ca' sin ab' sin bc' ^ 

so liegen die drei Schnittpunkte aa'y bb', cc in einer Gerade und 
umgekehrt (Satz des Menelaus); wenn aber 

sin ba' sin c6' sin ac' - 

sin ea sin ca sin oc ' 

80 laufen a\ V, c' in einen Punkt zusammen und umgekehrt (Satz 
des Geva). 

Sie stehen hier, in erweitertem Sinne, in welchem man bisweUen 
auch Maßbeziehungen an der Dualisierung teilnehmen läßt, felddual 
gegenüber, wenn man die eine Formel mit dem Dreiseitschnitt-Ver- 
hältnisse, die andere mit dem Dreieckschnitt -Verhältnisse schreibt. 

Wir werden uns mehr und mehr überzeugen, daß diese Aus- 
dehnung der Dualisierung auf Maßbeziehungen jedesmal er- 
laubt ist, wenn es sich um projektive, d. h. bei projektiven Operationen 
invariante Maßbeziehungen handelt. 

Im Dreiflach mit den Kanten a, &, c, den Ebenen a, /3, y, seien 
in den Ebenen die Strahlen a', V, c' durch den Scheitel gezogen; so 
gilt die zweimalige Anwendung des Sinussatzes der sphärischen 
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Trigonometrie^ wenn die Ebenen (m\ llb\ cc mit a'y ß\ / bezeichnet 
werden: 

sin &a' Bin ya' Bvaab 
Binca Bin ßa sinae' 



Also wiederum: 



sin ba' Bmcb* sin ac' 
sin ca sin c a' sin be 



sin ßa sin yß' sin ay ' 
sinya' sin cc^ sin ^/ 



80 daß anch die Formeln für das Trieder noch in einer zweiten Weise 
geschrieben werden können: 
Je nachdem 



sin ßa sin y/f sin ay 



— 1 oder + 1 



sinya' sin a^ sin ^/' 

ist^ liegen die Schnittlinien aa^ ßß^,yy in einer Ebene oder laofen 
die drei Ebenen a, ß\ y in einen Strahl zusammen. 

Man kann wiederum direkt zeigen, daß dies Dreikantschnitt- 
Verhältnis gleich ist dem Dreieckschnitt -Verhältnis 

sin ba' sin cb* sin ac 
sin ca sin ab' sin bc ^ 

wenn a, /5, y, a', ß\ y durch die Ebene des Dreiecks in a, 6, c, a', 6', c 
geschnitten werden. 
54 Wir fügen, als Anwendung, einen metrisch und planimetrisch 

geführten Beweis der Sätze über Perspektive Dreiecke in derselben 
Ebene hinzu, wobei wir die in dualer Form geschriebenen Sätze Ton 
Menelaus und Geva benutzen. 

Bei ABC, A'B'C sei vorausgesetzt, daß AA\BB\CC' in 
einen Punkt zusammenlaufen; es sei dann 

^^(BC.B'C), ^^{CA.C'A'), (i^{AB,A'By 

Der Satz von Menelaus, angewandt auf die Dreiecke OBCy 
OGAy OAB und die sie bzw. schneidenden Transversalen B'C'Ä, 
C'Ä^.ÄB'^, gibt: 

J5SI CC OB' . Cp AÄ OC y A^ BB' OÄ 



Ca OC BB'~ ^' A$d OÄ' CC 
woraus durch Multiplikation folgt: 

B^ CSd Ä^ 



Bd OB' AA' 



1; 



1; 



Ca A'Sd JB© 

d. h. S(, S3, @ liegen in gerader Linie. 

Umgekehrt sei bei den Dreiseiten abCyUb'c vorausgesetzt, daß 
aa'y bV, CC in gerader Linie o liegen; die Verbindungslinien seien: 

(6c, Vc') = a , {cay ca) — 6 , (a6, ab') = c. 
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Der Satz von Geya^ angewandt auf die Dreiseite ohc, oca, odb 
und die Punkte 6'c'a, c'a b, a'6'c, gibt: 

• sin&a sinec' sin o&' ^ 
Bin ea sinoc sin od ' ' 

also: 

sin&a sin cb sinac ^ 

. . — j rsa J[ • 

sin ca sin ab sin&c ' 

d. h. a^ B, c laufen in einen Punkt zusammen. 

Wenn aus einem Punkte die Geraden gezogen werden^ 55 
welche die Gegenkanten eines Tetraeders ABCD treffen^ 
und zwar: 

BC, AD in E, E\ CA, BD in F, F, AB, CD in G, G\ 

so haben wir auf den Seiten eines jeden der vier Dreiecke drei 
Punkte, deren Verbindungslinien mit den Gegenecken zu- 
sammenlaufen. Z. B. für die drei Punkte E, F, G auf den Seiten Ton 
ABC ist dieser Punkt der Punkt IX, in dem OD die Ebene d dieses Drei- 
ecks trifft; denn OEE' ist Schnittlinie der Ebenen OBC und OAD, 
liegt also mit OD in letzterer, so daß deren Spur AE in 8 durch 
jy geht, und ebenso BF, CG. 

Man dualisiere diesen Satz im Räume. 

Wenn auf drei Kanten des Tetraeders, die yon einer 
Ecke ausgehen, z, B. auf DA,DB,DC^) die Punkte E',F',& 
beliebig angenommen werden, so seien in den Dreiecken 
DBC, DCA, DAB die Punkte E, F, G auf BC, CA, AB so be- 
stimmt, daß jedesmal die Relation des Ceva gilt, so folgt, 
daß sie auch am vierten Dreiecke gilt Sind dann J.',J9', (7',D' 
die Konkurrenzpunkte in den Tier Dreiecken, so laufen die 
sieben Geraden AA, BB\ CC, DD, EE',FF',GG' in einen 
Punkt zusammen. 

Denn die Geraden AA, BB' liegen beide in der Ebene ABG', 
weil Ä auf BG' und B auf AG'. Nimmt man ihren Schnitt als 
den Punkt des vorigen Satzes, so fallen die Punkte A, B' des- 
selben mit den jetzigen zusammen, daher auch in den Ebenen a, ß 
die Punkte E, F\ G' bezw. F, E', G' und daher auch der sechste 
Punkt G] denn er ist eindeutig durch die beiden andern Punkte in 
y oder S bestimmt. Oder auch von den vier Geraden AA, . . . DD' 
treffen sich, wie AA, BB, so jede zwei; also müssen sie, weil sie, 
durch die Ecken des Tetraeders gehend, nicht in derselben Ebene 
liegen, durch den nämlichen Punkt gehen. EE' trifft aber auch diese 
vier Geraden, mit der DD' z. B. liegt sie in der Ebene ADE] also 
muß sie durch ihren Schnittpunkt gehen, und ebenso FF', GG'. 

1) Oder auf zwei Gegenkanten und einer dritten Kante. 

Sturm, Öeometr. Verwandttohaften. L 5 
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Den Punkt gewinnt man am einfachsten als den Schnittpunkt 
der drei Ebenen, welche E', F\ G\ die Punkte, von denen wir oben 
ausgingen, mit den Gegenkanten BCy CA, AB verbinden. 

Die harmonischen Polaren der Punkte A\ B' in bezug auf die 
Dreiecke BCD, CAD schneiden sich im vierten harmonischen Punkte 
zu G' in bezug auf (7, D; also fallen alle vier harmonischen Polaren 
in dieselbe Ebene, in der die sechs vierten harmonischen Punkte 
liegen: die harmonische Polarebene des Punktes in bezug 
auf ABCD. 

§ 9. Ansgezeichnete Elemente von projektiven gleichartigen Gebilden. 

56 Bei projektiven Punktreihen treten die beiden Punkte R und ^', 

welche je dem unendlich fernen Punkte R^, Q» der anderen Reihe 
entsprechen, besonders hervor. Sie heißen die Fluchtpunkte (Gegen- 
oder Grenzpunkte) der Reihen. Sind X und Z', Y und Y* irgend 
zwei andere entsprechende Punkte, so ist: 

also: 

RX Q^ B'^X' Q'Y' 

Bf Q^X~ B'^T ' Q'X'' 

da aber 

Q^x je; r 

(Nr. 14), so ei|pbt sich: 

BX Q Y 

oder: 

RX'Q'X'^RY'Q'Y\ 

Das Produkt der Entfernungen entsprechender Punkte 
je von dem Fluchtpunkte ist konstant. 

Es heißt die Potenz (wohl besser das Rechteck) der projek- 
tiven Beziehung. 

Es seien in der bUinearen Relation der Projektivitat: 

die Veränderlichen | und |' Abszissen, so folgt aus: 

daß zu 1'= oo der Wert I ** — j go^ört; dies ist also die Abszisse 

des Fluchtpunktes R und I' = — y ^^* ^^® ^^^ 05 schreiben wir die 
Relation in der Form: 



(t+4)(«'+f)- 
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SO haben wir unsern Potenzsatz; denn 6 + 4" ™ OX— Oü=-i2Xund 

l'+!^^q[T', also ist ^^^^^ die Potenz. 

Das Vorzeichen der Potenz p ist, wenn die Pnnktreihen auf ver- 
schiedenen Trägem liegen, willkürlich; wenn der positive Sinn der 
einen Reihe umgekehrt wird, so ändert sich das Vorzeichen von p. 
Wir wollen daher die Sinne so bestimmt denken, daß p positiv ist. 
Liegen die Reihen freilich auf derselben Gerade, so ist das Vor- 
zeichen der Potenz bestimmt, weil bei der Umkehrung des Sinnes 
beide Faktoren der Potenz ihr Vorzeichen ändern. Die im folgenden 
erhaltenen Ergebnisse bleiben jedoch, wie man sich leicht überzeugen 
wird, erhalten, wenn die Punktreihen aaf dieselbe Gerade gebracht 
werden. 

Wenn G und R die Punkte der ersten Punktreihe, welche 

vom Fluchtpunkt ü die Entfernung ± "j/p haben, und 6r', fl' die ent- 
sprechenden Punkte sind, so folgt aus: 

BGQ'G'^EBQ'H'^Py 

daß G' und R' von Q' auch die Entfernungen db]/^ haben. Man 
pflegt diese vier Punkte die Potenzpunkte der projektiven Reihen zu 
nennen; bei ihnen wird die Potenz ein Quadrat. Daher der Name 
Potenz (vgl Nr. 8). 

Es seien X und X' zwei beliebige entsprechende Punkte, so 57 
konstruiere man in der zweiten Reihe Y^y Y^ so, daß: 

Q'Y^^BX, Q'Y^^-^BX:, 

Fj und Y^ seien ihnen in der ersten Reihe entsprechend; aus 

BX . Ö'X'« BY^ . ö'y/- -«^2- (XYt 
folgt: 

BY^^QfX', BY^^^qfX\ 

Es ist also B die Mitte von Y^Y^ und Q' die von Y^Y^\ Femer ist; 

BY^-BX^q[X'-Q'Y^, BY^-BX QfX'+Q'Y^' 

oder: ^ ^ ^ ^ 

JL X^ = — 2L jL j , JL JL jj =■ JL JL 2 . 

Umgekehrt, aus 

BX-Q^T'-BY* Q'Y' 



folgt: 
ist also 
oder 



BY^kBX, qX^xqT, A^l; 

xr-TZ'r 

BY-BX^± {QfX'- Q'Y'), 



6' 
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80 hat man 

oder getrennt: 

^T/- RX, QfY^' RX. 

Liegt X in Y^Y^ oder in F^* F,, so haben XY^ und XY^ un- 
gleiche oder gleiche Vorzeichen, also X'Y^' und X'Y^ gleiche oder 
ungleiche und X' liegt in Y^ • Y^ oder in Y^ Y^. 

Jedes Paar entsprechender Punkte X^ X' liefert zwei 
Paare gleicher Strecken zwischen entsprechenden Punkten, 
wie wir zunächst noch vorsichtig sagen, und wir erhalten zwei 
Systeme solcher gleicher Strecken, die wir als F^ und F^ 
unterscheiden wollen, je nachdem es sich um Strecken XY^ 
und X'Yi oder XY^ und X'Y^' handelt 

Wegen der positiven Potenz haben je RX und QfX\ RY^ und 
^Y^, JJF, und QfY^' dasselbe Vorzeichen, mithin haben iZX, Q'X\ 
RY^y Q'Y^ alle vier das nämliche Vorzeichen, folglich schließt XY^ 
den Fluchtpunkt R aus und X'Y.^ den Fluchtpunkt Q\ 

Die gleichen Strecken des Systems F^ schließen bzw. 
die Fluchtpunkte aus. Folglich liegen R und i2«, Q^ und Q' 
zugleich m X* Y^ und X' • Y^\ diese Strecken sind entsprechend, 
und daher gilt dies auch für XY^ und X'F^'; diese endlichen Strecken 
sind also im engeren Sinne entsprechend, d. h. sie enthalten ent- 
sprechende Punkte. 

Die Strecken des Systems F^ kann man daher auch im 
engeren Sinne entsprechende gleiche Strecken nennen. 

Beim System F^ hingegen haben RXy Q'X' das eine, RY^, Q'^% 
das andere Vorzeichen, folglich wird R von XY^y Q' von X'Y^' ein- 
geschlossen. Die Strecken des Systems F^ schließen die 
Fluchtpunkte ein. Es liegen diesmal R in XY^, R'^ in X'-Y^'y 
Q^ mX- Y^y Q' ia'X'Y^. Folglich sind die endlichen gleichen 
Strecken XY^ und X'Y^' nicht im engeren Sinne entsprechend, 
sondern jeder entspricht die unendliche Ergänzungsstrecke 
der andern. Für das System F^ ist der Name: System der ent- 
sprechenden gleichen Strecken nicht richtig; wir wollen daher die 
beiden Systeme F^ und F^ als das der entsprechenden gleichen 
Strecken und das der gleichen, aber nicht entsprechenden 
Strecken zwischen entsprechenden Punkten unterscheiden. 

Beachten wir, daß in beiden Fällen solche Endpunkte dieser 
Strecken, die von R bzw. Q' gleiche Entfernung haben, also die 
beiden entfernteren oder die beiden näheren nicht entsprechend sind. 

Wir haben weiter im ersten Systeme: 

RXRY^^RXqX'^Py Q'X'Q'Y^'^RY.qY^^p-, 
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beim zweiten: 

BX'RY^ RXQ'T p, Q'TQ'Y^' BY^Q'Y^ p. 

In jeder der beiden Punktreihen bilden die Endpunkte 
der Strecken, welche ihren entsprechenden gleich sind, 
eine hyperbolische Involution mit dem Zentralpunkte R, 
bzw. Q[ und der Potenz p. 

Dagegen bilden die Punktepaare^ welche je dieselbe 
Entfernung haben wie die entsprechenden^ ohne daß jedoch 
die endlichen Strecken entsprechend sind, eine elliptische 
Involution mit dem Zentralpunkte JR^ bzw. Q' und der 
Potenz —p. 

Doppelpunkte jener hyperbolischen Involutionen sind Gy Hy 
bzw. G'y H' und die Länge der entsprechenden gleichen Strecken 
geht bis herab; in den andern Involutionen bilden O und Hy 
G' und H* ein Paar und GH^ G'B.' ist die kleinste Entfernung; 
denn die Summe zweier Faktoren eines konstanten Produkts ist am 
kleinsten, wenn sie gleich sind (vgl. auch Nr. 8). 

Soll die Entfernung der Punkte in der ersten Reihe J;- mal so 
groß als die der entsprechenden Punkte der zweiten Reihe sein, so erhält 
man in jener Involutionen mit dem Zentralpunkt jß und der Po- 
tenz ± 'kpy in dieser Involutionen mit dem Zentralpunkt (jf imd der 

Potenz ± -^ • 

Nehmen wir an, daß in der bilinearen Relation für projektive 58 
Büschel (von Strahlen oder Ebenen): 

die Veränderlichen Kotangenten sind, so wollen wir zusehen, ob es 

sie befriedigende Werte |, X gi^t, so beschaffen, daß auch — y, — y, 

für I, X eingesetzt, genügen; dann müssen % und |' auch die 
Relation: 

A - ^r - \ii + vir - 

befriedigen. Wir haben dann zwei rechtwinklige Elemente des einen 
Büschels, denen wiederum rechtwinklige im andern entsprechen. Die 
Elimination von % liefert die quadratische Gleichung: 

(Aft' + y.v)l^ + 0*'« + t;« - A» - ^^)| - (X^ + y^v) - 0. 

Jede der beiden Wurzeln liefert ein solches Element im ersten 
Büschel, daß ihm und dem zu ihm rechtwinkligen Elemente zwei 
ebenfalls rechtwinklige entsprechen. Aber dies zu ihm rechtwinklige 
Element hat ja dann auch diese Eigenschaft;, seine Eotangente ist die 
zweite Wurzel; das Produkt der beiden Wurzeln ist ja auch — 1, 
d. h. sie gehören zu Elementen, die zueinander rechtwinklig sind. 
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Und die Wurzeln sind stets reell; denn die Diskriminante (Nr« 12) 

ist positiv: 

di'^ + v« - A^ - ^«)» + A{k(i' + fivy. 

Zwei projektive Büschel (gleicher oder ungleicher Art) 
haben stets zwei reelle entsprechenden rechten Winkel 

Den Fall eines Ebenenbüschels kann man stets durch einen zur 
Axe normalen Schnitt auf den eines Strahlenbüschels zurückführen. 
Zwei projektive Strablenbüschel kann man^ ohne daß dabei an der 
Größe der entsprechenden Winkel etwas geändert wird^ zunächst in 
dieselbe Ebene bringen und darauf durch Drehung des einen um den 
Scheitel, bis im Verbindungsstrahl sich entsprechende Strahlen ver- 
einigen, perspektiv machen. Auf der Perspektivitätsaze schneiden 
sich dann entsprechende Strahlen. Es gibt stets einen Kreis durch 
die Scheitel, der auf dieser Axe seinen Mittelpimkt hat und daher 
sie reell schneidet. Nach diesen Schnittpunkten gehen die Schenkel 
der entsprechenden rechten Winkel. 
59 Es seien nun st, s'i diese entsprechenden rechten Winkel (von 

Strahlen oder Ebenen) und Xj x\ y, y zwei beliebige Paare ent- 
sprechender Elemente. Es ist dann: 

sin 9X — sin {si -j- ix) «» sin st cos iXy da cos st «= 0; 

während sin 5^ =« ± 1; ebenso: 

sin ix' = sin ^'5' • cos s' x'y sin sy =» sin 5^ • cos ty^ 

sin ty' =» sin ^^ • cos s'y'\ 
also folgt aus: 

{stxy)^{^{x'y)y 
daß: 

cotg tx : cotg ty =» tang s'x' : tang s'y ^ 
oder: 

cotg tx ' cotg s'x' « cotg ty • cotg s'y\ 

Das Produkt der Kotangenten der Winkel von zwei 
nicht entsprechenden Schenkeln der entsprechenden rechten 
Winkel nach zwei entsprechenden Elementen ist konstant. 
Denselben Wert hat tang sx • tang t'x'] denn weil s und t recht- 
winklig sind, so ist cotg 5fl? • cotg ^o; = — 1 oder tang 50;«= — cotg ^a;', 
und ebenso ist tang fx' «= — cotg s'x\ Den reziproken Wert haben 
cotg sx • cotg fx' und tang tx • tang s'x\ 

Wir haben also hier zwei Potenzen, welche zueinander 
reziprok sind und von denen jede als Kotangenten- und als 
Tangentenprodukt geschrieben werden kann: 

cotg tx ' cotg sx = tang sx • tang fx, 
cotg sx • cotg fx'== tang tx • tang s'x\ 
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Das erinnert an ähnliche Ei^ebnisse bei der Involution und wird 
auch damit in Znsammenhang gebracht werden. Statt aoigtx-cotgs'x' 

kann man anch schreiben: tF~^' ®^ ^*^ B,\iGh dies Eotangenten- 

Verhältnis konstant ist. 

Schneiden wir die Büschel U, U' mit Transversalen u, u\ die 
senkrecht bzw. zu t und s', also zu s und t' parallel sind^ so werden 
in den entstehenden projektiven Punktreihen die Schnitte mit ^ s' 
die Fluchtpunkte B, Qf sein. Nach Nr. 25 ist dann: 

RXiRY^ tang tx : tang ty, QfX' : Q'T =- tang sx : tang s'y\ 

Wir sehen, wie aus: BX- Q^X'^BY- Q'T folgt: 

tang tx ' tang s'x = tang ty • tang s'f/. 

Ziehen wir aber die Transversalen u, vi senkrecht zu t und s 60 
in gleicher Entfernung von den Scheiteln. Weil die Gleichheit von 
XY und X'r aus denen von BX und qY\ BF und qX sich 
ergibt, so folgt, daß über den gleichen Strecken XY^ und XlY^j 
bzw. XZj und XI Y^ auch gleiche Winkel xy^ und x'y^y xy^ und x'y^ 
stehen. Und zwar stehen über XF^, X'Y^y welche die Flucht- 
punkte i2, Q ausschließen, gleiche spitze Winkel, welche die Schenkel 
ty s\ 8\ t' der entsprechenden rechten Winkel ausschließen, so daß 
hyperbolische Lage der x, y^ zu 5, t und der x'y y^ zu s\ t vorliegt; 
während die stumpfen Winkel jene Schenkel einschließen. Hingegen 
stehen über den gleichen Strecken XF„ XF/, welche jene Flucht- 
punkte einschließen, gleiche Winkel, welche t und ^ einschließen, 
während die Nebenwinkel $, t einschließen, so daß elliptische Lt^e 
der Xj y^\ x\ y^ zu den rechten Winkeln 5<, bzw. s't' vorliegt. 

Im zweiten Falle sind entsprechende Winkel xy^^ x'y^ im 
engeren Sinne nicht die gleichen, in denen t und ^ oder s und t' 
liegen, sondern die supplementären, welche t und t' oder s und s' 
enthalten. Wir haben hier eine sehr bequeme Unterscheidung der 
beiden Systeme: F^ ist das System der entsprechenden gleichen 
Winkel, F, das der entsprechenden supplementSren Winkel. 

Die Festlegung der positiven Sinne auf den Transversalen, welche 
positive Potenz erzielen soll, kann in den Büscheln positive Sinne 
bewirken, welche, wenn diese in derselben Ebene liegen, nicht den- 
selben Drehsinn in dieser Ebene darstellen; so daß dann z. B. die 
Gleichheit ty^ ^ s'x' nicht ausdrückt, daß diese Winkel denselben 
Sinn haben, sondern nur, daß sie beide positiven oder beide negativen 
Sinn haben. 

Die Winkel y^y^ werden durch t und 5, die Winkel y^y% durch 
«', t halbiert. 

Je nachdem x innerhalb oder außerhalb des von t (oder i) 
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lialbierten Winkels y^y^ liegt, liegt x' außerhalb oder innerhalb des 
von s' (oder f) halbierten Winkels yiy^'- 

Die Figuren sind so kongruent, daß U, E, X, T^^ t, s, u, x, y^ 
und V, Q'j F/, y, s\ t\ u, y^y x' homolog sind, aber nicht 
r„ y^ und Y^, y/. 

Wir haben: 

s'y/ =* tXy sy^ = — tXy 

Endlich bilden die Schenkel x^ y^, sowie die Schenkel 
^\ Vi j® eine hyperbolische Involution, welche 5, t, bzw. 
s\ f zum rechtwinkligen Strahlenpaare oder zu Zentral- 
strahlen hat, und x, y^y sowie x'y y/ je eine elliptische In- 
volution mit demselben rechtwinkligen Paare. Die Potenz 
für einen Schenkel des rechtwinkligen Paares als Zentral- 
strahl ist absolut dieselbe wie die gleichartig gebildete der 
gegebenen projektiven Beziehung für diesen Strahl und 
den nicht entsprechenden im andern rechtwinkligen Paare; 
denn weil z. B. ty^ « s'x' = — ty^, so ist: 

cotg tx • cotg ty^ = cotg tx ' cotg s'x' = — cotg tx • cotg ty^. 

Die entsprechenden rechten Winkel gehören zu beiden 
Systemen F^, r,. 

Für die Potenzstrahlen g, g'\ Ä, ä', bei welchen die Potenz 
ein Quadrat wird und sg — ig'j sh^i'1% ist, gilt ähnliches, wie für 
die Potenzpunkte.^) 

Daß die entsprechenden rechten Winkel zu beiden Systemen 
gehören, kann man auch folgendermaßen aussprechen: 

Während zwei beliebige entsprechende Strahlen Xy x zu zwei 
Paaren entsprechender gleicher Winkel: xy^ und x'y^y xy^ und xy^ 
(im weiteren Sinne) gehören, gehören 5, «'; ty t' nur zu einem Paare: 
siy st\ In der Tat, fällt x z. B. nach s und x' nach s'y so daß 
sx «= 0, so müssen t'y^ und t'y^ ebenfalls = sein, also y/ imd 
y^ beide in t\ y^ und y^ in t fallen. 

Das eben Erörterte gilt, wie gesagt, nicht bloß für zwei Strahlen- 
büschel, sondern auch für zwei Ebenenbüschel oder einen Strahlen- 
und einen Ebenenbüschel, welche projektiv sind. 

61 Die beiden zu zwei projektiven Punktreihen gehörigen Systeme 

Fj, Fg ergeben sich sehr anschaulich, wenn man jene in solche Per- 
spektive Lage bringt, daß im Schnittpunkte sich zwei entsprechende 

1) Die beiden Systeme F,, T, finden sich zuerst bei Ghasles, G^om^trie 
Bup^iieure, Nr. 133, 153, die zugehörigen Involutionen bei Smith, Proc. of the 
London Mathem. Soc, Bd. 2, S. 196; Mathematical Papers, Bd. 1, S. 546. 
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Potenzpunkte, etwa G und G\ yereinigen und die Träger Uy u recht- 
winklig sind. Das Perspektivitätszentrum bildet mit R^ G, Q' die 
vier Ecken eines Quadrats. Die Paare derjenigen hyperbolisch-gleich- 
seitigen Involution um 0, für welche OG der eine Doppelstrahl ist^ 
schneiden in u und u die Strecken von I\ ein, und die Paare der 
rechtwinkligen Involution die von F,. 

Macht man projektive Büschel U, U' so perspektiv, daß im ge- 
meinsamen Strahle sich entsprechende Potenzstrahlen g, g decken, 
und sorgt noch dafür, daß die gleichen Winkel sg und i^ ^ ig und 
sg denselben Sinn haben, so werden s und ^', t und s parallel, und 
es entsteht ein Rechteck TJSWT, wo S — 55', T=-«'. Die Diago- 
nale ST wird Perspektivitätsaxe, und nach Punkten X, Y^ derselben, 
die vom Mittelpunkt M gleichweit entfernt sind, gehen Strahlen xy^^ 
xy^\ welche gleiche Winkel bilden (aus dem Systeme F^); die X, Y^ 
bilden eine gleichseitig-hyperbolische Involutio^. Dagegen nach den 
Paaren XY^ der Involution mit M als Zentralpunkt und dem Paare 
ST gehen die Schenkel xy^y xy^ der entsprechenden supplemen- 
tären Winkel (aus F^); denn wegen MXMY^^MSMT^MÜMU' 
liegen stets X, Y^y U, U' auf einem Kreise. 

Ist im ersten Falle / zu x' normal, Z der Schnitt mit ST, so 
daß XZ den Punkt Y^ einschließt, so wird der Winkel XUZ, 
welcher y^ » ÜY^ einschließt, spitz oder stumpf sein, je nachdem der 
Kreis über XZ ais Durchmesser, der durch U' und sein Spiegel- 
bild Ui in bezug auf ST geht, den Punkt ü aus- oder einschließt 
Da es nun durch Z7', U^ Kreise gibt, welche U ausschließen, so gibt 
es entsprechende gleiche Winkel xy^, x'y^', so beschaffen, daß, wenn 
js' zu x' normal ist, diesem rechten Winkel x'0' ein spitzer xz 
korrespondiert, welcher den y^ enthält, wie jener den y^\ Ausge- 
nommen ist der Fall, wo U in Ui fällt, USU'T Quadrat ist; die 
Büschel haben dann jede zwei entsprechenden Winkel gleich. 

Wenn X, Y^ innerhalb des Rechtecks liegen, so sei wiederum / 
rechtwinklig zu x' und s ihm entsprechend, femer w rechtwinklig 
zu y^\ alle drei Strahlen fallen außerhalb des Rechtecks, und der 
stumpfe Winkel wa schließt x (und y^ ein. 

Mit den ausgezeichneten Elementen ist es leicht, ungleich- 62 
artige projektive Gebilde dadurch in Perspektive Lage zu 
bringen, daß man drei Elemente des einen mit den ent- 
sprechenden des andern Inzident macht. 

Handelt es sich um eine Punktreihe u und einen Strahlen- 
büschel U'y SO sei / der Strahl, welcher dem unendlich fernen Punkt 
i2« "^on u entspricht, während zu ^, .5 die a\ V homolog seien; 
man hat dann einfach die Strecke AB zwischen a, V so zu legen, 
daß sie parallel zu / wird. 
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• 

Oder^ aber umständlicher, wenn dV^ Vr nebeneinander liegen 
und zusammen unter yc bleiben, so konstruiere man über AB das 
Kreissegment, das den Peripheriewinkel aV faßt (so daß sein Scheitel 
auf dem Bogen des Segments liegt), lege in ^ an die Yerlangerung 
von AB und nach der Seite des Segments den Nebenwinkel von Vr 
an; der freie Schenkel hat stets den zweiten Schnitt auf dem Bogen 
des Segments. Die Strahlen von diesem Schnitte nach A, B und 
parallel zu u bilden eine zu a\ Vy r' kongruente Figur. 

Sollen allgemeiner A, B, C auf a', V, c' gebracht werden, so 
seien auf den Strahlen durch A' auf a die Punkte C so konstruiert, 
daß, wenn B' der Schnitt mit V ist: A'B' : B' C ^ ABiBC 
auch dem Vorzeichen nach besteht; sie liegen auf einer Parallele 
zu &'; ist dann C deren Schnitt mit c, so gilt es nur noch den 
Strahl von Ä nach diesem C, der V in B' schneidet, so weit 
parallel zu verschieben, bis die Proportionalität in Gleichheit über- 
gegangen ist. 

Will man aVc über ABC stellen, so muß man, wenn B in 
AC liegt, nebeneinander liegende Winkel aV, Vc' nehmen, deren 
Summe unter % bleibt, und die Kreissegmente über AB, BC, welche 
sie fassen, auf dieselbe Seite dieser Gerade legen, damit ihre Bogen 
einen Schnitt haben. 

Nicht wesentlich verschieden ist die Konstruktion, wenn eine 
Punktreihe und ein Ebenenbüschel in Projektivitat vorliegen. 

Wichtiger ist die Losung der Aufgabe: zwei ungleichartige 
Büschel, die projektiv sind, in Perspektive Lage zu bringen. Die 
Inzidenz von a, &, c und a, ß, y herzustellen, ist zu umständlich. 
Die Elemente s, t\ 6, x der entsprechenden rechten Winkel verein- 
fachen die Lösung; das dritte Paar sei a^ a. Wenn <^ sa ^ öa, 
so ist -^ta^xay wobei es sich um die spitzen Winkel handelt. 
Nehmen wir an, es gelten die oberen Zeichen. Der rechte Winkel st 
kann nur so in den rechten Flächenwinkel 6x gelegt werden, daß 
einer der beiden Schenkel senkrecht zur Kante 6x ausfällt; denn 
wenn das bei t nicht der Fall ist, so sei t' im Punkt st normal auf 
6x m X gezogen; sie wird dann normal zu 6 und zu s, also s normal 
zu t und t\ demnach zu x und zu 6x. 

Und wenn s in dieser Weise in 6 gelegt wird, so wird sie nor- 
mal zu X und t fällt von selbst in diese Ebene. 

Weil nun ^^öa^sa^ so schneidet die Ebene a den Rotations- 
kegel um s mit der halben Öffnung sa, Li einer dieser Schnitt- 
kanten befindlich, ist a in a gebracht und damit 5, f , a in 6, x, a; 
was erreicht werden sollte. 
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§ 10. Spezielle Projektivltäten. 

Wenn bei zwei projektiven Punktreihen die unendlich fernen 63 
Punkte sich gegenseitig entsprechen — sie mögen daher iZ« 
und ü'« heißen — , so sind keine endlichen Fluchtpunkte vorhanden^ 
und die im vorangehenden erhaltenen Ergebnisse, welche solche 
voraussetzen, bestehen nicht. 

In perspektiver Lage erhält man derartige Punktreihen, wenn 
bei nicht parallelen Trägem das Perspektivitätszentrum unendlich 
fem ist oder bei beliebigem Zentrum, wenn die Träger parallel sind. 
In letzterem Falle geht der Parallelstrahl durch das Zentrum zu den 
Trägem nach dem gemeinsamen unendlich fernen Punkt der Punkt- 
reihen und macht ihn sich selbst entsprechend. 

Im ersteren Falle trifiPt, wofern die Richtung nach dem unend- 
lich fernen Zentrum nicht diejenige eines der TiBger ist, also das 
Zentrum auf keinem Ton ihnen Hegt, wie wir bis jetzt stillschweigend 
angenommen haben, jeder Strahl des Büschels beide Träger in end- 
lichen Punkten, so daß immer nur endliche Punkte einander zu- 
geordnet werden. Den unendlich fernen Strahl des Büschels, der die 
beiden unendlich fernen Punkte einschneidet, werden wir bald kennen 
lernen. 

Es seien nun bei zwei projektiven Punktreihen, in denen i2« 
und jR'oe einander entsprechen, X, F, Z und X', T, Z weitere ent- 
sprechenden Punkte, so folgt aus: 



daß: 

XZ x'z; , _^_ ^ 
YZ ^ T Z^ ^ XZ' "~ Y'Z'' 

♦ 

Entsprechende Strecken sind also proportional. Deshalb 
heißen solche Punktreihen projektiv-ähnlich oder kurz ähnlich^), 
und wenn der absolute Wert des konstanten Verhältnisses ent- 
sprechender Strecken 1 ist, gleiche Punktreihen. In solchen sind 
dann alle oo' entsprechenden Strecken gleich, die Punktreihen können 
infolgedessen mit ihren entsprechenden Punkten zur Deckung ge- 
bracht werden und heißen deshalb auch kongruent. 

In nicht gleichen ähnlichen Punktreihen gibt es keine 
gleichen entsprechenden Strecken, man müßte denn die Strecken 
'X.B.oi Tuid ihre entsprechenden X'R^ als gleich ansehen. 



1) Durchgängige Proportionalität entsprechender Strecken ist nnr mOglich, 
wenn auch das Vorzeichen ihres konstanten Yerhältnisses konstant ist; denn 
ans X'r' = + ifc.Xrund jrZ' = — A; XZ folgt nicht, daß anch T'Z' und 
YZ das Yerh&ltnis k haben. 
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Umgekehrt, aus ^| - ^J und (XYZB) - {X'TZTB^) folgt, 

daß 22 unendlich fern ist. 

Sind X YZ . . . und X' Y Z . . . windschiefe oder in derselben 
Ebene befindliche Punktreihen mit proportionalen entsprechenden 
Strecken, so verlege man die eine XYZ . . ., unter Beibehaltung des 
Sinns, parallel so nach X" Y' Z' . . ., daß X' sich mit X! deckt, 
dann sind sowohl XX\ YT\ ZZ' . . . parallel, als auch Y Y\ 
Z Z' . . .; und X"Y"Z' ... ist zu beiden gegebenen Reihen perspek- 
tiy mit je unendlich fernem Zentrum; man hat so projektive 
Operationen, die von der einen Reihe zur andern führen. 

Wenn in der bilinearen Relation AU' + ftj + f*'S' + ^ =* die 
Veränderlichen Abszissen sind, und unendlich große ^ und |' sich ent- 
sprechen, so folgt, durch Einsetzung dieser Werte aus: 

daß A *« sein muß. 

Die Relation vereinfacht sich also in: ftg + ft' |'+i/ = 0; ein 
zweites Paar entsprechender Punkte gibt fti? + ft'i?'+v = 0; daher: 

T^^S __?i oder— ^^ ^• 

^'-j' ^ oaer-^,y, ^, 

d. h. die Proportionalitat entsprechender Strecken. 

Ahnliche Punktreihen sind vollständig und eindeutig 
bestimmt, wenn zwei Paare entsprechender Punkte Aj Ä'] 
B, B' gegeben sind; denn damit ist das konstante Verhältnis k 
gegeben. Bei gleichen Punktreihen genügt ein Paar ent- 
sprechender Punkte, wofern noch die entsprechenden 
Sinne gegeben sind. 

Zwei gegebene Punktreihen können auf oo* Weisen ähn- 
lich gemacht werden; denn die den festen Punkten Ay B zu- 
geordneten Punkte Äy B^ können jeder in oo*, beide daher in oo* 
Weisen gewählt werden; oder in der büinearen Abszissen -Relation 

der Ähnlichkeit sind nur noch ~, — wesentliche Eonstanten, denen 

je oo^ Werte gegeben werden können. Auf nur oo^ Weisen können 
zwei Punktreihen gleich gemacht werden; dem festen Punkte 
A der einen können alle Punkte der andern Reihe zugeordnet werden 
und jedesmal hat man dann noch einem bestimmten Durchlaufungs- 
sinn auf jener den entsprechenden auf dieser zuzuordnen. 
64 Bei Büscheln von Strahlen oder Ebenen haben wir nur den 

Fall gleicher Büschel, in denen alle entsprechenden Winkel 
gleich sind und zwar durchweg xy^x^tf oder durchweg xy 
» — oifi/, Haben sie verschiedene ^Bbenen oder Axen oder sind sie 
ungleichartig, so kann man durch ümkehrung des Sinns in dem einen 
Büschel den einen Fall auf den andern zurückführen. 
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Transversalen^ die anf entsprechenden Strahlen gleicher Strahlen- 
büschel normal sind, schneiden in ähnlichen Punktreihen; damit 
sind die gleichen Strahlenbüschel durch projektive Operationen 
in projektive Gebilde übergeführt und als projektiv erkannt. Die 
Doppelverhältnis-Gleichheit entsprechender Würfe ist unmittelbar klar. 

Gleiche Ebenenbüschel werden durch Ebenen ^ die bzw. zu den 
Azen normal sind, in gleichen Strahlenbüscheln geschnitten. 

In der bilinearen Relation für gleiche Büschel von Strahlen 
oder Ebenen seien £ und |' Eotangenten der Winkel von beliebigen, 
also nicht entsprechenden Anfangselementen o, bzw. o\ nach ent- 
sprechenden Elementen Xj x\ so folgt ans: x'y' =» ± xy^ weil (Nr. 15): 

x'y « o^if — o^x' — fi' • 2;r, xy ^ oy — ox — s - 2n, 
daß: 

Oi'y' — V^' ^ ± (öy — ox) + {b T b) ' 23r, 
oder: 

OiV T oy =- o^x' ^ ox + (a' T b) • 2x. 

Mithin hat o^^^oy dieselbe Eotangente wie Oj^x'T^ox] setzen 
wir daher diese konstante Eotangente gleich ft, so haben wir: 

cotg(o/ic' T ox) = fi 
oder: 

cotgö/a;' • cotgoa? ± 1 =» ft(cotgö/ri;'T cotgoic) 

oder einfacher, wenn cotgöiC = S, cotg o/a?' =- 5' gesetzt wird: 

Man beachte, daß im Falle der unteren Vorzeichen die Formel 
immer symmetrisch ist in bezug auf | und £', im Falle der oberen 
nur, wenn ft =• 0. 

Die einzige Konstante ft, welche geblieben ist, lehrt, daß zwei 
gegebene Büschel auf oo^ Weisen gleich gemacht werden 
können; einem festen Elemente des einen kann jedes des andern zu- 
geordnet werden, wozu dann wieder noch die Festsetzung über die 
entsprechenden Sinne treten muß, ähnlich wie bei gleichen Punkt- 
reihen. 

Wenn die Projefctivität zwischen zwei Büscheln (von Strahlen 
oder Ebenen) durch: abc A aVc' festgelegt ist und <^ ac = a'c', 
^hc ^Vd und zwar derartig, daß mit ac und tc auch dd und Vc 
gleichen oder ungleichen Sinn haben, so daß auch ab ^^ a'V ist, so 
liegt Gleichheit vor. Denn aus: 

f -, \ / t-L' I r\ j sin ac sin a'c' 

iaocx) ^(ab cx) und -. i- =— . , , , 

folgt: 

amax sina'o;' 



ain&o; sinb'x"' 
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d. h. 0;^ x' teilen die gleichen Winkel ah, c!V in gleiche Teile: 
•«^ (JLX =» a Xj hx = ft'a?'. 

Trifft die Voraussetzung über die Sinne nicht ein, so daß ah 
und a'V nicht gleich sind, so gehören ac und a'c\ hc und Vc' bzw. 
zu den Systemen I\; rj|* Ähnliches gilt fQr Punktreihen. 

Sind aber die einen gleichen Winkel rechte, so trifiR; die Voraus- 
setzung betreffend der Sinne immer ein, weil man den einen Rechten 
eventuell durch seinen Nebenwinkel ersetzen kazm. Also kann man 

aus: -^ac = a'c' = -^y <^6c—6'c'immerauf Gleichheitschließen. 

Dies folgt bei der jetzigen Voraussetzung auch aus: (cahx) = (c'a'h'x') 

, tangcb tangc'y 
oder 7- - - = 7 — / / ■ 
tsmgcx tangc x 

65 Bei projektiven Strahlenbüscheln derselben Ebene (oder in pa- 

rallelen Ebenen) und projektiven Ebenenbüscheln um dieselbe Axe 
(oder um parallele Axen) kann man gleichsinnige und ungleich* 
sinnige (gleichlaufende oder ungleichlaufende) unterscheiden. 

Machen wir gleichsinnige gleiche Strahlenbüschel derselben Ebene 
durch Drehung des einen perspektiv, so daß im gemeinsamen Strahle 
sich entsprechende Strahlen vereinigen; so werden die übrigen ent- 
sprechenden Strahlen parallel Halten wir an dem Satze fest, daß 
bei Perspektiven Strahlenbüscheln derselben Ebene die Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen auf einer Oerade^ der Perspektivitätsaxe^ 
liegen, (Nr. 37) so gelangen wir, da in einem Strahlenbüschel alle 
Richtungen der Ebene vertreten sind, zu dem fundamentalen Satze 
der Perspektiven Raumanschauung: 

Alle unendlich fernen Punkte (Richtungen) einer Ebene 
sind als in einer Gerade liegend anzusehen. 

Diese Gerade heißt die unendlich ferne Gerade der Ebene.^) 
Sie gehört zu jedem Büschel der Ebene mit unendlich fernem 
Scheitel oder jedem Büschel von Parallelstrahlen und ist bei zwei 
Punktreihen, die durch einen solchen Büschel perspektiv-ähnlich 
werden, der Strahl, der die entsprechenden unendlich fernen Punkte 
einschneidet. 

Parallele Ebenen enthalten dieselben Richtungen oder 
unendlich fernen Punkte, also dieselbe unendlich ferne Ge- 
rade und bilden einen Büschel (Nr. 30). Staudt hat parallele 
Ebenen als Ebenen derselben Stellung bezeichnet. 

Die unendlich ferne Perspektivitatsaxe macht den Ereis, der sonst 
das einzige Paar entsprechender rechter Winkel liefert (Nr. 68), un« 
möglich; jedem rechten Winkel des einen Büschels entspricht einer 
im gleichen BüscheL 

1) Poncelet, Traitä des propri^tde projectiveB 1822 (zweite Ausgabe 186a 
Bd. I) Nr. 96, 107. 
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Für zwei ungleichsinnige gleiche Stralilenbüscliel der* 
selben Ebene^ welche in perspektiver Lage sind^ ist die Per- 
spektivitätsaxe die Senkrechte auf der Yerbindungsstrecke 
der Scheitel in der Mitte; in bezug auf sie sind entsprechende 
Strahlen symmetrisch oder Spiegelbilder. Alle Kreise durch die 
Scheitel haben ihre Mittelpunkte auf dieser Axe, und jeder liefert 
zwei entsprechende rechte Winkel in die Büschel. 

Besitzen zwei projektive Strahlenbüschel zwei Paare 
entsprechender rechter Winkel^ so mache man sie perspektiv 
und ungleichsinnig. Die Perspektivitätsaxe enthält dann die Mittel- 
punkte zweier Kreise^ welche durch die Scheitel gehen^ also ist sie 
die Mittelsenkrechte auf deren Verbindungslinie; die Büschel sind 
gleich. 

In zwei gleichen und gleichsinnigen Ebenenbüscheln um pa* 
rallele Axen^ welche in perspektiver Lage sich befinden, sind die 
entsprechenden Ebenen parallel, daher sind ihre Schnittlinien und 
die Perspektiyitatsebene, in der sie liegen, unendlich fem; wodurch 
wir schon auf die unendlich ferne Ebene des Raumes hingewiesen 
werden. 

Eine wesentlich andere Spezialität ist die ausgeartete Pro- 66 
jektivität. Wir können (Nr. 56) die bilineare Relation: 

Air + fti + ft'r + 1/ - 

in die Form: 

(5 + ?)(s'+^)-'-^- 

bringen. Nehmen wir an, daß: 

[Lfl — Av — 
sei, so haben wir: 

(t+Ö(«'+f)=°i 

dieser Relation wird in folgender merkwürdigen Weise genügt: ent- 
weder durch beliebiges | und |' -= — y, oder durch beliebiges 1' und 

Wir haben also in jedem der beiden Gebilde ein singulare» 
Element mit dem Parameter — y? bzw. —y, welchem alle Ele- 
mente im andern Oebilde korrespondieren. Legt man z. B., 
um zwei Punktreihen u, u' derselben Ebene perspektiv zu machen, 
das Perspektivitätszentrum auf eine von ihnen, u, so haben wir eine 
solche Projektivität; singulare Punkte sind auf u das Zentrum, auf 
u der Schnittpunkt uu\ Ähnliches gilt filr zwei Perspektive Strahlen- 
büschel derselben Ebene, wenn die Perspektivitätsaxe durch einen 
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der Scheitel geht^ für solche ans demselben Scheitel^ wenn sie in eine 
der Ebenen fällt; und für Perspektive Ebenenbüschel ^ wenn die Per- 
spektiyitätsebene durch eine der Azen geht. 

Die Doppelverhaltnis-Gleichheit wird folgendermaßen erfüllt: 
ein Wurf des einen Gebildes^ aus yier beliebigen Elementen gebildet, 
hat einen bestimmten Wert des Doppelverhältnisses; die entsprechenden 
Elemente konzentrieren sich alle im singularen Elemente, das Doppel- 
Verhältnis von vier identischen Elementen ist unbestimmt und kann 
jenen Wert haben. 

Zu einer solchen ausgearteten Projektivität gelangt man, wenn 
man zwei verschiedenen Elementen des einen Gebildes ein und das- 
selbe im andern entsprechen laßt. Den beiden Elementen £ und £^ — 
von welchen Parametern mindestens einer, |, nicht cx> ist — ent- 
spreche dasselbe Element |'. Wir haben dann für die Eonstanten 
sowohl: 

als auch: 

ASir + ft6i + ft'r + f;-0; 

daher durch Subtraktion: 

' (|-6,)(xr + ;t)-0, 

oder, da £ ^ lx ^^' 

Ar + /* == 0; 
die Relation 

(Ar + p) I + ,t'r + 1/ - 

bewirkt dann, da | nicht oo ist: 

^'r + V - 0; 
die Elimination von 1' gibt: 

[ifi — Af/ = 0. 

Da i' '^ — ^, Bo iBi dies Element i\ dem zwei verschiedene im andern 

Gebilde entsprechen, singulär. 

Gehen wir, etwa bei Punktreihen, von (ÄBCX) ^ (A'B'C'X') 
aus oder: 

ÄC'B'C''BX'Ä'X'^BC'A'C''ÄX B'X\ 

und nehmen an: C'^A', also -4'C'=-0, so folgt: 

BXA'X'^0. 

Dies bedeutet, bei beliebigem X muß A'X'^0 sein, X' in A' fallen, 
und bei beliebigem X' muß X nach B fallen, so daß B und A' die 
singularen Punkte sind. 

Wenn wir die Projektivität durch ABC7\A'B'C' be- 
stimmen und A, ByCfA^B' festhalten, so haben wir oo* Pro- 
jektivitäten, darunter zwei ausgeartete, wenn C bei seiner 
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Bewegung in Ä oder B' fällt. Lassen wir es, wie eben, nach 
Ä. fallen, so wird dies Element C = Ä das singulare im zweiten 
Gebilde, das singulare im ersten ist jB, dem die übrigen Elemente 
des zweiten korrespondieren, darunter B\ 

Wenn also eine Projektivität durch ABC7\ Ä'B'C fest- 
gelegt wird, wobei A'=C\ so artet sie aus, derartig, daß 
dies Element Ä'^ C singulär im zweiten und B singulär 
im ersten Gebilde wird. 

Wir fanden für projektive Punktreihen, wenn |, |' Abszissen sind, 

^^^^ — als Potenz (Nr. 56). Diese ist im vorliegenden Falle 0, und 

so bildet er den Übergang vom Falle positiver zum Falle negativer 
Potenz. Es ist also 

d. h. entweder X = JJ und X' beliebig, oder X' = Q' und X beliebig; 
die Fluchtpunkte sind die singulären Punkte, wie es ja auch unmittel- 
bar ersichüich ist. 

Ebenso werden bei Büscheln t und s' oder s und t' singulare 
Elemente. 

Weil jedes der beiden singulären Elemente beliebig gewählt 
werden kann, so sind zwischen gegebenen Gebilden oo* aus- 
geartete Projektivitäten möglich; die dreifache Willkür in der 

Wahl der wesentlichen Eonstanten — , ~; — ist, wegen fifi — kv 
=» 0, auf eine zweifache reduziert 

§11. Ineinander liegende projektive Gebilde. Involntorische Gebilde. 

Wir wenden uns jetzt zu dem wichtigen Falle, daß ein Gebilde 67 
auf sich Selbst projektiv bezogen wird^), so daß* wir uns es 
doppelt zu denken haben, und von jedem seiner Elemente immer 
genau festgestellt werden muß, ob es zum ersten oder zweiten Gebilde 
gerechnet wird; infolgedessen geben wir ihm einen Doppelnamen. 
Man könnte für beide ineinander liegenden Gebilde verschiedene para- 
metrische Bestimmungen und auch verschiedenen positiven Sinn an- 
nehmen, wir tun das aber nicht, weil es die Betrachtung unnötig 
erschweren würde. Die übereinstimmende parametrische Bestimmung 
für beide Gebilde gewährt den Vorteil, aus gleichem Parameter auf 
identische Elemente schließen zu können, was wertvoll sein wird. 
Wir haben die beiden Fälle gleichlaufender und ungleichlaufender 

1) Die Projektivität zweier ineinander liegender Punktreihen hat in der 
geometrischen Optik eine wertvolle Anwendung gefanden; vgl. z. B.: Böger, 
Die optische Verwandtschaft in projektiver Darstellung. Progr. des Realgymn. 
des Johanneums in Hamburg 1907. 

Sturm, Oeometr. Verwandtschaften. I 6 
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Gebilde. Da wir nur einen positiven Sinn haben, so kehren bei 
Umkehr desselben beide Faktoren der Potenz ihr Vorzeichen nm; 
das Vorzeichen der Potenz ist invariant; und zwar haben ungleich- 
laufende projektive Oebilde eine positive, gleichlaufende 
eine negative Potenz. 

Betrachten wir, um dies zu erkennen, zuerst Punktreihen, der 
bequemen Ausdrucks weise halber auf einer horizontalen Gerade; wir 
wollen dabei die Namen der Punkte der ersten Reihe oberhalb der 
gemeinsamen Trägergerade, die der zweiten unterhalb schreiben. Die 
unendlich fernen Punkte decken sich, wir denken uns aber den Doppel- 
namen Qoof 22« an beiden Seiten geschrieben. Ihnen entsprechen 
die Fluchtpunkte J{, Q'^); liegt nun X links von R, so daß der Sinn 
iZXQoo nach links geht, so muß bei ungleichlaufenden Reihen 
R'ooX'Q' nach rechts gehen, also X' links von Q' liegen, und wenn 
X rechts von R liegt, dann liegt X' ebenfalls rechts von Q'] mithin 
haben RX und Q'X' dasselbe Vorzeichen, die Potenz ist positiv. 

Bewegt sich X also von R nach links bis Q«, so läuft X' von 
Rio nach rechts bis Q', und geht X von R nach rechts bis Qaoy 
dann geht X' von 22« nach links bis Q\ Wir sehen, daß X und 
X' sich in jedem der beiden Bestandteile von R- Q' begegnen müssen. 

Sind aber die Punktreihen gleichlaufend, so bewegt sich, wenn 
X von R nach links bis Q« geht, X' ebenfalls von 22'« nach links 
bis Q\ und wenn X von 22 nach rechts bis Q« geht, so geht X' 
nach rechts von 22« bis Q'] also haben 22 X und Q'X' ungleiche 
Vorzeichen, die Potenz ist negativ, und Begegnung entsprechender 
Punkte kann nur in RQ' stattfinden, aber sie ist nicht notwendig, 
da die Punkte in gleichem Sinne laufen. 

Bei ungleichlaufenden Reihen gibt es immer reelle sich 
selbst entsprechende Punkte, Eoinzidenzpunkte^, bei gleich- 
laufenden möglicherweise keine reellen. 

Es seien wieder st^ s't' die entsprechenden rechten (vollen) Winkel 
in projektiven Büscheln, die ineinander liegen, und diesen 4 Elementen 
seien solche positiven Sinne gegeben, daß st und s'V gleichen Sinn 
haben. Liegen x und x' zugleich bzw. in st und s't' oder zugleich 
in s-ty s'-t', so sind die entsprechenden Sinne sxt^), s'x'f dieselben, 
die Büschel gleichlaufend. Aber die spitzen Winkel tx und s'x' 
haben ungleiche Vorzeichen, also ihre Eotangenten auch und die 
Potenz ist negativ. Liegt dagegen x in st oder S't, x' in s'*t* oder 
st'y so sind die entsprechenden Sinne sxt und s'x't' ungleich, die 



1) In der geometrischen Optik heißen sie Brennpunkte. 

2) Oft auch Doppelpunkte genannt, was nnr so lange unbedenklich ist, 
als es sich um eindeutige Verwandtschaften handelt. 

^ Bx% ist der Sinn, bei dem man von « über x nach t kommt. 
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Büschel ungleichlaufend, die spitzen Winkel tx und s'x' von gleichem 
Vorzeichen, die Potenz positiv. 

Werden die beiden ineinander liegenden projektiven 
Büschel von derselben Transversale geschnitten, so ent- 
stehen ebenfalls ineinander liegende projektive Punktreihen, 
die ebenso gleichlaufend oder ungleichlaufend sind wie 
jene und deren Eoinzidenzpunkte durch die Eoinzidenzele- 
mente der Büschel eingeschnitten werden, also in gleicher 
Weise reell oder imaginär sind. 

Aber zu den Eoinzidenzelementen führt auch die bilineare Rela- 68 
tion sofort; wir setzen in ihr |'===| und haben die quadratische 
Oleichung: 

kV + (li + fi')^ + v^O, 

welche die Parameter jener Elemente liefert: wir sehen jetzt, daß 
wir zwei haben. Bei ungleich laufenden projektiven Punkt- 
reihen enthält also jeder der beiden Teile von R-Q' einen 
und nur einen reellen Eoinzidenzpunkt. 

Zwei ineinander liegende projektive Oebilde haben zwei 
reelle oder imaginäre Eoinzidenzelemente. 

Haben sie mehr als zwei, so decken sich alle entsprechenden 

Elemente, denn aus 

{ABCX) « {ÄB'C'X) 

folgt Z'=Z, wenn A'=A, B'=B, C'=C. 

Gehen z. B. von einem Strahlenbüschel, der zu einer Punktreihe 
projektiv ist, drei Strahlen durch ihre entsprechenden Punkte, so tun 
es alle; die Oebilde sind perspektiv. Denn durch den Strahlenbüschel 
enteteht auf dem Träger der Punktreihe eine zu ihr projektive zweite 
Reihe. 

Die Wurzeln der obigen quadratischen Gleichung sind: 

es ist nun Qi + (ly — 4Av = (/* — /*')* + 4(^/*' "" ^^)' 

Wenn nun | und £' Abszissen von Punkten sind, so ist (i(i — Av > 
oder < 0, je nachdem die Potenz positiv oder negativ. Man sieht, 
daß im ersten Falle die Wurzeln notwendig reell sind, im zweiten 
aber können sie reell, vereinigt, imaginär sein. 

Diesen Satz über die Zahl 2 der Eoinzidenzelemente ineinander 
liegender projektiver oder, wie wir sie kürzer nennen wollen, kon- 
jektiver Gebilde werden wir bald zu zahlreichen Folgerungen ver- 
werten, später aber zu einem allgemeineren Satze, dem Ghaslesschen 
Eorrespondenzprinzip, erweitem. 

6* 



84 I> § 11> Ineinander liegende projektive Gebilde. Inyolutorische Gebilde. 

69 Dem Elemente X = 7' entsprechen in beiderlei Sinn im all- 

gemeinen zwei verschiedene Elemente X!^ Y. Wir fragen ans nun: 
Kommt es vor, daß diese beiden Elemente sich yereinigen, so daß 
dann zwei Elemente vorliegen, die sich in beiderlei Sinn oder 
doppelt entsprechen, jedem als Elemente des ersten Gebildes das 
andere im zweiten? Natürlich kann es sich nnr um zwei getrennte 
Elemente handeln; denn für die Eoinzidenzelemente ist es selbstver- 
ständlich. Da besteht nun der folgende fundamentale Satz: 

Wenn bei zwei konjektiven Gebilden einmal zwei (ge- 
trennte) Elemente sich in beiderlei Sinne oder doppelt ent- 
sprechen; so geschieht dies durchweg. 

Vorausgesetzt ist, daß dem Elemente X= F' zwei sich ebenfalls 
deckende und von ihm verschiedene Elemente X'; Y entsprechen; ist 
dann Z = TF' ein drittes Element, so fallen, das ist die Behauptung; 
auch die beiden ihm entsprechenden Elemente Z' und W zusammen. 
In der Tat; wir haben zwei entsprechende Würfe, also ist: 

{XYZW) = {X'TZ'Wy, 
wegen der vorausgesetzten Identitäten ist: 

{X'TZ'W')^(YXZ'Z), 
iYXZ'Z)^{XYZZy, 
{XYZW)^{XYZZ'), 

d. h. Tr= z'y 

Daraus folgt nuU; daß bei konjektiven Punktreihen, welche der 
jetzigen Voraussetzung genügen; auch die beiden dem unendlich 
fernen Punkte entsprechenden Fluchtpunkte Q' und B, sich 
vereinigen; wählen wir als neutralen Namen fQr diesen Punkt 0, 
so geht die Potenz BX'Q'X' über in OX'OX\ 

Wir sehen: Die Paare der durchweg in beiderlei Sinne 
sich entsprechenden Punkte bilden eine Involution; von 
der die konstante Größe OXOX' die Potenz ist, also der 
Zentralpunkt; der ja auch zum unendlich fernen Punkte gepaart ist. 
Infolgedessen nennt man solche konjektive Punktreihen involutorisch; 
und spricht man von involutorischen projektiven Gebilden; so ist der 
Zusatz ;;ineinander liegend^' nicht notwendig. 

Man spricht aber auch von involutorischer Lage ungleich- 
artiger projektiver Gebilde, etwa Punktreihe und Ebenenbüschel; 

1) Diese ErörteraDgen setzen voraus, daß es sich um eine nicht ausartende 
Projektivität handelt; für zwei ineinander liegende Gebilde, die sich 
in ausgearteter Projektivität befinden, bilden die beiden singu- 
lären Elemente ein Paar sich doppelt entsprechender Elemente. 



bekanntlich ist: 
daher: 
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wenn das Perspektive Oebilde des einen^ das auf dem Träger des 
anderen entsteht und diesem konjektiy ist, zu ihm involutorische 
Lage hat. 

Werden zwei projektive Punktreihen so auf dieselbe 
Gerade gelegt, daß die beiden Fluchtpunkte R, Q' auf den- 
selben Punkt fallen, so entspricht diesem Punkt der unendlich 
ferne in beiderlei Sinne; also sind die Punktreihen involutorisch 
geworden, und die Involution ist hyperbolisch oder ellip- 
tisch, je nachdem die Punktreihen nunmehr ungleichlaufend 
oder gleichlaufend sind. In den einen Punkt eines Paares fallen 
X, Y'y in den anderen F, X', also liegen die gleichen Strecken 
XF, X'F' verkehrt aufeinander. 

Bei der hyperbolischen Involution haben sich gleiche 
Strecken aus F^ aufeinander gelegt, welche die Fluchtpunkte 
ausschließen, weil gepaarte Punkte auf derselben Seite des Zentral- 
punktes liegen, bei der elliptischen hingegen Strecken aus F,, 
welche die Fluchtpunkte einschließen. 

Durch die Möglichkeit, zwei gegebene projektive Punktreihen so- 
wohl hyperbolisch als elliptisch involutorisch zu machen, sind von 
neuem die Involutionen der Strecken von F^ und derjenigen von F^ 
bewiesen, sowie auch die Gleichheit ihrer Potenzen mit derjenigen 
der gegebenen Projektivitai 

Das andere System F^ bzw. F^ ergibt sich vermittelst der In- 
volution, die denselben Zentralpunkt, aber entgegengesetzt gleiche 
Potenz hat. Seien den Punkten X, X' eines Paares der gegebenen 
Involution in dieser zweiten Involution Z, Z' gepaart, welche eben- 
falls ein Paar der ersten bilden, so sind XZ und X Z' gleich. 

Die Doppelpunkte — dieser Name wird sich bei der Involution 
als berechtigt herausstellen — sind natürlich die Eoinzidenzpunkte 
der konjektiven Punktreihen, und wir sehen nochmals, warum die 
elliptische Involution keine reellen hat: die Strecke iZQ', innerhalb 
deren bei gleichlaufenden konjektiven Punktreihen allein Eoinzidenz- 
punkte möglich sind, ist nicht mehr vorhanden. 

Es liegen zwei konjektive Büschel vor, welche die 70 
Eigenschaft haben, daß alle entsprechenden Elemente in 
beiderlei Sinne sich entsprechen; sie schneiden dann in eine 
beliebige Transversale konjektive Punktreihen von derselben Eigen- 
schaft ein. Also bilden nach dem Vorangehenden die in beiderlei 
Sinne sich entsprechenden Punkte eine Involution, und da die In- 
volution sich durch Projektion überträgt, so gilt dies auch für die 
sich in beiderlei Sinne entsprechenden Elemente der Büschel. Daher 
sind dieselben auch involutorisch. Wenn nun 5, t die Zentral- 
strahlen der Involution sind und x^x zwei gepaarte Elemente, 
die also in der Projektivitat in beiderlei Sinne sich entsprechen, so 
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ist, wie wir bei der Involution gelernt haben: 

cotff sx • coti? sx «= — 7— i^ . ^ , =» konst. 

Wir wissen, s und t sind rechtwinklig und bilden selbst ein Paar 
der Involution, sind sich also in der Projektivität in beiderlei Sinne 
entsprechend; d. h. nennen wir s auch ff so ist t auch s'\ und 
sty st' sind die entsprechenden rechten Winkel der Projek- 
tivität, die sich verkehrt aufeinandergelegt haben. Jene 
Potenzen aoig sx • Qoig sx' und cotg ^^ • cotg ^:r' der Involution 
sind daher auch die Potenzen cotg^rr-cotgi^'rr'und cotgi^a;-cotg5V 
der Projektivität. 

Man macht also zwei projektive Büschel involutorisch, 
wenn man die entsprechenden rechten Winkel verkehrt auf- 
einander legt, t' auf Sf s' auf t. Man hat dann ein Paar in beiderlei 
Sinne sich entsprechender Elemente; also sind es alle. Je nachdem 
nun die Büschel ungleich- oder gleichlaufend geworden sind, 
ist die entstandene Involution hyperbolisch oder elliptisch. 
In jenem Falle haben sich entsprechende gleiche spitze 
Winkel verkehrt aufeinander gelegt, welche die Schenkel 
der entsprechenden rechten Winkel ausschließen, während 
die Nebenwinkel sie einschließen, also aus Pj, in diesem Falle 
hingegen solche gleichen Winkel zwischen entsprechenden 
Strahlen, welche s und t' einschließen, während die Neben- 
winkel t und s einschließen, also aus F^, 

Eine parabolische Involution mit der Potenz muß aus projek- 
tiven Gebilden mit dieser Potenz entstehen, also aus ausgeartet-pro- 
jektiven: man hat diese so aufeinander zu legen, daß die singulären 
Elemente sich decken. 

Wir verstehen nunmehr auch die Involutionsbeziehung (Nr. 11) : 

sie sagt aus, daß in konjektiven Gebilden den Xj, F^, X^, X, die 
Fl, Xj, Z,, Fg entsprechen, also X^, F^ in beiderlei Sinne; daher 
sind die Gebilde involutorisch und ^F^, XjF,, XjFg drei Paare der 
Involution. 

Umgekehrt kann man aus jeder Involution projektive 
Gebilde bilden; sind AÄyBB'jCC\BB'y. , . gepaart, so ist: 

ÄÄ'BB'CC'BB'. . . A ÄAB'BC'CB'B . . . 

Drei Paare entsprechender Elemente bestimmen die Projektivität, 
zwei Paare AA, BS eine Involution; dies folgt aus jenem, indem 
als drittes Paar das eine Paar im umgekehrten Sinne entsprechend 
zu nehmen ist; die Involution ist als Projektivität durch: 

ABÄ A A'B'A 
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festgelegt; daß B und IB sich aucli doppelt entsprechen, wissen wir 
ans dem Fundamentalsatze*, es folgt aber auch aus: 

(AB AB') - {AB' AB) . 

Halten wir von den bestimmenden Paaren einer Involution AÄ, 
BB' die einen Elemente A, B fest^ während die andern das Gebilde 
durchlaufen, so ergibt sich, daß in demselben Gebilde oo' In- 
volutionen möglich sind. 

Es seien Jf, N die Eoinzidenzelemente (jM'= M^ N*^ N) zweier 71 
konjektiver Gebilde; sie mögen zunächst reeU sein. 

Es ist dann; 

{MNXY)^{MNX'Y')', 
daraus folgt: 

{MNXX') « (MNTTy, 

folglich hat dieses Doppelverhältnis (MNXX') für alle 
Paare XX' entsprechender Elemente denselben Wert, ist 
eine Invariante 

Sind die Gebilde involutorisch, so wissen wir von der Involution 
her, daß diese Invariante — 1 ist, können es aber auch aus: 

(MNXX') - (MNX'X) 

folgern, indem ja jedes der beiden entsprechenden Elemente X, X 
zum ersten, das andere zum zweiten Gebilde gerechnet werden kann. 

Aus 

(MNXX') = {MNYY') 

folgt: 

* {MNXX') - (NM r Y) ; 

dies bedeutet, daß MN^ XY\ X'Y in Involution sind, wenn 
My N die Eoinzidenzelemente konjektiver Gebilde und X 
und X\ Y und Y' in ihnen entsprechend sind. 

Daraus ergibt sich, daß für alle Projektivitäten zwischen 
zwei ineinanderliegenden Gebilden, welche zwei Paare ent- 
sprechender Elemente AÄ^ BB' gemeinsam haben, die Eoin- 
zidenzelemente die durch die Paare AB\BA' bestimmte In- 
volution durchlaufen. 

Ist also das eine Eoinzidenzelement bekannt, so findet 
man das andere als sechstes Element in Involution, mithin 
linear. 

Wie sieht die bilineare Relation aus, wenn es sich um involu- 72 
torische Gebilde handelt? Nehmen wir an, die beiden (verschiedenen) 
Elemente So ^^^ Si entsprechen sich doppelt; so muß der Relation 
sowohl durch 5 =» 5o> 5'=* li> als a^ch durch 5 ■= Si> S'™ 6o g^Ji^g*» 
werden, also: 

^5igo+f*Si + ft'lo+v = 0; 



1 
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daher durch Subtraktion: 

(f*-f*')(lo-li)-0, 
demnach: 

Die bilineare Relation für involutorische Gebilde lautet: 

xir+Ki + n + ^'-o 

und ist symmetrisch nach | und £'; diese können vertauscht 
werden: jede zwei Elemente entsprechen sich doppelt, unsere früheren 
Parameterrelationen für Involution waren symmetrisch; wir sehen^ 
das ist notwendig und — wofern es sich um ineinanderliegende 
Gebilde handelt — charakteristisch. 
73 Kehren wir wiederum zu allgemeinen konjektiven Gebilden zurück. 

Wir haben aus der bilinearen Relation die quadratische Gleichung 
für die Parameter der Eoinzidenzelemente abgeleitet; ihre Wurzeln 
m. n sind: 

WO iJ — y{ii + ft')*— 4ilv, deren Imaginarsein die Eoinzidenzelemente 
imaginär macht; | und ^' seien entsprechende Parameter^ die also der 
bilinearen Relation genügen^ so bilden wir das DoppelverhältniS; un- 
bekümmert um etwaige Imaginärietät von m,n: 



_ 2tr + 0i + ft0( g + r) + Jg(6 -J)+±H^ . 

darin ist (ji + (i)* — R* durch AXv ersetzt und durch 2X gehoben. 
Ersetzen wir weiter 2v + 2 A||' durch — 2/t5 — 2ft'|', so ergibt 
sich, weil (/t + ^0 (g + l') - 2ftg - 2,t'r - - Ot - ^0 (g - r) ist: 

Damit ist die Eonstanz von (MNXX') nun auch für imaginäre 
Eoinzidenzelemente festgestellt; es ist im allgemeinen imaginär, weil 
R imaginär. Sind aber die Gebilde involutorisch, also [i » fi\ so ist 
diese Invariante — 1, auch wenn R imaginär ist. 

Das Doppelverhältnis von zweimal zwei konjugiert ima- 
ginären Elementen mit den Parametern a-±bi, c-^di ist: 

(g + fti — c — d*)(a — fet — c + d*) (g — c)' + (6 — d)' 
(g — &» — c — dt) {a + bi — c + dt) "" (g — c)* + (6 + d)« ' 

also reell. 
74 Besprechen wir einige interessante Fälle involutorischer Gebilde. 

Die Elemente ü^, A, sind zu Jl,, Jl^ harmonisch, wenn (Nr. 22): 
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Nelunen wir X^, X^ fest, X^, X^ veränderlich, so haben wir eine sym- 
metrische bilineare Relation; also bewegen sich, wie wir schon wissen, 
Aj, X^ in volutorisch -projektiv. Halten wir aber zwei nicht zugeord- 
nete Elemente X^, X^ fest und bewegen X^, X^, nach denen wir dann 
anordnen, so ist die Relation bilinear, aber nicht symmetrisch: 

^^4 + (^8 - 2 AJ X, + {X, - 2 A,) A, + X,X, - 0, 

es bewegen sich also A,, X^ projektiv, aber nicht involutorisck 

Zwei ungleichlaufende gleiche Punktreihen, welche in- 
einander liegen, haben zwei reelle Eoinzidenzpunkte; der eine N 
ist ersichtlich der unendlich ferne Punkt, M sei der andere endliche. 

Dann ist MX M'X' MX'-, also haben aUe Strecken XX' 

zwischen entsprechenden Punkten den Punkt M zum Mittelpunkt: es 
liegt eine gleichseitig-hyperbolische Involution vor. Ersicht- 
lich ist ja auch, daß, wenn Y in X' fallt, dann Y' in X fallen muß; 

femer, daß (MNXX') = ^^^ — — 1. 

Ebenso haben zwei ungleichlaufende gleiche Büschel, 
welche ineinander liegen, zwei reelle Eoinzidenzelemente. Ist m 
das eine, so fallen die beiden einander entsprechenden Elemente, 
welche zu beiden Seiten mit ihm einen rechten Winkel bilden, zu- 
sammen, also in das zweite Eoinzidenzelement n; nun bilden aber, 
weil die Büschel gleich- und ungleichlaufend sind, jede zwei andere 
entsprechenden Elemente x, x' mit m (und demnach auch mit n) ent- 
gegengesetzt gleiche Winkel; also sind m, n die Halbierungselemente 
aller Winkel xx\ es liegt eine gleichseitig-hyperbolische In- 
volution im Büschel vor. 

Sind die Büschel aber gleich und gleichlaufend, so ist 
der Winkel zwischen entsprechenden Elementen konstant. 
Ist er vom Rechten verschieden, so ergibt sich nicht Invo- 
lution; denn es sei :r = / ein Element des Büschels und x^ y seien 
die beiden entsprechenden, so ist xx' ^ VV' ^ — y'V'i daher bilden x' 
und y entgegengesetzt gleiche nicht rechte Winkel mit x ^ y'y fallen 
also nicht zusammen. 

Dies findet aber statt, wenn der konstante Winkel ein 
rechter ist; es entsteht eben die rechtwinklige Involution. 

Im obigen Falle ungleichlaufender Büschel gilt die in Nr. 64 
erhaltene Relation mit den untern Zeichen: 

(1) ir-f»(i + n-i-o, 

wobei die Winkel, deren Eotangenten |, ^' sind, in unserm Falle — 
wegen des einheitlichen Parameters — von demselben Anfangsstrahle 
o ab gezahlt werden. Die Beziehung ist für jeden Wert von ft 
symmetrisch in | und %'. 
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Im andern Falle gilt diejenige mit den oberen Zeichen: 

(2) ir+xi-io + i-o; 

der Winkel ox' — ox, dessen Eotangente ft ist, ist der konstante 
Winkel xx\ Die Relation ist nur symmetrisch, wenn f* = 0, also 

XX = Y ^3*- 

Die Relation für die rechtwinklige Inyolution ist daher: 

ir+i-o; 

wie ja auch aus Nr. 15 unmittelbar hervorgeht. Für die Doppel- 
elemente gUt: 

Also bilden diese imaginären Doppelelemente mit dem An&ngsele- 
mente — einem beliebigen Elemente des Büschels — Winkel, 
deren Eotangenten i = ")/ — 1, — i sind, die Tangenten also — i, i. 

Dieselbe quadratische Gleichung ergibt sich aber aus (2) auch 
bei beliebigem ft, also für die Eonzidenzelemente gleicher gleich- 
laufeuder ineinander liegender Büschel, welches auch der konstante 
Winkel xx ist. 

Also bei zwei ineinander liegenden gleichen und gleich- 
laufenden Büscheln, die man ja am einfachsten durch 
Drehung eines konstanten Winkels xx' erhält, sind die 
imaginären Eonzidenzelemente immer dieselben, welches 
auch dieser Winkel sei, mithin identisch mit den imagi- 
nären Doppelelementen der rechtwinkligen Involution im 
Büschel. Sie bleiben bei der genannten Drehung fest. 

Nennen wir diese Elemente i+, i", so wissen wir: das Doppel- 
yerhältnis (xx'i'^i^) ist konstant, der Winkel y = xx' ist es aber 
auch; also ist eine Beziehung zwischen beiden zu vermuten, aus der 
diese gleichzeitige Eonstanz folgt. Wir haben bei beliebigem An- 
fangsstrahle 0, indem wir die bequemeren Tangenten als Parameter 

benutzen: 

, , .^ .x tangof^ — tang ox ^ tangot" — tang ox 

^ ^ tangot"^ — tangox' ' tangot" — tangox'^ 

oder noch einfacher, wenn x als Anfangsstrahl genommen wird: 

(xx'i^i-\ = ^^g^*'" . ^°g^*" ^ -* . * 

^ ^ tang xi^ — tang9 * tang x%~ — tang g) — t — tangg) * » — tang tp 

f — tang9 1 + ♦ tang qp cob qp + ♦ sinqp __ e ^ _^ •,-, 

% + tang9 1 — f tang qp cos qp — iaincp e"*^ 
Daher: 

y = -r-r Z(rcrc'i+t"). 

In dieser Beziehung steht also der Winkel zweier Ele- 
mente X, x' zu dem natürlichen Logarithmus des Doppel- 
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TerhältnisseSy das durch die beiden Elemente und die ima- 
ginären Doppelelemente der rechtwinkligen Involution in 
ihrem Büschel gebildet wird.^) Die Gleichheit zweier Win- 
kel ist zurückgeführt auf die Gleichheit zweier Doppel- 
Terhältnisse. 

Diese Definition des Winkels gestattet die Verallgemeinerung 
in diejenige der Metrik der nichteuklidischen Geometrie. 

Wir haben eben einen speziellen Fall gehabt, in welchem die 75 
Eoinzidenzelemente konjektiyer Gebilde mit den Doppelelementen 
einer Involution in demselben Gebilde identisch sind. Da die In- 
volution eine einfachere Figur ist, als allgemein konjektiye Gebilde, 
so liegt der Wunsch nahe, in jedem Falle konjektiver Gebilde 
eine solche Ersatz-Inyolution zu haben. 

Ein Element Z des Tragers heiße als Element des ersten 
Gebildes X, als Element des zweiten Y'\ ist nun Z^ das 
vierte harmonische Element, dem Z zugeordnet in bezug 
auf die beiden entsprechenden Elemente X! und F, so be- 
schreiben die Paare ZZ^ eine Involution, und ihre Doppel- 
elemente sind mit den Eoinzidenzelementen M^ N der ge- 
gebenen Gebilde identisch. 

In der Tat, wir fanden (Nr. 71), daß MN, XT, XT in In- 
volution sind. Daher ist Z, in dem sich X und Y' vereinigt haben, 
das eine Doppelement dieser Involution, und das zu ihm harmonische 
Element Z^ in bezug auf das Paar X'Y ist das andere Doppel- 
element; zu ihnen sind My N, die ebenfaUs ein Paar dieser Invo- 
lution bilden, harmonisch; also erzeugen die Z, Z^ die Involution mit 
den Doppelelementen My N] sie ist bestimmt, wenn zwei Paare ZZ^ 
hergestellt sind. 

Oder, indem wir Punktreihen betrachten, was ja genügt, da es 
sich um projektive Eigenschaften handelt, so seien B, Q' die Fluchlr 
punkte der konjektiven Reihen, p ihre Potenz; wir setzen BQf '=^2d. 
Für einen Koinzidenzpunkt M (oder N) ist: BM-Q'M^p und 
UM— QfM^2d] daraus folgt die quachratische Gleichung: 

B]iP'-2d'EM^p, 

und dieselbe für BN. Also ist BM die eine, BN die andere 
Wurzel: 

BM = d + yd'+p, BN^d- yrf»-f p; 

daher einfacher, wenn die Mitte von BQf ist, so daß BO^d^ 
<3f0^^d: _ 

OM^ + Y^^p, ON Vd^+p, 

— » 

1) Zum ersten Male yon Laguerre ausgesprochen: Nouvelles Annales de 
Math^matiqnes 1868 S. 67. 
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Bilden wir nun die Potenz mit den entsprechenden Punkten X 
nnd X' oder Z und X', so ist BZ- Q'X' ^{OZ + d)(OX' - (i) = ft 
also: 

Ebenso ist EZ-^'Z»-!), (Or+d)(Or-<i)-jj, Zr=^+^-^— • 
Da aber Z und Z^ za X' und Y harmonisch sind, so ist (Nr. 7): 



zz^ zx ' zr» 

also: 

ZZ, -=^-±^i^, OZ, - 0Z+ ZZ, - ^; 

mithin 

folglich beschreiben Z und Z^ eine Involution mit dem Zentralpuukte 
und der Potenz p + d*; ihre Doppelpunkte haben also von die 

Entfernungen ± yp + <P, folglich dieselben wie die Eoinzidenzpunkte 
Jkf, N der gegebenen konjektiven Punktreihen.^) 

Für den Fall, daß die Eoinzidenzelemente imaginär 
sind, haben wir in dieser Involution, welche vollständig 
reell konstruiert werden kann, den „reellen Repräsentanten^ 
(Nr. 29). 

Überzeugen wir xms für ungleichlaufende konjektive Punktreihen, 
daß die Involution notwendig hyperbolisch ist. Dem unendlich 
fernen Punkte sind die beiden Fluchtpunkte Q[j R, entsprechend; 
die Mitte M von BQf ist ihm in der Involution gepaart, also ihr 
Zentralpunkt, wie das ja auch im vorangehenden gefunden wurde. 
Wir nehmen die Figur von Nr. 67, wo gefunden wurde, daß, wenn 
X von B nach links bis Q^, geht, dann X' von JT« nach rechts 
bis Q' geht. Mit R sei S' identisch; weil S' links von Q' liegt (den 
wir rechts von R liegend annehmen wollen), so muß S links von R 
liegen; dem R entspricht K ^, der vierte harmonische Punkt, dem 
R^S" in. bezug auf R\ und 8 zugeordnet, liegt doppelt so weit 
von ü als 5, also links von Jlf, ebenso wie R und die Potenz ist 
positiv. Wenn die Punktreihen gleichlaufend sind, so liegt S rechts 
von i2; es kann aber der doppelt so weite Punkt zu beiden Seiten 
von M oder iu M selbst liegen, so daß alle drei Involutionen mög- 
lich werden. 

Fallen für zwei verschiedene Elemente Z die zugehörigen vierten 
harmonischen Z^ zusammen, so wird die Involution parabolisch; 
durchweg fällt dann Z^ in dieses Element, in welchem die Eoinzi- 
denzelemente der konjektiven Gebilde sich vereinigt haben. 



1) Beweis von Schröter: Steiner-Schröter*s Vorlesungen 8. Aufl. Kr. 46. 
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Zwei rechtwinklige Strahleninyolutionen in derselben Ebene 76 
(oder in parallelen Ebenen) sind parallel, d. h. zu jedem Strahlen- 
paare der einen gibt es ein paralleles in der andern: diese beiden 
Paare sehneiden daher in die unendlich ferne Gerade der Ebene (oder 
die gemeinsame Gerade der beiden Ebenen) dasselbe Ponktepaar ein. 
Darans ergibt sich: 

Alle rechtwinkligen Involutionen einer Ebene (und jeder 
zu ihr parallelen Ebene) schneiden in die unendlich ferne 
Gerade dieselbe feste Involution; in welcher zwei Punkte 
gepaart sind, die in zueinander rechtwinkligen Richtungen 
unendlich fern sind. Wir wollen sie die absolute Involution 
der Ebene (und jeder parallelen Ebene) nennen, und ihre imaginären 
Doppelpunkte die absoluten Punkte der Ebene, Punkte, die 
von der größten Wichtigkeit in der modernen Geometrie geworden 
sind. In der absoluten Involution haben wir ihren reellen 
Repräsentanten. 

Strahlen der Ebene, welche nach einem dieser absoluten Punkte 
gehen, mögen isotrope Strahlen heißen (nach der Terminologie 
der Franzosen); die Doppelstrahlen i+, i~ jeder rechtwinkligen 
Involution oder allgemeiner die Eoinzidenzstrahlen zweier 
gleichen und gleichlaufenden konzentrischen Strahlen- 
büschel der Ebene sind isotrope Strahlen« und umgekehrt, die 
beiden isotropen Strahlen eines Strahlenbüschels sind immer die Doppel- 
strahlen der rechtwinkligen Involution in ihm. Für sie gilt: 

cotg öi+ «" i, cotg oi" = — i, 

wo ein beliebiger Strahl des Büschels ist. 

Zwei isotrope Strahlen, welche nach demselben abso- 
luten Punkte gehen, sind sowohl parallel, weil sie eben den- 
selben unendlich fernen Punkt haben, als normal, weil sie nach 
einem sich selbst gepaarten Punkte der absoluten Involution gehen. 
Ihr Winkel ist ganz unbestimmt. Denn welches auch der kon- 
stante Winkel tp « xaf zweier gleicher imd gleichlaufender konzen- 
trischer Strahlenbüschel ist, in jedem der beiden isotropen Strahlen 
vereinigen sich entsprechende Strahlen, und die parallelen Strahlen, 
in welche zwei so vereinigte Strahlen durch Parallelverschiebung des 
einen Büschels übergehen, bilden den Winkel 9. 

Nachdem die absolute Involution der Ebene eingeführt ist, sind 
zwei zueinander rechtwinklige Strahlen der Ebene als solche 
zu definieren, welche nach gepaarten Punkten der Involution 
gehen; was zu einer Verallgemeinerung des Begriffs normal führen wird. 

Für gleiche Strahlenbüschel, im allgemeinen in verschiedenen 
Ebenen gelegen, fanden wir die bilineare Relation (Nr. 64): 
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in welcher i = cotgox, 5'==cotgöiV und 0,0/ beliebige Strahlen 
der Büschel sind. Sie wird, im Falle der oberen Zeichen; durch 

im Falle der unteren Zeichen durch: 

befriedigt; d. h. die isotropen Strahlen des einen Büschels 
korrespondieren denen des andern. 

Umgekehrt, zwei projektive Strahlenbüschel; in denen 
die isotropen Strahlen entsprechend sind; sind gleich. 

Es ist bequemer; die Anfangsstrahlen und 0' entsprechend zu 
nehmeu; sowie die Tangenten zu benutzen. Die bilineare Relation sei: 

X tang ox • tang o'x' + ft tang ox + gi tang o'x' = 0; 

das absolute Glied v muß fehlen; weil x und x' gleichzeitig nach o 
und 0' fallen. Fallen x und x' in entsprechende isotrope Strahlen^ 
so ist bei dem einen Paare: tang ox » i, tang oV = ± i, bei dem andern: 
tang ox ^ — I, tang oV « + i. Jene Werte führen eingesetzt zxx: if l 
+ (fi ± fi') i = 0; diese zu: T A — (|x ± ft') i «= 0; daraus folgt: X = 0, 
fi ± fi' » 0. Die bilineare Relation ist also : 

tang oa; = ± tang oV; oder: orr = ± 0V5 

womit die Gleichheit bevdesen ist. 

Das Entsprechen der isotropen Strahlen bedeutet ja auch; daß 
die rechtwinkligen Involutionen in den Büscheln; deren Doppelstrahlen 
sie sind; entsprechend sind; jedem Paare der einen ein Paar der 
andern; jedem rechten Winkel des einen Büschels ein rechter Winkel 
im andern, womit auch die Gleichheit ausgesprochen ist. 

Liegen die gleichen Büschel in derselben Ebene; so entspricht 
den obem Zeichen Gleichsinnigkeit; den untern üngleichsinnigkeit; 
tang ox = i; tang o'x' =» i bedeutet das Hingehen von Xy x nach dem- 
selben absoluten Punkte; während bei tang ox = i; tang oV= — iy x 
und X nach verschiedenen absoluten Punkten gehen. 

Also: Zwei projektive Strahlenbüschel derselben Ebene 
(oder in parallelen JBbenen) sind gleich und gleichsinnig 
oder ungleichsinnig; wenn die entsprechenden isotropen 
Strahlen nach demselben oder nach verschiedenen absoluten 
Punkten gehen. 

Das bedeutet; im letzteren FallC; involutorisches Entsprechen der 
isotropen Strahlen; wenn die Büschel ineinander liegen. 

Durch Umklappung der Ebene vertauscht man die absoluten 
Punkte; Gleichsinnigkeit imd Üngleichsinnigkeit. 
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§ 12. Weitere Sätze über die Involution. Multiplikation von 

Verwandtscliaften. 

Eine Involution ist durch die symmetrische bilineare Relation 77 
definiert: 

Air+Ki + n + t'-^o; 

ihre Doppelelemente genügen der Gleichung: 

und sind reell oder imaginär, je nachdem ft*— Ai/>0 oder <0 ist. 
Wenn sie Paare mit konjugiert imaginären Elementen besitzt, so 
muß der Relation mit 

genügt werden können, wo x, y reell sind. Dies gibt 

X{a^+y^ + 2^x + v^0 
oder: 

{kx + ft)*+ A«y>+ {kv - ft>) - 0. 

Im Falle der elliptischen Involution, wo Av — ft* > ist, kann dieser 
Gleichung nicht durch reelle Werte von x, y, bei denen alle drei 
Glieder links positiv sind, genügt werden. 

Die elliptische Involution besitzt daher keine Paare 
aus zwei konjugiert imaginären Elementen; das ist auch aus 
dem Fehlen reeller Doppelelemente zu folgern, denn diese bilden ja 
den Übergang von den Paaren mit reellen Elementen zu denen mit 
konjugiert imaginären Elementen. 

Die Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit reellen Koeffi- 
zienten sind reell oder konjugiert imaginär; sind sie also die Para- 
meter eines Paares einer elliptischen Involution, so sind sie reeU. 

Es seien nun zwei Involutionen auf dem nämlichen Träger ge- 
geben; wir fragen, ob es ein gemeinsames Paar gibt. Die Relationen 
(in derselben parametrischen Bestimmung) seien: 

Asi'+<t(i + r) + v = o, 

die Parameter des gemeinsamen Paares haben beiden zu genügen; 
wir erhalten zunächst durch Auflösung nach U' und 5 + 5', in denen 
die Gleichungen linear sind: 

daher sind | und 5' die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(X(i^ — ftAjl* + (Xv^ — i/Xi)| + (fti/^ — i/ftj) = 0, 
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welche reelle Koeffizienten hat. Das gemeinsame Paar hat daher 
entweder zwei reelle Elemente oder zwei konjugiert imaginäre. Ist 
demnach mindestens eine der Involutionen elliptisch^ so kann nur das 
erste der Fall sein. 

Zwei auf demselben Träger befindliche Inyolutionen 
haben ein aus reellen Elementen bestehendes Paar gemein, 
wenn mindestens eine von ihnen elliptisch ist. 

Für den Fall, daß die beiden Inyolutionen ungleichartig sind, 
erkennen wir es aus der Diskriminante der obigen quadratischen 
Gleichung sofort, dieselbe ist: 

kann auch in der Form: 

geschrieben werden; sie ist > 0, wenn die beiden Diskriminanten 
fi* — XVf iL^ — X^v^ ungleiche Vorzeichen haben. 

Wie bei zwei hyperbolischen Involutionen das gemeinsame Paar 
beschaffen ist, ist in Nr. 22 erörtert worden. 

Daraus folgt, daß eine elliptische Involution ein reelles 
Paar enthält, das zu einem gegebenen Paar, insbesondere 
einem, das zur Involution gehört, harmonisch ist: es ist das 
gemeinsame Paar der gegebenen und derjenigen, welche die Elemente 
des gegebenen Paares zu Doppelelementen hat. 
78 Wir haben (Nr. 29), mit Staudt, jedes der beiden imaginären 

Doppelelemente einer elliptischen Involution mit einem der beiden 
Sinne behaftet, um sie so voneinander zu unterscheiden, daß jedes 
von ihnen bei projektiven Operationen fiir sich verfolgt werden kann. 

Es seien jetzt in einer Ebene zwei Paare von kon- 
jugiert imaginären Punkten gegeben, repräsentiert durch 
zwei elliptische Involutionen auf w, u^*^ wir wollen die vier 
imaginären Verbindungslinien der einen Punkte mit den 
andern haben. Gelingt es uns, eine Strahleninvolution herzustellen, 
welche zu beiden Punktinvolutionen perspektiv ist, so sind ihre 
Doppelstrahlen zwei von jenen gesuchten Geraden. Wir machen aber 
eine Strahleninvolution perspektiv zu einer Punktinvolution, wenn 
zwei Strahlenpaare von jener über zwei Ponktepaaren von dieser 
stehen. Der Schnittpunkt der beiden Träger der gegebenen Punkt- 
involutionen sei Äy A^] Äy A<[ seien die ihm in den Involutionen ge- 
paarten Punkte und J?J5' sei das Paar der ersten Involution, das zu 
AA! harmonisch ist, ebenso B^^^ das der zweiten, welches zu A^A^ 
harmonisch ist.^) Durch diese Paare seien die Involutionen bestimmt 

1) Für das Paar ans dem Zentralpnnkte und dem unendlich fernen Punkte 
haben wir es in Nr. 14 konstruiert. Wir projizieren ein beliebiges Paar in 
dieses und das erhaltene harmonische Paar zurück. 
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und die Doppelpunkte der einen haben die Sinne AB AB' und 
AB'ÄBj die der andern die Sinne A^B^A^B^ und A^Bj^A^'B^. 
Nun ist^ wegen der Harmonizitat: 

AA'BB' A A^i'A-Bi'; 

der gemeinsame Punkt A, A^ entspricht sich selbst^ daher sind die 
beiden Würfe perspektiv: es laufen a=^A'A^', h^BB^^ V ^B'B^ 
in einen Punkt U zusammen; geht noch a von diesem nach dem 
gemeinsamen Punkte Ay A^y so stehen aa, hV über beiden Paaren 
der einen Involution und beiden Paaren der andern; die durch sie 
bestimmte Involution ist zu beiden gegebenen Involutionen perspektiv; 
der Doppelstrahl (mit dem Sinne) abaV verbindet die Punkte ABÄB' 
und A^B^Aj^Bi und der andere aVah die Punkte AB' AB und 

Es ist aber auch: 

AÄBB' A A^i'^i'-Br, 

es laufen daher a « A'A^y &/ = ^-^ly \ = B'B^ in einen Punkt ü^ 
zusammen; ist o^ dessen Yerbindungsstrahl mit dem gemeinsamen 
Punkt; so haben wir in {a^ay h^b^ eine zweite zu den g^ebenen 
Involutionen Perspektive Involution, und in ihren Doppelstrahlen 
ai&i'a'&i und ai\abi die beiden Geraden, welche ABA'B' mit 
A^B^A^B^ und AB'A'B mit A^B^A^B^ verbinden. 

Die Punkte Uy U^y die reellen Punkte, welche je den konjugiert 
imaginären unter den Verbindungslinien gemeinsam sind, liegen auf a', 
welche die dem gemeinsamen Punkte uu^ gepaarten Punkte verbindet, 
und zwar werden sie, wie das Viereck BB'B^B^ lehrt, durch u, u^ 
harmonisch getrennt 

Die Punkte ET, Ui bestimmen auf a eine dritte Involution mit 
ihnen als Doppelpunkten, welche zu den gegebenen in einer Beziehung 
steht, die bald besprochen werden wird. 

Man behandele die feldduale Aufgabe. 

Die eine der beiden Involutionen sei, beispielsweise, die absolute 
auf der unendlich fernen Gerade u^, die andere auf u eine beliebige 
elliptische. Der Punkt Ay A^ ist der unendlich ferne von u, Ä ist 
der Zentralpxmkt der endlichen Involution, A^ der unendlich ferne 
Punkt in senkrechter Richtung zu u, a also die Senkrechte auf u 
in A\ Das Paar jB, B' der Involution auf u ist dasjenige, welches 
durch Ä halbiert wird, B^y B^ sind unendlich fem auf den 
Halbierungslinien der Winkel von u und a', also TJ und U^ die 
Schnitte, mit a', der Parallelen zu ihnen durch B (oder jB^, daher 
gleichweit von A' entfernt, ebensoweit wie B und Bt, Die Potenz 
der Involution auf u ist A!B • ÄSy die der Involution auf a ist 
A'JJ^ ^ A'ü^y also jener entgegengesetzt gleich. 

Stnrm, Geom«tr. Venrandteohalton. I. 7 
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Ähnlich kann die Aufgabe gelöst werden: eine Projektiyität 
reell zn bestimmen, wenn ein Paar reeller Elemente und 
zwei Paare von konjugiert imaginären Elementen als ent- 
sprechend gegeben sind. Diese imaginären Elemente seien durch 
die Involutionen I und I^ gegeben^ und es muß genauer festgestellt 
werden^ welche Sinne einander entsprechen solleiL Die gegebenen 
reellen Elemente seien A und Ä^^ ihnen ro den Involutionen gepaart 
Ay A^y und wiederum seien JBJB'; -Si-Si' diejenigen Paare der- 
selben, welche zu AÄy bzw. A^A^ harmonisch sind. Wahlen wir 
den Wurf AB AB' und von den beiden Würfen A^B^A^B^y 
A^B(A^B^ denjenigen, welcher den entsprechenden Sinn hat, was 
etwa fOr den ersteren gelte, so ist die Projektivität reeU durch diese 
beiden projektiven Würfe bestimmt (oder durch drei Paare ent- 
sprechender Elemente aus ihnen). 

79 Eine gegebene elliptische Punktinvolution Jp soll aus einem 
Punkte durch eine rechtwinklige Strahleninvolution projiziert werden. 
In jeder Ebene durch den Träger m von Jp gibt es zwei reeUe Punkte, 
aus denen eine solche Projektion möglich ist. Da auch der Zentral- 
punkt und der unendlich ferne Punkt von m durch einen rechten 
Winkel zu projizieren sind, so müssen die gesuchten Punkte auf dem 
Lote sich befinden, welches in auf u errichtet ist. Wenn femer 
J5?^' ein anderes Paar von Jp ist, so haben wir die Punkte auf dem 
Kreise K^ über EIE' als Durchmesser zu suchen; weil JE, jB' zu ver- 
schiedenen Seiten von liegen, sind die Schnitte J7, TJ^^ dieses 
Kreises mit jenem Lote reell, liegen sTumietrisch in bezug auf u, 
was von vornherein zu erwarten war, und für die Entfernung OTJ 
gilt: OT]^^EO'OE'\ das ist der absolute Wert der Potenz 
von Ip. 

Diese zwei rechtwinkligen Paare der projizierenden Involution 
machen sie ganz rechtwinklig. 

In jeder Ebene durch den Träger u einer elliptischen 
Punktinvolution I^ gibt es also zwei reelle Punkte, aus 
denen sie durch eine rechtwinklige Strahleninvolution 
projiziert wird; sie befinden sich auf dem Lote, das auf u 
im Zentralpunkte errichtet ist, zu beiden Seiten in der Ent- 
fernung der Wurzel aus der absoluten Potenz der Involution. 

Durch sie gehen aUe Kreise, welche wie JC zu den übrigen 
Paaren der Involution gehören. 

Die sämtlichen Ebenen durch u liefern dann als Ort aller Punkte, 
aus denen Jp durch eine rechtwinklige Involution projiziert wird, den 
Kreis um den Zentralpunkt in der Ebene, die ia ihm auf u senk- 
recht steht, und mit der genannten Wurzel als Radius. 

80 Wir wenden uns zu den analogen Aufgaben: 
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Es soll erstens eine gegebene elliptische Strahleninvo- 
Intion I^ im Büschel {Pjo) durch eine rechtwinklige Ebenen- 
inyolntion projiziert werden. Die Axe v muß darch gehen. 
Es sei st das rechtwinklige Paar von J^; der rechte Winkel st liegt 
im rechten Flachenwinkel v{Sy{)\ dann muß (Nr. 62) einer der Schenkel 
Sy t zur Kante v normal sein. 

Wenn aber t normal zu v und zur Ebene vs ist^ so ist es auch 
die durch t gehende Ebene cOy oder t;^ ist die Ebene 6y welche in s 
auf (o senkrecht steht; also befindet sich v in dem Büschel (0, 6). 
und für jeden Strahl v dieses Büschels gilt; daß s und t aus ihm 
durch rechtwinklige Ebenen projiziert werden; denn t ist rechtwink- 
lig zu 6y mithin die Ebene vt normal zm vs oder 6, 

Wenn also 6 und r die Ebenen sind, welche auf cd in ^ und t 
senkrecht stehen ^ so haben wir die fraglichen Axen v allein in den 
Büscheln (0, <y), (0, r) zu suchen. Auf eine im ersteren Büschel be- 
findliche V sei eine senkrechte Ebene e gelegt, sie schneidet aus der 
projizierenden rechtwinkligen Ebeneninvolution eine rechtwinklige 
Strahleninvolution um den Punkt V^vs, Diese steht über der 
Punktinvolution, welche von der Schnittlinie sa^u aus I^ ausge- 
schnitten wird. Da s und oo zu <y normal sind, so ist es auch u, 
also ist u normal zu s und parallel zu ^; daher wird S ^ su Zentral- 
punkt dieser Involution, und der Ereis der Punkte, aus denen sie 
durch eine rechtwinklige Strahleninvolution projiziert wird, liegt in 6, 
die in S auf u senkrecht steht, und hat S zum Mittelpunkt. Es muß 
also V auf diesem Kreise liegen. Da aber v» OF zu s normal ist, 
so sind auch OV und SV rechtwinklig; d. h. OV ist Tangente aus 
an diesen Kreis. Wenn ee' irgend ein Paar von I^ ist und EE^ 
das Perspektive Paar auf u, so ist der Radius des Kreises YES-SE', 

Ahnliches gilt für r. Aber die beiden Ebenen unterscheiden 
sich. Es sei s derjenige Strahl des rechtwinkligen Paares, der in den 
spitzen Winkeln aller Paare liegt (Nr. 20), und t der in den stumpfen 

Winkeln befindliche. WeU ^ J5;0-B'< y , so ist OS^>ES'SE', 

folglich liegt außerhalb des Kreises und es sind 2 reelle Tangenten OV 
möglich. Dagegen bei der Ebene r wird innerhalb liegen. 

Wir haben also zwei reelle und zwei imaginäre Axen, die einen 
in 6y die andern in r; und jene ergeben sich folgendermaßen : 

Man bestimme denjenigen Strahl s des rechtwinkligen 
Paares, der innerhalb aller spitzen Winkel der Paare liegt, 
und die Ebene 6y die in ihm senkrecht auf m steht. Wenn 
dann I^ in einer Punktinvolution durch eine Transversale w, 
welche senkrecht zu s (und zu 6) ist, geschnitten wird, so 
werde in 6 um den Punkt us der Kreis geschlagen, dessen 
Radius gleich der Wurzel aus der absoluten Potenz dieser 
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Involution ist; die reellen Tangenten aus an ihn sind 
die gesuchten Axen^ offenbar symmetrisch zueinander in 
bezug auf o. 

In der analogen Ebene r gibt es zwei imaginäre. 

81 Nunmehr soll aus einer gegebenen elliptischen Ebenen- 

involution J, um u eine rechtwinklige Strahleninvolution 
geschnitten werden. 

Es sei 6t das rechtwinklige Paar und davon r diejenige 
Ebene^ welche in allen stumpfen Winkeln der Paare liegt. 
Wir wissen schon, jeder aus 6t ausgeschnittene rechte Winkel hat 
seinen einen Schenkel normal auf u; ist es der in 6, so steht dieser 
dann auf t senkrecht und damit auch die einschneidende Ebene. Also 
kann es sich nur um Ebenen handeln; die zu r oder 6 normal sind, 
und diese schneiden umgekehrt auch alle rechte Winkel aus 6t. 
Parallelverschiebung ist offenbar hier gestattet; also kann man die 
Beschränkung auferlegen, daß die gesuchte Ebene durch eine gegebene 
Senkrechte p auf r oder 6 gehe. Es sei p eine Senkrechte auf r. 
Die Involution, die auf ihr durch i, entsteht, hat tp =* T zum Zen- 
tralpunkt und der Kreis der Scheitel der projizierenden rechtwink- 
ligen Strahleninvolutionen um ihn liegt in r und kann daher die 
Axe u schneiden; denn auf dieser müssen die Scheitel der gesuchten 
Strahleninvolutionen liegen. Und in r geschieht es reell, in 6 nicht. 
Weil p rechtwinklig zu r und daher auch zu u ist, so geht durch 
sie eine Ebene normal zu u, welche also den Büschel u in einem 
gleichen Strahlenbüschel U schneidet. TU ist die Entfernung der u 
von T] sind wieder E, E' gepaart auf p, vom Paare bb* herrührend, 
so ist der Winkel EUE' stumpf, also TU^<ET'TE\ daher TU 
kleiner als der Radius jenes Kreises, und dieser wird von u geschnitten; 
in 6 sind die Schnitte imaginär. Demnach führt t zu zwei reellen, 
6 zu zwei imaginären Büscheln von Parallelebenen, welche rechtwink- 
lige Strahleninvolutionen aus J, schneiden. Jede Senkrechte j) zu r 
fuhrt zu einer Ebene aus jedem Büschel Man konstruiert in t 
um den Punkt tp den Kreis, dessen Radius gleich der Wurzel 
aus der absoluten Potenz der in p durch 1^ eingeschnittenen 
Involution ist; seine reellen Schnitte mit der Axe u der ge- 
gebenen Ebeneninvolution geben mit p verbunden die ge- 
suchten Ebenen. 

Durch jeden Punkt gehen also zwei reeUe und zwei imaginäre 
Ebenen. 

Endlich, wenn eine elliptische Punktinvolution Ip auf u 
gegeben ist, so projiziere man sie zunächst aus einem beliebigen 
Punkte P durch eine Strahleninvolution; es gehen also durch 
einen Punkt vier Axen, zwei reelle und zwei imaginäre, aus 
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denen sie dnrch eine rechtwinklige Ebeneninvolution pro- 
jiziert wird. 

Ist eine Ebene s gegeben^ so sei E' dem Schnitte E ^ bu ge- 
paart und der Fußpunkt der Lotes ans E' anf «; dem Büschel 
(Oj s) müssen die in b befindlichen Axen angehören. Ersichtlich 
bilden OE und OE' das rechtwinklige Paar der aus projizierenden 
StrahleninYolution, und b ist 6 oder r; eine Ebene enthält dar- 
nach zwei reelle oder imaginäre Axen^). 

Es soll jetzt gezeigt werden, wie aus zwei Involutionen (a)^ (6) 82 
auf a, 6 eine dritte abgeleitet werden kann, welche mit ihnen ver- 
bunden ist. S sei der Schnittpunkt von a, 6 und 93^ S seien ihm 
in (a), (6) gepaart, c die Verbindungslinie 9[93. Aus einem zunächst 
festgehaltenen Punktepaare AÄ von (a) projizieren wir sämtliche 
Punktepaare von (6) auf c, und zwar immer den einen Punkt aus A^ 
den andern aus A' und dann auch umgekehrt^ weil die beiden Punkte 
des projizierten Paares ja vertauscht werden können« Da wir die (6) 
in zwei konjektive Punktreihen auflösen können, so entstehen pro- 
jektive Strahlenbüschel um A und Ä und konjektive Punktreihen 
auf c. Diese sind aber involutorisch; denn zu (6) gehört auch S^; 
projizieren wir S aus A, 31 aus A'y so ergeben sich 93, 9[; projizieren 
wir aber 9t aus A, S aus Äy dann 9[y 93; also entsprechen diese 
beiden Punkte sich doppelt, folglich geschieht dies durchweg. Nimmt 
man ebenso ein festes Paar BB' aus (6) und projiziert in derselben 
Weise die (a) auf c, so ergibt sich ebenfalls eine Involution, für 
welche wir aber schon drei gemeinsame Paare mit der vorigen an- 
geben können, so daß sie identisch sind; eins ist S[S3 und die beiden 
andern werden durch {ABj A'B')j (AB\ A'B) eingeschnitten. 

Wird aus einem andern Paare A^A^ von (a) wiederum (b) pro- 
jiziert, so sehen wir ebenso ein, daß die erhaltene Involution auf c 
mit der bei BB' erhaltenen und also mit der bei AA' erhaltenen 
identisch ist, denn mit jener hat sie 9[93 und die durch (A^B, A^B')^ 
(A^B\ A^B) sich ergebenden Paare gemein. Und ebenso können 
wir ein anderes Paar von (6) nehmen, die Involution (c) auf c bleibt 
immer dieselbe. 

Wenn also auf zwei Geraden a, 6 zwei Involutionen (a), 
(6) gegeben sind und c die beiden Punkte 93, St verbindet, 
welche dem gemeinsamen Punkte S«a6 gepaart sind, so 
gehören alle die Punktepaare, die sich ergeben, wenn man 
C mit {ABj AB') oder {AB', A'B) schneidet, wo AA' irgend 
ein Paar von (a) und BB' irgend eins von (6) ist, zu der 
nämlichen Involution (c). In ihr sind auch ^, % gepaart. 
Nennen wir sie den Involutionen (a), (6) verbunden. 

1} Diese Eongraenz 4. Ordnung 2. Klasse subsruniert sich (dual) der in 
der Liniengeometrie Bd. n Nr. 488 besprochenen. 
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Liegen Äj B, C auf a, b, c in gerader Linie^ und seien Ä', B\ C 
zu ihnen in (a); (6)^ (c) gepaart ^ so muß {AB, AB') in c ein Paar 
einschneiden, d. h. C' liegt auf AB', 

Zu drei Punkten auf a, 6, c, welche in gerader Linie 
liegen, sind in den drei Involutionen (a), (6), (c) drei eben- 
falls in gerader Linie liegende Punkte gepaart. 

Daraus aber erhellt^ daß aus jeden zwei von den drei Inyo- 
lutionen die dritte in der nämlichen Weise sich ergibt; daher 
nennen wir sie kürzer drei yerbundene Involutionen, und um- 
gekehrt, wenn drei Involutionen auf den Seiten eines Drei- 
ecks so liegen, daß je die Ecken ein Paar bilden und einmal 
drei in gerader Linie liegenden Punkten A,B,C drei wieder- 
um in gerader Linie liegende Punkte Ä%B',C' gepaart sind, 
so geschieht dies durchweg; die Involution auf c hat ja mit der- 
jenigen, welche den beiden andern verbunden ist, die beiden Paare 
»« und c(ÄB, AB') « (7, C gemeinsam. 

Durch das Dreieck 8[S3(£ und zwei Transversalen ABC, 
A'B'C sind die drei verbundenen Involutionen vollständig 
und eindeutig bestimmt. 

Es sei nun die eine ABC so gezogen, daß sie die drei Außen- 
strecken 93*(£, S-S, 9[-93 triffi;, so kann die zweite A'B'C entweder 
ebenso beschaffen sein, oder sie triffi; nur eine Außenstrecke und zwei 
Innenstrecken (Nr. 52). Wird eine Seite von beiden Transversalen 
gleichartig oder ungleichartig getroffen, so ist die auf ihr entstehende 
Involution hyperbolisch oder elliptisch. 

Von drei verbundenen Involutionen sind entweder alle 
drei hyperbolisch oder nur eine und die beiden andern 
elliptisch. 

Lassen wir A und A' in einen Doppelpunkt zusammenrücken, 
ebenso B und B', dann vereinigt sich AB mit A'B', also auch 
C mit C. 

Auf jeder Verbindungslinie zweier Doppelpunkte zweier 
von drei verbundenen Involutionen liegt einer der dritten 
Involution. Daraus folgt, daß die sechs Doppelpunkte der 
drei Involutionen ein vollständiges Yierseit bilden, in 
welchem je zwei zusammengehörige Gegenecken sind und das 
gegebene Dreiseit das Diagonaldreiseit ist. 

Im ersten Falle, wo die Involutionen sämtlich hyperbolisch sind, 
ist dies Yierseit vollständig reell, im andern aber sind seine Seiten 
und zwei Paare Gegenecken imaginär, und nur das dritte Paar 
ist reell. 

Ist D ein reeller Doppelpunkt, etwa auf c, AA' wiederum ein 
beliebiges Paar von (a), so schneiden DA, DA' in 6 ein Paar ein; 
jedes Strahlenpaar aus I), das nach einem Paare von (a) geht, geht 
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auch nach einem von (6). D ist Scheitel einer Strahleninyolntion, 
die mit beiden Involutionen (a), (b) zugleich perspektiv ist. 

Wenn (a), (b) gleichartig sind, so ist (c) jedenfalls hyperbolisch. 
Aus jedem der Doppelpunkte der hyperbolischen Involution, 
welche zwei gleichartigen Involutionen verbunden ist, 
werden diese durch die nämliche Strahleninvolution pro- 
jiziert, und die Doppelstrahlen dieser Involution gehen durch die 
Doppelpunkte der einen und der andern. 

Sind (a) und (b) eUiptisch, so sind dies die Punkte Z7, U^, die 
wir in Nr. 78 konstruiert haben, imd diese beiden Strahleninvolutionen 
stellen je zwei konjugiert imaginäre von den vier Verbindungslinien 
der imaginären Doppelpunkte dar. 

Jedes vollständige Vierseit föhrt, umgekehrt, zu drei ver- 
bundenen Involutionen auf den Diagonalen, von welchen die 
Gegenecken Doppelpunkte sind. Denn auf jeder sind die beiden 
Diagonalpunkte gepaart, weil harmonisch zu den Gegenecken; und ein 
Tripel von Doppelpunkten auf einer Seite des Yierseits zeigt, daß auch 
die gepaarten und mit ihnen identischen Punkte in gerader Linie liegen. 

Es seien zwei verschiedenartige Involutionen auf rechtwinkligen 
Geraden o, b gegeben, fdr welche der Schnitt (£ gemeinsamer Zentral- 
punkt ist und deren Potenzen entgegengesetzt gleich sind. Aus dem 
Zeutralpunkt 6 folgt, daß die dritte Gerade c die unendlich ferne 
ist. Seien AA\BB' zwei Paare und (a) elliptisch, so ist A^-^A' 

— 6B-6J5', oder ä^'^WÄ'^ ^^^ ®^°^ ^^® rechtwinkligen Dreiecke 

A^B und B%A ähnlich, mithin ^ß^'-B' gleich mit ^BA und kom- 
plementär zu ^AB'^ d. h. A'B' ist normal zu AB, Die dritte Invo- 
lution ist die absolute. Und umgekehrt, kombiniert man die absolute 
Involution mit einer beliebigen (a), so steht der Träger b der dritten 
im Zentralpunkte von (a) auf a senkrecht, und die beiden endlichen 
Involutionen haben entgegengesetzt gleiche Potenz. 

Drei verbundene Involutionen (Ä), (83), (ß) um die Ecken 83 
eines Dreiecks haben die Seiten je zu gepaarten Strahlen und drei 
Strahlen, die in einen Punkt zusammenlaufen, sind in ihnen drei 
ebensolchen Strahlen gepaart, und wenn bei drei Involutionen (9(), 
(93), (G), in denen je die Seiten des Dreiecks gepaart sind, das ein- 
mal geschieht, so geschieht es durchweg, und die drei Involutionen 
sind verbunden. 

Mit zwei rechtwinkligen Involutionen (S), (93) ist verbunden eine 
gleichseitig-hyperbolische Involution mit unendlich fernem Scheitel in 
senkrechter Richtung zu S93, deren Doppelstrahlen die unendlich 
ferne Gerade und die Mittelsenkrechte auf 9[iB sind; denn in diese 
beiden Geraden schneiden die beiden Involutionen je dieselbe Invo- 
lution ein. 
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Wenn drei Punktinyolutionen (a), (b), (c) verbunden sind, 
so sind auch die drei Strahleninvolutionen, welche sie je 
aus der Gegenecke 9t, 93^ (£ projizieren, verbunden. 

Betrachten wir zuerst den Fall, daß die Involutionen sämtlich 
hyperbolisch sind. Es seien dann Daj D», De drei in gerader Linie 
liegende Doppelpunkte; weil der zweite D^' zu Dt harmonisch ist in 
bezug auf «, 85, so liegt er (Nr. 52) so, daß «D«, »Db, ©D/ in 
einen Punkt zusammenlaufen; das sind aber drei Doppelstrahlen von 
(9), (S3), (6); die drei ihnen gepaarten Strahlen, mit ihnen identisch, 
tun es also ebenfalls, folglich sind die drei Strahleninvolutionen 
verbunden. 

Sind aber zwei der Involutionen, etwa (6), (c) elliptisch, so sei 
CG' das reelle Paar von (c), das zu SS3 harmonisch ist; es seien nun 
in (a), (b) zwei Paare AA\ BB' derartig, daß Ä, B,C in gerader 
Linie liegen und also Ä\ B\ C ebenfalls; dann laufen V.Aj fÖBy SC 
in einen Punkt zusammen (Nr. 52) und ebenso sind 9iÄ\ fÖB\ (£0 
konkurrent. Diese Strahlen sind aber jenen in (^, (93), ((£) gepaart; 
also sind diese drei Involutionen verbunden. 
84 Wir wollen jetzt die Figur auf den Raum erweitem. Es seien 

auf die drei Kanten eines Dreikants Involutionen gelegt; dem gemein- 
samen Punkte S) seien gepaart %[, S3, S; auf 93 G, SS, St 99 werden die 
verbundenen Involutionen hergestellt bzw. zu denen auf ^93, S)&; 
S)6, S)9(; S)S(, S)93. Dann sind diese drei Involutionen untereinander 
verbunden. Wenn nämlich E, -F, 6r, H, i, K die Schnitte einer Ebene 
mit S)«, 5)93, 5)6, 93®, (S«, «93 sind und E',, . ., K' ihnen in den 
Involutionen gepaart, so sind je in gerader Linie gelegen: F, 6r, JJ; 
ö, E, J; E, F, IT; H,I,K', daher auch F', (?', J'; 0'yE\I\ E',F\K'', 
folglich sind diese sechs Punkte in einer Ebene befindlich und B'y JT, K 
in gerader Linie. 

Diese sechs verbundenen Involutionen auf den Kanten eines 
Tetraeders sind bestimmt je durch die beiden Ecken und die Schnitt- 
punktenpaare mit zwei Ebenen. Es sind je sechs Punkten auf den 
Kanten, die in einer Ebene liegen, sechs ebenso beschaffene Punkte 
gepaart. 

Bei sechs verbundenen Ebeneninvolutionen um die Kanten eines 
Tetraeders sind je drei verbunden um Kanten aus einer Ecke. Proji- 
ziert man die vorherigen Punktinvolutionen je aus der Gegenkante, 
so ergeben sich sechs Ebeneninvolutionen, welche verbunden sind, 
denn es sind verbunden die drei Strahleninvolutionen, welche die auf 
den Seiten eines Dreiecks liegenden Punktinvolutionen je aus der 
Gegenecke projizieren, und daher auch die über ihnen stehenden 
Ebeneninvolutionen um die Kanten aus diesen drei Ecken nach der 
vierten. 

Die zwölf Doppelpunkte von sechs verbundenen Involutionen 
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liegen y außer in den Tetraederebenen, zu je sechs in acht Ebenen, 
und in jeder je drei in vier Gteraden^ den Schnitten mit den Tetra- 
ederebenen. 

Wenn auf dem nämlichen Träger zwei Involutionen I^, I^ 85 
gegeben sind, so können zwei yerschiedene Operationen mit 
ihnen vorgenommen werden. Das eine Mal werde die eine 
Involution I^ durch die andere I^ transformiert, oder, wie 
man auch sagt, auf I^ werde mit J, operiert; d. h. wir nehmen zu 
den Elementen eines Paars von I^ die ihnen in I^ gepaarten; die 
neuen Paare, die sich dadurch ergeben, bilden wiederum 
eine Involution J^. 

In der Tat, I^ sei in konjektive OebUde aufgelöst: 

AABB'CC . . . A ÄAB'BC'C . . .; 
den Aj J.', jB, J?', . . . seien in I^ gepaart: Sl, ä', 35, 93', . . .; also ist: 

AÄ'BB'cc . . . A «a'asas'ec . . .; 

oder, was dasselbe ist: 

ÄAB'BC'c . . . A raa3'a36's . . .; 

demnach: 

aä'sjas'es' . . . a «'«»'»©'s 

Die Paare ÄÄ', 8383' ... bilden die neue Involution I^. 

Das gemeinsame Paar von i^, I^ geht, seine Elemente 
vertauschend, in sich selbst über und gehört zu allen drei 
Involutionen. 

Transformiert man I^ durch J^, so ergibt sich eine andere In- 
volution J,. 

Nehmen wir aber an, daß ein vom gemeinsamen Paare ver- 
schiedenes Paar AA' von I^ durch I^ in ein Paar %%' übergeht, 
welches ebenfalls zu I^ gehört, so wird J^ mit I^ identisch; denn zu 
beiden gehört jenes gemeinsame Paar von I^ und I^ und das Paar %%\ 
und sofort erkennt man auch AA\ das aus dem Paare %%' von I^ 
hervorgeht, als I^ und I^ gemeinsam. Femer geht auch J, durch I^ 
in sich selbst über, denn die Paare A^^ÄV von I^ gehen durch I^ 
in Ä%', A% über. 

Wenn also bei zwei Involutionen 1^, I^ auf dem näm- 
lichen Träger ein — vom gemeinsamen Paare verschiedenes 
— Paar der einen I^ durch die andere I^ in ein Paar über- 
geht, das wiederum zu I^ gehört, so geschieht dies durch- 
weg; I^ wird durch /, in sich selbst übergeführt, aber auch 
I^ durch 1|, so daß die Beziehung gegenseitig ist. 

Wir wollen von zwei Involutionen in dieser Beziehung sagen, 
daß sie sich stützen. Sie werden auch konjugierte, harmo- 
nische oder vertauschbare Involutionen genannt Man kann 
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auch die beiden durch die Involutionen dargeBtellten Punktepaare 
als sich stützende bezeichnen und im folgenden durchweg die Involu- 
tionen durch diese Punktepaare ersetzen^). 

Jedes Doppelelement der einen Involution geht durch die andere 
in ein Doppelelement über, also im vorliegenden Falle das zweite 
Doppelelement jener Involution. Die Doppelelemente jeder der 
beiden sich stützenden Involutionen bilden daher in der 
andern ein Paar; also sind die einen zu den andern harmonisch, 
woraus die eine der obigen Benennungen sich ergibt. Und umge- 
kehrt, wenn die einen Doppelelemente zu den andern harmonisch 
sind, so liegt unsere Beziehung vor; denn dann führt jede von den 
beiden Involutionen das eine Paar der andern mit vereinigten Punkten 
in das andere derartige Paar über. 

Wir erhalten aus einer Involution J^ eine zu ihr in dieser Be- 
ziehung befindliche /,, wenn wir bei zwei Paaren AB, CD jener die 
Zuordnung vertauschen, I^ durch ÄC, BD bestinmien, und sofort eine 
andere ebenfalls zu J^ in dieser Beziehung stehende I^, bestimmt 
durch AD, BC'^ und ersichtlich stehen auch /, und I3 in dieser 
Beziehung. 

Wir haben also drei gegenseitig sich stützende Involu- 
tionen 7^, Jg, i„ und da ihre bestimmenden Paare: 

AB, CD, AC, BD, AD, BC 

aus demselben Quadrupel von vier Elementen genommen sind, so 
wissen wir, daß zwei von ihnen hyperbolisch, die dritte ellip- 
tisch ist Von drei gegenseitig harmonischen Paaren ist eins imaginär. 

Von zwei sich stützenden Involutionen ist daher höch- 
stens eine elliptisch. 

Jedes weitere Element A' ruft bei jenem Tripel von In- 
volutionen ein solches Quadrupel hervor; es seien ihm J?', 
C, D' in den drei Involutionen gepaart, so hat man wegen 
der zweiten: 

ABCA A CDAC, 



wegen der dritten: 
also: 



ABCÄ A DCBD', 



CDAC A DCBD', 

d. h. CD' gehört zur ersten Involution {AB, CD), und eben- 
so B'D' zur zweiten, B'C zur dritten. 

Demnach sind dem B' gepaart in den drei Involutionen Ä,D\C', 
dem C: D\A\B' und dem D': C',B',Ä', so daß von jedem der 
vier Elemente ausgegangen werden kann. 

1) Thieme, Archiv f. Math. u. Phys., 8. Reihe, Bd. 10, S. 187. 
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Zu einer gegebenen Involution 1q gibt es cx)^ Involu- 
tionen 2; die sich auf sie stützen (oder auf welche sie sich 
stützt); wir können einem festen Elemente Ä jedes Element X 
paaren; sind den Äy X in I^ die B, Y gepaart, so ist jBF ein zweites 
Paar für eine der /. Den Inbegriff der I nennt man einen Büschel 
von Involutionen. Die Doppelelemente von Jq bilden ein 
allen / gemeinsames Paar^ und die Paare der Doppelele- 
mente der / bilden die Iq. Auf die Reihe der Elemente X ist 
der Büschel der Involutionen (oder die Reihe der Elementenpaare 
der Jq) eindeutig bezogen. 

Wenn Iq elliptisch ist; so sind alle I hyperbolisch; wenn I^ 
parabolisch ist^ so ist das singulare Element, in dem die Doppelele- 
mente sich vereinigen^ gemeinsames Doppelelement für alle /; und 
wenn I^ hyperbolisch ist^ so enthält der sich stützende Büschel Invo- 
lutionen von allen drei Arten: die parabolischen haben ihre singulären 
Elemente in dem einen und dem andern Doppelelemente von Iq. 

Auf eine gleichseitig-hyperbolische Punktinvolution Iq stützen sich 
aUe diejenigen Involutionen, welche den endlichen Doppelpunkt (Mittel- 
punkt) von Jq zum Zentr^punkt haben. 

Alle auf eine gleichseitig - hyperbolische Strahleninvolution /^ 
sich stützenden haben dasselbe rechtwinklige Paar^ zu ihnen gehört 
die rechtwinklige Involution; und auf eine rechtwinklige Involution 
stützen sich sämtliche gleichseitig-hyperbolischen des Strahlenbüschels. 

Zu zwei Involutionen 2', /" gibt es eine /q, auf die sich beide 
stützen; sie hat die Elemente des gemeinsamen Paars zu Doppelele- 
menten. Damit ist gesagt, daß wenn dem Ä die Punkte J?, C in /', I" 
gepaart sind und 7, Z dem X, während X über den Trager sich be- 
wegt, es einmal vorkonmit, daß AX, BY, GZ in Involution sind; 
denn diese stützt sich auf I' und r\ 

Sämtliche auf I^ sich stützenden Involutionen büden dann den 
Büschel, zu dem I\ I" gehören. 

Auf einen Büschel von Involutionen stützt sich eine Involution 
I^y auf einen andern eine zweite I^\ auf diese beiden stützt sich eine 
Involution, welche also jenen Büscheln gemeinsam ist. Zwei Büschel 
von Involutionen haben eine Involution gemeinsam; was im 
Ghrunde nur der Satz vom gemeinsamen Paare zweier Involutionen ist. 

Nennt man den Inbegriff der Involutionen, welche aus dreien 
I^j I^j J3 so entstehen, daß eine von ihnen I^ mit allen Involutionen 
des Büschels I^I^ durch Büschel verbunden ist, ein Netz oder einen 
Bündel von Involutionen, so folgt, daß jede vierte Involution I^ 
diesem Netze angehört; denn weil die Büschel J^I^ und I^I^ eine 
Involution . gemeinsam haben, so befindet sich I^ in einem der er- 
zeugenden Büschel des Netzes. 
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Alle von demselben Oebilde getragenen Involutionen 
bilden ein Netz. 
86 Die zweite Operation an zwei Involutionen Ij, I^ desselben 

Trägers besteht darin^ daß man sie, in bestimmter Reihenfolge, 
hintereinander vornimmt. Man bestimme, wenn Ii,!^ die Reihen- 
folge ist, zu einem Elemente X des Trägers das gepaarte X' in I^, 
und dann zu diesem das gepaarte X" in J,; Ergebnis ist die Ver- 
wandtschaft, in welcher dem X das Element X'' zugeordnet ist. Weil 
wegen der Involutionen sich X und X" projektiv zu X' bewegen, 
so sind sie selbst in projektiver Verwandtschaft, und diese Projek- 
tivität P»(X, X'') ist das Ergebnis. Es hat sich als geeignet 
herausgestellt, diesen Prozeß als Multiplikation und dementsprechend 
li, J), P als Faktoren und Produkt zu bezeichnen, aber mit be- 
stimmter Reihenfolge der Faktoren, also: 

1,1,- p. 

Daß diese Faktoren im allgemeinen nicht vertauscht werden können, 
unterscheidet diese Multiplikation wesentlich von der gewöhnlichen; 
sie ist nicht kommutativ. 

Das Produkt P muß noch etwas genauer präzisiert werden. 
Rechnen wir X zum ersten, X" zum zweiten der beiden projektiven 
Gebilde, so führt unsere Multiplikation ii-ig vom ersten ins zweite 
Gebilde; der Projektivität wird ein bestimmter Transformations- 
sinn gegeben^) und P ist die Projektivität mit diesem Sinne. 
Es ist üblich geworden, die ümkehrung, die Projektivität mit dem 
umgekehrten Sinne, bei welchem aus dem zweiten ins erste Gebilde 
transformiert wird, mit P"^ zu bezeichnen. Die Reihenfolge I^^ I^ 
führt zu P"^; denn X" geht durch Ij in X', dies durch ij in X über. 
Polglich: 

Wenn also an und für sich dieselbe Projektivität bei beiden Reihen- 
folgen sich ei^eben hat, so liegt doch der Unterschied des Sinnes 
vor, und deshalb sehen wir die Produkte nicht als identisch an; 
später werden wir Produkte, bei der einen und der Reihenfolge sich 
ergebend, kennen lernen, die noch mehr sich unterscheiden. 

Wir führen noch die Unterscheidung von: vor- und nach- 
multiplizieren ein; in Ii- 1^ ist 1^ mit I^ nachmultipliziert, I^ mit ly 
vormultipliziert. 

Das Produkt 11 oder P führt X über X' in X über, also 
jedes Element in sich über; die entstehende Projektivität ist Iden- 
tität, und weil eine Multiplikation mit dieser nichts ändert, so ver- 

1) Mir scheint, daß man das Wort „Transformation" fOr Verwandtschaften 
reservieren sollte« die mit einem Sinne behaftet sind. 
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hält sie sich in unserer Multiplikation wie die 1 in der gewöhnlichen 
und wird deshalb in den Formeln auch mit 1 bezeichnet; also P = 1. 
Das Quadrat einer Involution ist die Identität. Ersicht- 
lich ist auch: 

p.p-i==p-i.p«l. 

Die Involution ist mit ihrer ümkehrung identisch und hat keinen 
bestimmten Sinn; J"* = 2. 

P* dagegen bedeutet Überführung von X in X' = F und von 
T in Y'f ist also die Projektivität der beiden verschiedenen Elemente 
X und T', die in P demselben Elemente X'= F korrespondieren. 

Wegen der beiden Sinne einer Projektiviföt und der beiden 
Reihenfolgen führen zwei Projektivitäten, je mit zwei Sinnen: Pj, Pj"*; 
P,, Pj"^ zu acht Produkten: 

PP P P-^ P-^P p-ip-i. 
PP p-ip PP-^ p-ip-i 

Deshalb woUen wir zunächst mit nichtinvolutorischen Projektivitäten 
noch nicht in dieser Weise operieren. Bei den Involutionen liegen 
die Verhältnisse einfacher; da macht nur die Reihenfolge der Faktoren 
einen unterschied. 

In der gewohnlichen Multiplikation besteht das Gesetz der Asso- 
ziativität: 

ahc = {a'b)c = a{bc). 

Das gilt auch hier, immer mit Beachtung der Reihenfolge: . 

Durch I^ gehe X in X' über^ dieses durch I^ in X" und dieses 
durch i, in X"' über; dann sind in I^I^ entsprechend X im ersten, 
X" im zweiten Oebilde, in I^I^ X' im ersten, X'" im zweiten, in 
I^m^y sowie in {1^1^)1^ und ^^(/jJj): X im ersten, X'" im zweiten. 
Man kann also in jedem mehrfaktorigen Produkt immer auf- 
einanderfolgende Faktoren durch ihr Produkt ersetzen. 

Dieser Multiplikation entspricht keine Division; man entfernt 
Faktoren durch Multiplikation. Z. B. aus I^'I^ = P ergibt sich 
durch Yormultiplizieren mit i^: 

I^^l^^I^P oder I,^ItPy 
weil /|^— 1; und ebenso erhält man durch Nachmultiplizieren mit /,: 

Im allgemeinen ist I^ - 1^ eine nichtinvolutorische Projektivität. 87 

Wir fassen nun den Spezialfall ins Auge, wo eine Involution 

sich ergibt: 

7 7 —7 
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Bei derselben Reihenfolge müssen wir nicht nur von X zu X'\ 
sondern auch yon X" zu X übergehen; es muß also ein Element Z^' 
geben^ so daß aus X" durch I^ X^\ aus diesem durch 1^ X sich 
ergibt. Damit ist gesagt, daß das Paar XX' von I^ durch I^ (also 
vermittelst der früheren Operation) in X^'X'' übergeht, das ein Paar 
von 1^ ist, (oder XX^' von /, durch Ij in X'X'' von /,). Die beiden 
Involutionen I^, I^ stützen sich also, und umgekehrt wenn sie dies 
tun, also XX' von I^ durch J, in X^X" von ij übergeht, so führt 
I^I^ das Element X über X' in X" und X" über X^ in X über. 
Aber auch I^I^ führt X über Xj' in X" und X" über X' in X über. 
Beide Reihenfolgen führen zu demselben Ergebnisse, was ja auch aus: 
/,li-/-*-i folgt. 

Dann und nur dann, wenn die beiden Involutionen sich 
stützen, ist die Multiplikation kommutativ, die Faktoren 
können vertauscht werden; deshalb nennt man so beschaffene 
Involutionen auch vertauschbar. 

Die in P ^ I^I^ entsprechenden Elemente X und X" sind je 
demselben Elemente X' in I^ und I^ gepaart Folglich durch- 
laufen die je demselben Elemente des Trägers gepaarten 
Elemente zweier Involutionen projektive Gebilde, welche 
involutorisch werden, sobald die beiden Involutionen sich 
stützen. 

Es sei Jlf^ das gemeinsame Paar von JT^, I^, so geht M durch 
I^ in Nj dieses durch Z^ in Jlf über. Es sind also M, N die Eoinzi- 
denzelemente von P und im speziellen Falle die Doppelelemente von 1; 
daraus folgt, daß / sich auf I^ und I^ stützt, und wir haben ein 
Tripel von sich gegenseitig stützenden Involutionen erhalten. 
Das leuchtet aber auch daraus ein, daß wir ja in XX'X^'X" ein 
Quadrupel besitzen, das in jede der Involutionen zwei Paare liefert: 

XX , Ai A m ij, AAi , A A m /„ Xa , X Xi in /; 

nur letzteres ist noch darzutun: X^ geht durch 1^1^ über X" in X' 
über oder X' durch I^ly^ über X" in X/. 

Hier zeigt sich unmittelbar, daß jedes Element X ein solches 
Quadrupel festlegt; und sind X', X^j X" die ihm gepaarten in i^, 
lg, 2, so sind dann X^', X" in ij, X'X" in lg, X'Xj' in I gepaart. 

Daß alle drei Involutionen gleichartig auftreten und aus 
jeden zwei die dritte als Produkt in beiden Reihenfolgen 
sich ergibt, läßt sich auch durch Rechnung nachweisen. 

Wird von den beiden Gleichungen: 

die erste mit I^ vor-, die zweite mit I^ nachmultipliziert, so ergibt sich: 

1,-ij, i,=ii„ 
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und ebenso: 

Werden drei verbundene Involutionen (a), (b), (c) aus 88 
einem Punkte ihrer Ebene projiziert, so ergeben sich drei 
Strahleninvolutionen, welche sich auf eine und dieselbe In- 
volution stützen, also demselben Büschel angehören. 

Sind jene sämtlich hyperbolisch, so bilden die Doppelpunkte die 
Gegenecken eines reellen vollständigen Vierseits, die Paare der Doppel- 
strahlen der projizierenden Involutionen gehen nach diesen Gegen- 
ecken^ bilden also drei Paare einer Involution, und diese ist diejenige, 
auf welche alle drei sich stützen. 

Wenn (a), (b) elliptisch sind und (c) hyperbolisch, so haben die 
(a), (B) projizierenden Involutionen ein reelles Paar gg' gemeinsam; 
diese Geraden g, g' projizieren ein Paar von (a) und eins von (b), 
daher auch ein Paar von (c) und bilden auch in der dritten Strahlen- 
involution ein Paar. Die Involution, welche g,g' zu Doppelstrahlen 
hat, ist die gesuchte. 

Will man mit imaginären Elementen arbeiten, so gilt jeder dieser 
Beweise auch für den andern Fall; das vorangehende Verfahren ist 
jedenfalls vorzuziehen. 

Beispiele von drei Involutionen, welche sich gegenseitig stützen, 
sind folgende: 

Zwei Involutionen mit demselben Zentralpunkte und entgegen- 
gesetzt gleichen Potenzen und die gleichseitig-hyperbolische Involution, 
welche jenen Zentralpunkt zum endlichen Doppelpunkt oder Symme- 
triepunkt hat; die rechtwinklige Involution und zwei gleichseitig- 
hyperbolische, bei denen von den Doppelstrahlen jedes Paar die Winkel 
des andern halbiert. Eine Transversale, senkrecht zu einem dieser 
Doppelstrahlen, gibt die vorangehenden Punktinvolutionen. 

Stellt man bei drei sich gegenseitig stützenden Punktinvolutionen 
über die elliptische eine rechtwinklige Strahleninvolution, so stehen 
von selber über den beiden hyperbolischen gleichseitig-hyperbolische 
der eben beschriebenen Art. 

Im vorangehenden sind die drei Involutionen immer als reeU 
angenommen. Wir werden später noch den zweiten Fall erkennen, 
daß eine reell und die beiden andern zu einander konjugiert ima- 
ginär sind. 

§ 13. Projektive Pnnktreihen oder Strahlenbüschel in derselben Ebene. 

Die in § 5 erörterte räumliche Folge von projektiven Operationen, 89 
die von einer von zwei projektiven Punktreihen zur andern führt, 
wird illusorisch, wenn sie in derselben Ebene liegen. Wir wollen 
daher die Übeiführung durch eine andere ganz in der Ebene 
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verbleibende Operationenfolge yomebmen. Wenn wieder Ä^ B, C 
auf u den Ä', B\ C auf u entsprechen^ so seien auf eine der drei 
Verbindungslinien entsprechender Punkte^ etwa auf AÄ, zwei be- 
liebige Punkt« Sy S' gel^; die Strahlen büschel, welche die Punkt- 
reihe auf u aus S und diejenige auf u aus S' projizieren, sind per- 
spektiy, weil der Strahl SS'^ÄÄ sich selbst entspricht; daher 
schneiden sich die weiteren entsprechenden Strahlen auf der Perspek- 
tivitätsaie u\ die durch die Punkte (ßB, S'B\ (SC, S'C) festgelegt 
wird. Wir können mit ihrer Hilfe beliebige weitere entsprechende 
Punkte X, X' herstellen; es müssen immer 8X und S'X' sich auf u" 
schneiden. Die Operationenfolge von u zu u' ist: Projektion von u 
aus S, Schnitt mit u\ Projektion aus 8\ Schnitt mit u oder kürzer 
ausgedrückt: Projektion von u aus 8 auf u\ Projektion von u' aus 
8' auf u . Man ermittle die Fluchtpunkte B, Q' von u, u und die 
dem gemeinsamen Punkte E, F' entsprechenden Punkte E'j F. 

Liegen, ebenfalls in einer Ebene, zwei Strahlenbüschel Uy IT vor, 
in denen den a, b, c die a, h\ e' entsprechen, so verfahrt man felddual, 
nämlich, wenn Sy s' durch aa' gelegt sind, so bestimmt man den 
Punkt U" durch die Verbindungslinien (56, s'V)y (sc, s'c'). Zwei 
Strahlen x, x' von U, U' sind entsprechend, wenn die Gterade (sx, 
sx') durch U" geht. Die Operationenfolge ist hier: Schnitt des 
Büschels U mit 5, Projektion aus £7", Schnitt mit s', Projektion aus CT'. 

Man bestimme die Strahlen e\ /*, welche dem gemeinsamen Strahle 
eyf korrespondieren. 

Spezielle Lagen von 8j 8' geben Vereinfachungen. Man lege 8 
in (ÄÄ'y BB')y S' in {AA\ CCy, dann faUt (5B, 8'B') in den Punkt B' 
und (SC, iS'C) in den Punkt C, also ist u" '^B'C, Auf ihr schneiden 
sich 8D und S'D', wenn D, D' ein viertes Paar entsprechender Punkte 
ist, oder 52), 8'D'y B'C gehen durch einen Pimkt. Bilden wir nun 
aus den beiden Trägem UyU und den vier Verbindungslinien AÄy 
BB'y CC'y DD' oder a, b, Cy d das einfache Sechsseit ahuduCy dessen 
Ecken sind: 8 '^ ah, S '^ hu, D' — udy D = duy C =« uCy 8' — cay so 
verbinden unsere drei in einen Punkt zusammenlaufenden (Geraden die 
Oegenecken dieser Figur, sind ihre Hauptdiagonalen, und wir haben 
den Satz: 

Bei zwei projektiven Punktreihen derselben Ebene kann 
man aus den beiden Trägern und vier Verbindungslinien 
entsprechender Punkte (und zwar auf 24 Weisen) ein Sechs- 
seit bilden, dessen Hauptdiagonalen in einem Punkt zu- 
sammenlaufen. 

Durch die duale Konstiniktion, bei welcher 8 die Verbindungs- 
linie (atty bb') und s' die (aa', cc) ist^ erhält man: 

Bei zwei projektiven Strahlenbüschelu derselben Ebene 
kann man aus den Scheiteln und vier Schnittpunkten ent- 
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sprechender Strahlen ein Sechseck herstellen^ dessen Gegen- 
seiten sich in drei Punkten schneiden^ die in einer geraden 
Linie liegen. 

Eine zweite Spezialisierung besteht darin ^ daß man S in Ä, S' 90 
in Ä legt. Auf der Gerade u', die sich dann ergibt, liegen die 
Schnittpunkte (-4'B, AB')y {A'C, AC), (A'X, AX'), . . ., also auch 
(XJB, AE") und (A'F, AF'), wo wieder E, F' die im Schnittpunkte 
uu liegenden Punkte der beiden Reihen sind. Aber {A'E, AE') ist 
E' und {ÄF, AF') ist F, Folglich ist die Gerade m" die Verbin- 
dungslinie der beiden Punkte F' und E^ die dem Schnittpunkte ent- 
sprechen, demnach eine feste Gerade , welche sich nicht ändern wird, 
wenn wir A\ A durch B\ B oder C\ C oder irgend ein Paar ent- 
sprechender Punkte X\ X ersetzen. Wir haben also: 

Auf der Gerade, welche bei zwei projektiven Punkt- 
reihen Uy u derselben Ebene die dem Schnittpunkte ent- 
sprechenden Punkte verbindet, liegen alle Punkte: 

{A'B, AB'), {A'G, AC), (AX, AX'), {AY, AY\ . . . 
(B'A, BA"), {B'C, BC), (B'X, BX'\ . . ., 
oder alleemein: 

^ (XT, xr), 

wo X, X' und Y, Y' irgend zwei Paare entsprechender Punkte 
sind. 

Aus jedem Punkte auf dieser Gerade E'F und nur aus 
Punkten dieser Gerade werden die beiden projektiven Punkt- 
reihen durch involutorische Strahlenbüschel projiziert. 

Denn wenn irgend ein Strahl durch die u und w' in X, Y' 
trifft, so begegnet sich die Gerade XY' mit der X'Y auf E'Fy also 
in 0; in diese beiden von ausgehenden Strahlen sind also sowohl 
die projizierenden Strahlen Xj od von X, X' als auch die y', y von Y', Y 
gefallen*, sie entsprechen sich in der Projektivität der Büschel in 
beiderlei Sinne, dieselbe ist involutorisch. Und umgekehrt, wenn zwei 
projektive Punktreihen aus einem Punkte durch involutorische 
Büschel projiziert werden, so muß auf jB'-F liegen; denn dem Strahle 
aus nach E^ F' muß ein Strahl aus entsprechen, der zugleich FJ 
und F enthält; oder allgemeiner, einem Strahle aus 0, der nach X 
und Y* auf m, u' geht, muß der Strahl aus entsprechen, der nach 
X' und Y geht; d. h. ist (XF, X'Y) und liegt deshalb auf E'F, 

Wir wollen deshalb die Gerade E'F die involutorische Aie 
der beiden projektiven Punktreihen nennen. 

In allen diesen Involutionen sind der Strahl E'F und der Strahl 
nach Ey F' gepaart. 

Sind die Punktreihen w, w perspektiv, so fallen -B', F in den 
Punkt uuy weil er sich selbst entspricht; er heißt dann besser E^ E\ 

Sturm, Oeometr. Verwandtschaften. L 8 
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Jeden£ELlls geht unsere Gterade durch ihn. Das voUslandige Viereck 
XX'YY\ von dem u,u zwei Gegenseiten, das Perspektivitätszentnun 
(ZX', rr) und der auf ihr gelegene Punkt {XT,X'T) Diagonal- 
punkte sind, lehrt y daß sie vom Zentrum durch die beiden Trl^r 
harmonisch getrennt wird. 

Die duale Betrachtung führt für zwei projektive Strahlen- 
büschel U, TT in derselben Ebene zu folgendem Ergebnisse: Durch 
den Schnittpunkt der dem gemeinsamen Strahle e, f ent- 
sprechenden Strahlen e'y f gehen alle Verbindungslinien 

Alle Geraden durch diesen Punkt und nur diese Geraden 
schneiden die beidenBüschel in involutorischen Punktreihen. 
Er heiße das involutorische Zentrum der beiden projektiven 
Büschel. 

In allen diesen Involutionen sind der genannte Punkt und der 
Schnitt mit dem gemeinsamen Strahle gepaart. 

Sind die Büschel perspektiv, so liegt dieser ausgezeichnete Punkt 
auf dem gemeinsamen sich selbst entsprechenden Strahle und wird von 
der Perspektivitatsaxe durch die beiden Scheitel harmonisch getrennt 

Man übertrage diese Resultate in den Bündel durch Projektion 
oder durch Dualisierung im Räume. 

Die Strahlen^ welche zwei projektive Ebenenbüschel in involu- 
torischen Punktreihen schneiden^ sind im Räume so verteilt, daß in 
jeder Ebene ein Strahlenbüschel liegt und von jedem Punkte einer 
ausgeht; sie bilden dasjenige Strahlengebilde, das wir später einen 
• linearen Komplex oder ein Gewinde nennen werden. 

und ähnliches gilt für die Strahlen, aus denen zwei projektive 
Punktreihen durch involutorische Ebenenbüschel projiziert werden. 

§ 14. Erzeugnisse projektiver Gebilde. Kurven und Kegel 

zweiten Grades. 

91 Wir betrachten die Erzeugnisse in der Ebene und im Bündel. 

Das Erzeugnis projektiver Strahlenbüschel in derselben 
Ebene ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen. 
Schneiden wir mit einer Gerade, so ergeben sich zwei konjektive 
Punktreihen und die beiden (reellen oder imaginären) Koinzidenz- 
punkte sind die Schnitte der Gerade mit dem Erzeugnisse. Wegen 
der Zahl 2 dieser Schnitte nennen wir das Erzeugnis eine Kurve 
zweiter Ordnung. 

Im Scheitel U begegnet sich der Strahl /" von U' mit seinem 
entsprechenden Strahle /*, also liegt U auf der Kurve; die beiden un- 
endlich nahen entsprechenden Strahlen f^ und f^ treffen sich im un- 
endlich nahen Punkte der Kurve neben U und f^ ist die Verbindungs- 
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linie beider Punkte; die Tangente in U] auf der Grenze geht sie 
in f über. 

Die erzeugte Kurve geht durch die Scheitel U, U' und 
hat die Strahlen /) e in denselben zu Tangenten; das involu- 
torische Zentrum fe ist Berührungspol für diese Punkte , wenn wir 
80 den Schnittpunkt ihrer Tangenten nennen. 

Der Kreis wird in dieser Weise erzeugt. 

Es seien U, U' zwei feste Punkte auf ihm, welche die Scheitel 
der erzeugenden Büschel werden sollen^ X, Y zwei beliebige Punkte^ 
zunächst auf dem größeren Bogen UV, x, y, x\ y die Strahlen aus 
V^ U' nach ihnen. Die spitzen Winkel xy, x'y' sind gleich und 
gleichlaufend. Das bleibt bestehen , wenn wir Y z. B. durch einen 
Scheitel; etwa JJ^ oder einen Punkt Z des kleineren Bogens ersetzen. 
Im letzteren Falle sind die spitzen Winkel xz, x'z' wiederum gleich 
und gleichlaufend; und im Übergangsfalle gilt es für die spitzen Winkel 
xf und x'f. Es sind gleiche und gleichlaufende; also projektive 
StrahJenbüschel entstanden; deren Erzeugnis der Kreis ist. Der spitze 
Winkel xx' bleibt. nach Große und Sinn konstant für alle Punkte X 
des Kreises. 

Legt man insbesondere die Scheitel in die Endpunkte eines Durch- 
messers; so sind entsprechende Strahlen x imd x' durchweg recht- 
winklig; die in die unendlich ferne Gerade eingeschnittenen konjek- 
tiven Punktreihen bilden die absolute Involution; ihre Doppelpunkte 
sind die Koinzidenzpunkte; also die Schnitte der Kurve mit jener 
Gerade. 

Alle Kreise einer Ebene (und der parallelen Ebenen) 
schneiden die unendlich ferne Gerade in denselben imagi- 
nären Punkten; den absoluten Punkten; weshalb diese Punkte 
auch die unendlich fernen imaginären Kreispunkte der Ebene 
heißen. 

Aber auch; wenn wir den Kreis aus zwei beliebigen Punkten auf 
ihm durch gleiche und gleichlaufende Strahlenbüschel; mit einem 
nichtrechten konstanten Winkel entsprechender Strahlen; erzeugen; 
ergeben sich die absoluten Punkte als Koinzidenzpunkte der auf der 
unendlichen fernen Gerade eingeschnittenen konjektiven Punktreihen. 
Denn an diesen wird durch eine ParaUelverschiebung des einen Büschels 
nichts geändert; machen wir sie konzentrisch; dann gehen die Koin- 
zidenzstrahlen nach den Koinzidenzpunkten; diese sind aber die iso- 
tropen Strahlen im Büschel. 

Auch umgekehrt ist; wenn zwei gleiche und gleichlaufende 
Strahlenbüschel in derselben Ebene vorliegen; das Erzeugnis ein KreiS; 
der durch die Scheitel geht und in ihnen die dem gemeinsamen Strahle 
entsprechenden Strahlen tangiert. Denn da die spitzen Winkel xy, 
xy gleich und gleichsinnig sind; so gilt dies auch für die spitzen 

8* 
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Winkel xXj yy. Also bleibt der spitze Winkel UXÜ' konstant; 
und X beschreibt einen Kreis. 
92 Die in der anal3rtischen Geometrie durch eine Gleichung 2. Grades 

in Punktkoordinaten definierten Kurven 2. Ordnung werden von einer 
Geraden zweimal (reell oder imaginär) geschnitten. Ist der eine 
Schnitt reeU und bekannt^ so ist es der andere ebenfalls und wird 
dann durch eine Gleichung 1. Grades geliefert. Sind also zwei Punkte 
auf eine solche Kurve gelegt, so schneidet jeder Strahl durch den 
einen noch einmal reell, und dieser Schnittpunkt bestimmt eindeutig 
den Strahl des andern Büschels nach ihm, und zwar immer alge- 
braisch wegen der algebraischen Gleichung der Kurve. Folglich 
muß zwischen den Parametern der Strahlen eine algebraische ein-ein- 
deutige, also bilineare Beziehung statthaben: die Büschel sind projektiv. 

Bei dieser Gelegenheit mag auf einen Irrtum hingewiesen werden, 
welcher leicht begangen werden kann. Es gibt z. B. Kurven 4. Ord- 
nung, welche von keiner einzigen Gerade in vier reellen Punkten ge- 
schnitten werden: die durch Rotation eines Kreises um eine in seiner 
Ebene befindliche Axe entstehende Ringfläche (Tonis), welche 4. Ord- 
nung ist, kann man in solchen Kurven schneiden. Werden auf eine 
derartige Kurve zwei Büschelscheitel gelegt, so darf man nicht etwa 
auf eindeutige durch die Kurve vermittelte Verwandtschaft zwischen 
den Büscheln schließen, weil jeder Strahl des einen oder andern nur 
noch einmal reell trifft. Dieser reelle Schnitt ergibt sich durch die 
eine reelle Wurzel einer kubischen Gleichung, deren andere beiden 
Wurzeln konjugiert imaginär sind; und diese dürfen nicht ignoriert 
werden; jene Wurzel ist nicht rational trennbar von diesen. In Wirk- 
lichkeit haben wir hier eine mehrdeutige Verwandtschaft. 

Noch weniger liegt unsere algebraisch definierte eindeutige Ver- 
wandtschaft vor, wenn mit transzendenten Gebilden gearbeitet wird; 
bei der gemeinen Zykloide z. B. könnte man irrtümlich geneigt sein, 
auf eine eindeutige Verwandtschaft auf der geraden Rollbahn zu 
schließen, in welcher der Fußpunkt der Ordinate des Zykloidenpunktes 
und der Berührungspunkt der Rollbahn mit dem rollenden Kreise in 
der zugehörigen Lage sich entsprechen. Aber man sieht sofort, daß 
es hier nicht zwei, sondern unendlich viele Koinzidenzen gibt. Jede 
Ordinatenlinie hat zwar nur einen reellen, aber unendlich viele imagi- 
näre Schnitte mit der Zykloide. 

Man darf auf unsere algebraische eindeutige Verwandt- 
schaft sowie die weiter zu betrachtenden algebraischen Ver- 
wandtschaften nur schließen, wenn man sicher ist, daß man 
es nur mit algebraischen Beziehungen zu tun hat, und darf 
niemals imaginäre Lösungen unberücksichtigt lassen. 

Als Kegelschnitt wird seit dem Altertum jede Kurve 
definiert, welche durch eine Ebene aus einem Kegel ge- 
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schnitten werden kann, der einen Kreis aus einem beliebigen 
Punkte projiziert. Nun gehen aber die den Ereis erzeugenden 
projektiven Büschel durch Projektion in ebensolche über; daher wird 
auch der Kegelschnitt durch projektive Büschel erzeugbar. 

Sind die projektiven Strahlenbüschel in perspektiver 
Lage, so besteht das Erzeugnis 2. Ordnung aus der Perspek- 
tivitätsaxe und dem gemeinsamen Strahle, bei dem, weil er 
sich selbst entspricht, der Schnittpunkt unbestimmt ist. Ebenfalls 
ein Geradenpaar entsteht, wenn die Projektivität der Büschel 
eine ausgeartete ist; es besteht aus den beiden singulären 
Strahlen. 

Dem Erzeugnisse projektiver Büschel steht in der Ebene dual 93 
gegenüber das Erzeugnis projektiver Punktreihen u, u, die 
Kurve, welche die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zu Tangenten hat, von ihnen umhüllt wird: ihre Enveloppe. 

Von jedem Punkte kommen zwei (reelle oder imaginäre) von 
diesen einhüllenden Geraden: die Koinzidenzstrahlen der beiden kon- 
jektiven Strahlenbüschel, durch welche die Punktreihen aus dem Punkte 
projiziert werden. Deshalb hei£t die Kurve 2. Klasse*). 

Die Trager u, v! gehören zu den Tangenten; denn u verbindet 
F mit F\ u verbindet E mit E\ Nehmen wir die beiden entspre- 
chenden Punkte JF\ und F^ unendlich nahe neben F und F' auf w, u, 
so ist F^F^ die Nachbartangente von u^FF', also F^, oder auf 
der Grenze F, der Schnittpunkt von u mit dieser Nachbartangente, 
der Berührungspunkt von u. 

Die Träger u, u der erzeugenden Punktreihen gehören 
auch zu den Tangenten der Kurve und werden von ihr in 
den Punkten F, E' berührt, welche dem Schnittpunkte uu 
entsprechen. 

Die involutorische Axe ist Berührungssehne für die Tangenten u, u\ 

Der Kreis läßt sich auch auf diese Weise erzeugen. Es 
seien u, u irgend zwei Tangenten desselben, welche in F, E* berühren, 
X, X! die Schnitte derselben mit einer beweglichen Tangente, so bleibt, 
wenn M der Mittelpunkt ist, der spitze Winkel der beiden Strahlen 
MXj MX' der Größe und dem Sinne nach fest; er ist die Hälfte 
des Winkels der Radien MF und ME\ Also beschreiben jene 
Strahlen zwei gleichlaufende gleiche Strahlenbüschel und schneiden in 
u und u zwei projektive Punktreihen. 

FäUt MX in MF oder MX' in MW, so fällt MX% bzw. MX 
in den Strahl von M nach dem Schnittpunkt uu, so daß dieser F', 
bzw. E ist. 



1) Den Begriff Klasse hat Gergonne eingefOhrt. 
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Wir schließen wie oben^ daß jeder Kegelschnitt ebenso 
erzengt werden kann; nnd für eine dnrch eine analytische Glei- 
chung 2. Grades in Linienkoordinaten definierte Eurve gilt das nämliche. 

Es seien U ein fester, X ein beweglicher Punkt eines Ejreises, 
u, X die zugehörigen Tangenten, M der Mittelpunkt; so sind der 
Strahl TJX und die Verbindungslinie von M mit dem Schnittpunkte 
ux rechtwinklig; also beschreiben sie gleiche (und gleichlaufende) 
Strahlenbüschel. Daher sind der von UX um U beschriebene Büschel 
und die von ux auf u beschriebene Punktreihe projektiv derartig, 
daß der Strahl aus U nach einem Punkte des Kreises und der Schnitt 
von u mit dessen Tangente entsprechend sind. 

Dies Resultat ist projektiv und geht vom Kreis auf den Kegel- 
schnitt über. 

Sind zwei Punktreihen perspektiv, so zerfällt der Inbe- 
griff der Verbindungslinien in zwei Strahlenbüschel als 
Ausartung einer Kurve 2. Klasse; der eine hat das Perspek- 
tivitätszentrum zum Scheitel, der andere den Schnittpunkt 
uUj bei dem, weil er sich selbst entspricht, der Verbindungsstrahl 
unbestimmt geworden ist und sich auf den ganzen Strahlenbüschel 
erweitert hat 

Zwei Punktreihen in ausgearteter Projektivität erzeugen 
ebenfalls ein Büschel- oder Punktepaar: das der beiden sin- 
gulären Punkte. 

Sind die beiden Punktreihen ähnlich, so gehört die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene zu den Tangenten (Parabel). 

Durch Projektion übertragen wir die Ergebnisse in den Bündel 
und erhalten den Kegel 2. Ordnung als Erzeugnis zweier pro- 
jektiven Ebenenbüschel um sich schneidende Axen, den 
Kegel 2. Klasse als Erzeugnis projektiver Strahlenbüschel 
aus demselben Scheitel. Dort sind erzeugende Elemente die 
Kanten als Schnittlinien entsprechender Ebenen: in jeder Ebene des 
Bündels liegen zwei reelle oder imaginäre; hier sind es die Berüh- 
rungsebenen als Verbindungsebenen entsprechender Strahlen; durch 
jeden Strahl des Bündels gehen zwei. 

Im ersteren Falle sind die Ebenen, welche der gemeinsamen 
Ebene der Büschel entsprechen, Tangentialebenen des Kegels längs 
der Axen; im zweiten Falle berühren die Ebenen der Strahlenbüschel 
den Kegel längs derjenigen Strahlen, welche dem gemeinsamen Strahle 
entsprechen. 

Und umgekehrt kann man von den Kegeln zu den Kurven durch 
Schnitt übergehen. 
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§ 15. Fortsetzniig. Die Regelsohar. 

Nun bleiben die drei Fälle im Räume. Beliebig im Räume ge- 94 
legene projektive Strahlenbüschel führen zu nichts^ weil entsprechende 
Strahlen im allgemeinen sich nicht schneiden. Die beiden andern 
Fälle sind: projektive Ebenenbüschel um windschiefe Axen, 
projektive Punktreihen auf windschiefen Trägern. 

Im ersteren Falle^ wo die Axen l, V seien, sind erzeugende 
Elemente die Schnittlinien g entsprechender Ebenen, welche 
alle die beiden Axen treffen und daher untereinander wind- 
schief sind, weil dies für l und V gilt Aber sie haben nicht bloß 
diese Leitgeraden, sondern einfach unendlich viele. Denn nehmen 
wir drei von den g] sie mögen a, b, c heißen, als Schnittlinien aa, 
ß^j yy- So wissen wir, es gibt (Nr. 34) eine Regelschar \abc\j zu 
der offenbar Z, X gehören. Sei l" eine beliebige dritte Gerade der- 
selben, so trifft dieselbe nicht bloß a, b, o, sondern jede ^, etwa 
a; — 55'- Die beiden entsprechenden Würfe a^y% und a (lyX schnei- 
den in l" zwei Punktwürfe gleichen Doppelverhältnisses ein; aber a 
und (tj ß und /)", y und / schneiden in denselben Punkten, denen, wo 
a, b, c die l" treffen, also müssen auch die Schnitte von S und S' 
mit r dieselben sein, weU durch das Doppelverhältnis der vierte 
Punkt eindeutig bestimmt ist; d. h. l" wird von x getroffen. 

Der Inbegriff der Geraden g ist also die Regelschar [irZ"]. 
Jede Gerade 2, welche drei von den Geraden g schneidet, 
schneidet auch die übrigen. 

Damit sind wir zu der Fundamental-Eigenschaft verbun- 
dener Regelscharen, unter Benutzung von Doppelverhältnissen, ge- 
langt. In Nr. 49 haben wir sie, ohne jede metrische Eigenschaft, 
allein auf Grund von Lageneigenschaften erhalten. 

Gehen wir jetzt von der Entstehung der Regelschar [IVl"] aus 
drei Leitgeraden aus. Wir erhielten in Nr. 34 die Geraden g der 
Regelschar, indem wir einen beweglichen Punkt einer der drei Leit- 
geraden, etwa der T, mit l und Y durch Ebenen verbanden und diese 
Ebenen schnitten. Dadurch machen wir die beiden Ebenenbüschel 
2, V perspektiv zur Punktreihe auf T", also untereinander projektiv, 
und wir haben die Regelschar als Erzeugnis projektiver Ebenenbüschel. 

Wir erzeugten aber die Regelschar [2 ZT'] noch in einer zweiten 
dualen Weise; wir schnitten irgend eine Ebene durch T mit l, V und ver- 
banden die Schnittpunkte. Dadurch werden die Punktreihen auf 2, V 
perspektiv zu dem Ebenenbüschel V\ also untereinander projektiv; die 
Regelschar wird so das Erzeugnis der Yerbindungsstrahlen entsprechen- 
der Punkte projektiver Punktreihen. Und wenn wir wieder zur Er- 
zeugung durch die projektiven Ebenenbüschel um 2, V zurückgehen. 
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80 können wir aas dieser direkt die duale Erzeugung ableiten. Jeder 
Ton diesen Büscheln schneidet in die andere Axe eine Punktreihe ein; 
und diese Punktreihen sind infolgedessen projektiv. Wenn X' auf V 
und X auf l von den entsprechenden Ebenen | und |' von l und V 
herrühren, so sind sie in dieser Projektivität entsprechend. Aber X 
sowohl wie X' liegen in beiden Ebenen 5> S'; daher ist XX' ^ ||'; 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte der Punktreihen sind 
identisch mit den Schnittlinien entsprechender Ebenen der Büschel. 
Es entsteht beidemal die nämliche Begelschar. 

Und umgekehrt kann man auch von dieser Erzeugung durch pro- 
jektive Punktreihen ausgehen. 

Wir haben also drei Erzeugungsweisen der Regelschar: 

1. als Inbegriff der Geraden^ die sich auf drei wind- 
schiefe Geraden stützen, 

2. als Inbegriff der Schnittlinien entsprechender Ebenen 
projektiver Ebenenbüschel um windschiefe Axen, 

3. als Inbegriff der Verbindungslinien entsprechender 
Punkte projektiver Punktreihen auf windschiefen Trägern. 
Jede der drei Erzeugungen läßt sich in die beiden andern 
umwandeln. 

Die Leitgeraden von 1., die Axen von 2., die Träger 
von 3. gehören zur Leitschar und sind beliebige Geraden 
derselben. 

Eine Regelschar kann also auf oo' Weisen nach 1., auf oo* Weisen 
nach 2. oder 3. erzeugt werden. 

Zu jeder Gerade l der einen Regelschar gibt es eine parallele in 
der andern; denn sind 1% V zwei andere Geraden jener Schar, so 
kommt eine g aus dem unendlich fernen Punkte von Ij die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen durch l\ V\ welche zu l parallel sind. 
95 Mit jedem Punkt, jeder Ebene einer Gerade der einen 

von zwei verbundenen Regelscharen ist eine Gerade aus der 
andern inzident, die Gerade durch den Punkt, in der Ebene, welche 
irgend zwei Geraden der ersteren Schar, und damit alle, trifft. 

Die Ebenenbüschel um zwei Gerade 2, V der einen Schar 
sind so projektiv, daß zwei Ebenen sich entsprechen, welche 
nach derselben g gehen; denn sie gehen dann nach dem Punkte 
gV, wo V irgend eine dritte Gerade der ersteren Schar ist; und beide 
Ebenenbüschel projizieren die Punktreihe auf Z". 

Ebenso sind die Punktreihen auf 2, V projektiv mit den 
von derselben^ herrührenden Punkten IgyVgsLls entsprechen- 
den; denn diese Punkte liegen in der Ebene Vg, und die beiden 
Punktreihen werden durch den Ebenenbüschel T eingeschnitten. 

Demnach sind alle Ebenenbüschel von Z, l\ V'y . . . unter- 
einander projektiv mit entsprechenden Ebenen lg, Vg, V'g . . ., ebenso 
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alle Punktreilien auf l, l\ V\ . . . mit entsprechenden Punkten lg, 
Vg, V'g, . . ., endlich jede Punktreihe auf einer l und jeder 
Ebenenbüschel um eine l', wobei sich Punkt lg und Ebene Vg 
entsprechen; sie sind sogar perspektiy^ wenn die beiden l verschieden 
sind. Dasselbe gilt für die Ebenenbüschel um g, ^^ q\ . . . 
und die Punktreihen auf ihnen. 

Wir erhalten so zwei Scharen von projektiven Ebenenbüscheln 
um die Geraden der einen und der andern Regelschar. Entsprechende 
Ebenen der Büschel der einen Schar bilden einen Büschel der andern. 
Reye nennt sie^) sich stützende Scharen von projektiven 
Ebenenbüscheln. Ingleichen ergeben sich zwei sich stützende 
Scharen von projektiven Punktreihen auf den Geraden der einen 
und der andern Regelschar ; entsprechende Punkte der Reihen der 
einen Schar bilden eine Reihe der anderen. 

Durch drei Leitgeraden l, V, V oder drei Geraden aus der Leit- 
schar ist die Regelschar eindeutig bestimmt und wurde mit [{ V Z"] 
bezeichnet; sie ist aber auch durch drei Geraden g, g\ g" aus ihr selbst 
eindeutig bestimmt; denn diese bestimmen als Leitgeraden die Leit- 
schar der l und drei aus dieser, gleichgültig welche, die Regelschar 
der g. Für diese Bestimmung einer Regelschar durch drei 
ihr selbst angehörige Geraden sei die Bezeichnung {gg g") an- 
gewandt. 

Beide Regelscharen der g und der l werden von der- 96 
selben Oberfläche getragen: die Schnittpunkte gl sind die 
Punkte derselben; in jedem ihrer Punkte schneiden sich zwei Ge- 
raden aus verschiedenen Scharen. 

Jede durch gerade Linien erzeugte Flache heißt Regel fläche; 
unsere Fläche — und sie allein — ist in zweierlei Weise Regel- 
fläch e, denn jede von den beiden Regelscharen füllt die Fläche 
schon aus>). 

Auf einer Gerade m entstehen durch zwei projektive Ebenen- 
büschel, welche die eine Regelschar erzeugen, konjektive Punktreihen. 
Die Eoinzidenzpunkte sind Punkte, in denen eine Schnittlinie ent- 
sprechender Ebenen die Gerade m trifft, also Schnitte der Fläche mit m. 
Folglich ist die Trägerfläche 2. Ordnung. 

Insofern aber zwei Geraden einer Regelschar die m treffen, sagt 
man auch: die Regelschar ist eine Regelfläche 2. Grades. 



1) Journal f. Mathem., Bd. 104, S. 218. 

2) Diese in zwei Weisen als Regelfl&che sich ergebende Fläche wurde zu- 
erst am £nde des 18. Jahrhunderts in der polytechnischen Schule von Paris 
(unter Monge) gefunden; während der spezielle Fall des geradlinigen Rotaüons- 
hjperboloides schon durch Wren im 17. Jahrhundert bekannt wurde. — Klassisch 
ist Steiners Darstellung der beiden Begelscharen in der Systematischen Ent- 
Wickelung (Bd. I der Gesammelten Werke) Nr. 50 ff. 
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Nicht jede Fläche 2. Ordnung hat zwei reelle Begelscharen; die 
einzige von den drei allgemeinen Flächen 2. Ordnung: Ellipsoid, ein- 
manteliges (hyperbolisches) Hyperboloid, zweimanteliges (elliptisches) 
Hyperboloid, welche reeUe Geraden hat, ist die mittlere; so lange wir 
mit den andern beiden noch nicht zu tun haben, kann der Name 
„Hyperboloid" ohne Zusatz genügen; wir ziehen jedoch vor: Träger- 
fläche einer Regelschar (und der verbundenen). Einen Spezial- 
fall werden wir bald zu erwähnen haben. 

Wir fanden: Zwei Geraden einer Regelschar [Z, V i"] treffen eine 
beliebige Gerade T"; also: 

Vier beliebige Geraden Z, T, T, T" haben zwei (reelle 
oder imaginäre) Treffgeraden. 

Dieser Satz stellt sich als Analogen neben die beiden — freilich 
wesentlich einfacheren — Sätze: Drei Ebenen haben einen Punkt, 
drei Punkte haben eine Ebene gemein, unterscheidet sich aber auch 
wesentlich von ihnen. Bei diesen haben wir die Anzahl 1 und immer 
Realität, beim jetzigen Satze die Anzahl 2 und eventuell Imaginarietät. 

Die Konstruktion der beiden Treffgeraden hat zuerst 
Steiner*) gelehrt. 

Wir wissen, die beiden mit der Punktreihe auf V Perspektiven 
und untereinander projektiven Ebenenbüschel um Z, V schneiden in V 
konjektive Punktreihen ein; deren Koinzidenzpunkte sind die Schnitte 
der Trägerfläche von \IVV'^ mit T"; durch sie sind die Geraden nach 
zweien der Geraden Z, V, l" zu ziehen; das sind die Treffgeraden. Wir 
stellen also, drei Punkte von l" mit Z, V verbindend, drei Paare ent- 
sprechender Ebenen her, die mit V" in Ä, Ä'] B, B"] C,C geschnitten 
werden, u&d haben es mit der fundamentalen quadratischen Aufgabe 
zu tun, deren — ebenfalls Steiner zu verdankende — Lösung wir 
bald geben werden: 

Von zwei konjektiven Gebilden sind drei Paare ent- 
sprechender Elemente gegeben; die Koinzidenzelemente (ev. 
eine repräsentierende Involution) zu konstruieren. 

Wir kommen auf dieselbe Fundamentalaufgabe, wenn wir eine 
Kurve 2. Ordnung mit einer Gerade ihrer Ebene schneiden, an eine 
Kurve 2. Klasse aus einem Punkte der Ebene die Tangenten ziehen 
oder die entsprechenden Aufgaben am Kegel 2. Ordnung, bzw. 2. Klasse 
lösen woUen. 

Weil ly r, V, V" zwei Treffgeraden besitzen, so haben die beiden 
Regelscharen \j,XX'^ imd \IXX"\ zwei Geraden gemein; den Regelscharen 
(HT) und (iZT") sind l und X gemeinsam. Also: 

Wenn zwei Regelscharen zwei Geraden gemeinsam haben, 
so gilt dies auch für die ihnen verbundenen Regelscharen. 



1) Gesammelte Werke, Bd. I, S. 147, 8. 402. 
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Werden die beiden projektiven Ebenenbüschel, welche eine Regel- 97 
schar erzeugen^ mit einer Ebene geschnitten^ so ergeben sich projek- 
tive StrahlenbüBchel. 

Der Schnitt einer Begelschar^ zugleich aber auch der 
Trägerfläche und der verrbundenen Regelschar mit einer 
Ebene ist eine Kurve 2. Ordnung. 

Von dieser Kurve ist klar^ daB sie durch projektive Strahlen- 
büschel um jede zwei ihrer Punkte erzeugt werden kanu; weil die 
Regelschar durch projektive Ebenenbüschel um jede zwei beliebigen 
Geraden der Leitschar erzeugt wird und durch jeden Punkt der Kurve 
eine Gerade der Leitschar geht. 

Wir Sitten schon, die oo' Punkte gl sind die Punkte der Träger- 
fläche. Was sind die oo' Ebenen gl für diese Fläche? Jede durch 
eine g oder l gehende Ebene ist eine solche Ebene, enthält eine 
l oder g. 

Wir betrachten eine solche Ebene t ^ gl] Z7 sei der zugehörige 
Schnittpunkt gly durch ihn legen wir einen ebenen Schnitt in £; die 
Regelschar der g werde durch die projektiven Ebenenbüschel erzeugt: 
um die in unserer Ebene r liegende l und um irgend eine zweite V^ 
deren Spur in der Ebene s U' sei; in ihnen entsprechen sich unsere 
Ebene lg und die Ebene Tg. Der Schnitt wird erzeugt durch pro- 
jektive Strahlenbüschel um Uy U\ in denen die Schnitte mit den 
Ebenen lg und Vg entsprechend sind; letzterer ist U'Uy denn TT und 
U sind die Spuren von V und g in der Ebene «. Folglich ist ersterer 
die Tangente in [7 an die Schnittkurve. Für jede durch U gehende 
ebene Schnittkurve der Trägerfläche ist die Schnittlinie mit r die 
Tangente in Z7; folglich ist r die Berührungsebene von U, 

Die Ebenen gl sind die Berührungsebenen der Träger- 
fläche, und jede berührt im zugehörigen Punkte gl. 

Das sind Berührungsebenen, welche die Fläche schneiden: je 
in dem Geradenpaare gly und unterscheiden sich dadurch wesentlich 
von Berührungsebenen, wie sie z. B. die Kugel hat. 

Die Zahl der Berührungsebenen durch eine gegebene Gerade m 
ist die Zahl der Ebenen durch m, welche eine g enthalten, denn dann 
enthalten sie auch eine Z, also die Zahl der Geraden g^ welche m 
schneiden, mithin 2. 

Diese Zahl der Tangentialebenen einer Fläche, die durch eine 
Gerade gehen, ist die Klasse der Fläche. Die Trägerfläche ist 
also 2. Klasse. Aber unsere Betrachtung lehrt uns, daß bei ihr 
die drei Fragen nach der Ordnung, der Klasse der Träger- 
fläche und nach dem Grade der Regelschar als Regelfläche 
identisch sind. 

Verbinden wir einen Punkt mit allen Geraden der 
einen Regelschar, etwa den g^ so erhalten wir, da jede der 
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Ebenen auch eine l enthält^ gleichzeitig aucli die Ebenen, welche 

mit den Geraden { verbinden, eben die durch den Punkt 
gehenden Berührungsebenen der gemeinsamen Trägerfläche. 
Wir denken uns nunmehr die Regelschar erzeugt durch projektive 
Punktreihen auf l, Z'; jede g verbindet zwei entsprechende Punkte; 
die Ebene, welche sie mit verbindet, enthält die Strahlen, welche 
diese Punkte aus projizieren, also entsprechende Strahlen der beiden 
projektiven Strahlenbüschel mit gemeinsamem Scheitel 0, durch welche 
die Punktreihen aus projiziert werden. Demnach umhüUen unsere 
Ebenen einen Kegel 2. Klasse. 

Der der Trägerfläche aus einem Punkte umgeschriebene 
Berührungskegel ist 2. Klasse. 

Auch dieser Kegel 2. Klasse kann durch projektive Strahlen- 
büschel in zwei beliebigen seiner Berührungsebenen erzeugt werden, 
weil die Regelschar durch projektive Punktreihen auf irgend zwei 
Geraden der Leitschar hervorgebracht werden kann. 

Zieht man einen Strahl durch den Scheitel des Kegels, so sieht 
man unmittelbar, daß die Klasse des Kegels, die Zahl seiner Berüh- 
rungsebenen durch diesen Strahl, mit der Klasse der Fläche gleich 
sein muß, ebenso wie die Ordnung eines ebenen Schnittes mit der 
Ordnung der Fläche gleich ist. 

Wir machen uns nun klar, daß jede durch gehende Berührungs- 
ebene gl der Fläche den Berührungskegel längs des Strahles von 
nach dem zugehörigen Berührungspunkte gl tangiert. Das ist dual 
zu dem obigen Satze, daß die Tangente in einem Punkte gl an eine 
durch ihn gehende Schnittkurve in der zugehörigen Ebene gl liegt. 
In der Tat, wir erzeugen die Regelschar der g durch projektive Punkt- 
reihen, von denen die eine auf der in der betrachteten Ebene gl 
liegenden l sich befindet, die andere auf einer beliebigen zweiten T; 
so sind entsprechend in ihnen die Punkte lg und tg. Die Büschel, 
welche den Berührungskegel erzeugen, liegen in den Ebenen Ol, Ot, 
von denen erstere gl ist. In ihnen sind entsprechend die Strahlen 
von nach lg und tg. Der zweite Strahl aber ist Schnittlinie beider 
Trägerebenen, denn beide Punkte und tg liegen in beiden Ebenen, 
letzterer als Punkt von g in Olg, als Pamkt von V in Ol\ Also ist 
der erstere die Kante, längs deren der Kegel von der Trägerebene 

01 = gl berührt wird. 

98 Wir wollen nunmehr beweisen, daß die zu den Berührungs- 

ebenen gl des Tangentialkegels aus gehörigen Punkte gl 
alle in einer Ebene liegen und daher die Schnittkurve 2. Ord- 
nung erzeugen. Die Geraden g und Z je in einer dieser Berührungs- 
ebenen mögen zugeordnet heißen. Eine feste Berührungsebene des Kegels 
mit den Geraden g^, l^ wird von den andern Berührungsebenen des 
Kegels in einem Strahlenbüschel geschnitten (dem erzeugenden in der 
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Ebene OIq, wenn wir die Regelschar durch die Punktreihe auf Zq und 
einer andern l erzeugen); und wo ein Strahl dieses Büschels die l^ 
und g^ triStf da werden diese Geraden geschnitten bzw. von der g 
und der l in der Berührungsebene, von welcher der Strahl herrührt. 
Somit werden die Reihen der Punkte Z^^, g^l zu diesem Strahlen- 
büschel und untereinander perspektiv. 

Jetzt seien zunächst drei Berührungsebenen des Kegels Vg\ X' g\ 
X" g'" betrachtet, also drei Paare zugeordneter Geraden. Die drei Be- 
rührungspunkte X^j X'g'j X"g" mit der Trägerfläche bestimmen eine 
Ebene o, in der auch die Berührungspunkte der anderen Tangential- 
ebenen des Kegels liegen sollen. In der Tat, wir projizieren aus X 
und g' bzw. zugeordnete Geraden g und Z, so ergeben sich zwei pro- 
jektive Ebenenbüschel; denn zwei solche Ebenen X g^ gl gehen nach 
den Punkten l^g^ g^^ die in der obigen Perspektivität entsprechend 
sind. Schneiden wir diese projektiven Ebenenbüschel mit der Ebene cd, 
so erhalten wir projektive Strahlenbüschel, welche denselben Scheitel 
haben, den Punkt g'X^ in dem beide Axen die o treffen. In diesen 
koDJektiven Strahlenbüscheln decken sich dreimal entsprechende 
Strahlen und daher alle, denn erstens ist in den Ebenenbüscheln die 
Ebene X g^gX sich selbst entsprechend und das gilt daher auch für 
den eingeschnittenen Strahl; für die Ebenen Xg" und g'X' fallt die 
Schnittlinie, welche die Punkte Xg\ X'cf' verbindet, in die Ebene cö, wir 
haben einen zweiten sich selbst entsprechenden Strahl, und die Ebenen 
Xg", g'X" liefern einen dritten. Daher schneiden jede zwei ent- 
sprechenden Ebenen X g^ gl die co in demselben Strahle, also fällt 
ihre Schnittlinie und damit der Punkt gl va m. 

Die Berührungsebenen der Trägerfläche in den Punkten 
des Schnitts einer Ebene o gehen durch einen Punkt und 
umhüllen deshalb einen Kegel 2. Klasse. Wir können dies 
dual beweisen oder kürzer so: Die Berührungsebenen von drei 
Punkten des Schnitts haben einen Punkt gemeinsam; die ebene 
Berührungskurve des Tangentialkegels aus enthält die drei Punkte; 
ihre Ebene ist also mit co identisch, die Kurve mit der gegebenen 
Kurve. 

Es wird so, in bezug auf die Trägerfläche verbundener 
Begelscharen, jedem Punkte eine Ebene ca und jeder Ebene 
(D ein Punkt eindeutig zugeordnet, welche Pol und Polar- 
ebene bezüglich der genannten Fläche heißen. 

Eine durch zwei projektive Strahlenbüschel derselben Ebene er- 99 
zeugte Kurve 2. Ordnung liege vor; wir legen durch die Scheitel der 
Büschel zwei windschiefe Geraden, ans denen die Büschel durch pro- 
jektive Ebenenbüschel projiziert werden. Die durch diese erzeugte 
Regelschar und ihre Trägerfläche geht durch die gegebene Kurve. 
Daher gilt für jede durch zwei projektive Strahlenbüschel er- 
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zeugte Enrye 2. Ordnung^ daß sie ans jeden zwei ihrer 
Punkte in dieser Weise erzeugt werden kann. Der längs der 
Kurve der Tragerfläclie umgeschriebene Kegel ist 2. Klasse und 
kann durch projektive Strahlenbüschel aus dem Scheitel erzeugt 
werden; seine Berührungsebenen gehen durch die Tangenten der ge- 
gebenen Kurve. Folglich umhüllen diese Tangenten eine Kurve 
2. Klasse (den Schnitt des Kegels), welche durch projektive Punkt- 
reihen erzeugt werden kann, die von jenen Strahlenbüscheln herrühren. 

Jede Kurve, welche durch projektive Strahlenbüschel 
erzeugt wird, kann auch durch projektive Punktreihen er- 
zeugt werden. 

Es liege nunmehr ein Kegel 2. Klasse vor, erzeugt durch zwei 
projektive Strahlenbüschel; in deren Ebenen lege man bzw. zwei wind- 
schiefe Geraden. Auf ihnen entstehen durch die Büschel projektive 
Punktreihen, und der Tragerfläche der Regelschar, welche durch sie 
erzeugt wird, ist unser Kegel umgeschrieben. 

Wir sehen, daß jeder durch projektive Strahlenbüschel 
erzeugte Kegel 2. Klasse aus jeden zwei Berührungsebenen 
so erzeugt werden kann. 

Die Berührungskurve unseres Kegels ist eine ebene Kurve 2. Ord- 
nung, welche durch projektive Strahlenbüschel erzeugt wird; jede 
Berührungsebene des Kegels berührt ihn längs des Strahls vom 
Scheitel nach dem Berührungspomkte der Ebene mit der Fläche; die 
Kanten des Kegels gehen daher durch die Punkte der Kurve; der 
Kegel ist also 2. Ordnung und kann durch projektive Ebenenbüschel 
erzeugt werden. 

Jeder Kegel, welcher durch projektive Strahlenbüschel 
erzeugt wird, kann auch durch projektive Ebenenbüschel 
erzeugt werden. 

Jene Ergebnisse übertragen sich durch Projektion auf 
den Kegel 2. Ordnung, diese durch Schnitt auf die Kurve 
2. Klasse. 

Damit ist der sogenannte Identitätsbeweis — und zwar durch 
räumliche Betrachtungen — geführt. 

Weil nun bei unsem Kurven und Kegeln und der Trägerfläche 
verbundener Regelscharen die Ordnung mit der Klasse übereinstimmt, 
heißen sie 2. Grades. 

Es sind also die Kegelschnitte der Alten solche Kurven 2. Grades. 

Bemerken wir, daß in diesem Worte der Bestandteil „KegeF nur 
die Bedeutung „Kegel 2. Grades'^ hat, während es auch Kegel höherer 
Ordnimg und Klasse gibt. Es ist also nicht jeder ebene Schnitt 
eines Kegels ein Kegelschnitt im Sinne der Alten, sondern nur der 
eines Kegels 2. Grades. 
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Wir wollen schon jetzt das Wort „Kegelschnitt" gleich- 
bedeutend mit ^,Karye 2. Grades" gebrauchen, d. h. für jede 
Kurve, die durch projektive Strahlenbüschel oder projektive 
Punktreihen erzeugt wird. Wenn bewiesen sein wird, daß jede 
solche Kurve in einen Ejreis projiziert werden kann, ist die Überein- 
stimmung mit der Terminologie der Alten festgestellt. 

Je nachdem ein Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade in zwei 
getrennten reellen Punkten trifiPt, sie berührt oder imaginär schneidet, 
heißt er — mit den Namen, die ebenfalls aus dem Altertum stammen 
— Hyperbel, Parabel, Ellipse. Die zu den unendlich fernen 
Punkten <fer Hyperbel gehörigen Tangenten heißen — ebenfalls mit 
dem Namen der Alten — Asymptoten; bei der Ellipse sind sie 
imaginär. 

Nehmen wir an, die beiden projektiven Punktreihen 1,1', durch 100 
welche eine Regelschar entsteht, seien ähnlich^); dann gehört zur 
Regelschar eine unendlich ferne Grade ^«, welche die ein- 
ander entsprechenden unendlich fernen Punkte der Punktreihen veiv 
bindet, und die Punktreihen auf je zwei Geraden der Leitschar sind 
ähnlich. Durch zwei von den Geraden der Regelschar lege man die 
beiden Parallelebenen und schneide dann mit den weiteren Ebenen 
von dieser Stellung die Geraden Z,!'; es entstehen dadurch ersichtlich 
ähnliche Punktreihen, welche mit den gegebenen' zwei Paare ent- 
sprechender Punkte gemein haben, also identisch sind (Nr. 63). Mithin 
liegt jede Gerade g unserer Regelschar in einer dieser paral- 
lelen Ebenen. Diese durch die g gehenden parallelen Ebenen 
heißen deshalb die Leitebenen der Regelschar im vorliegenden Spe- 
zialfälle. Die unendlich ferne Axe dieses Ebenenbüschels wird also 
von allen Geraden g getroffen und gehört zur Leitschar: Z». Alle 
l der Leitschar müssen aber auch die Gerade g^ der Regelschar 
treffen; folglich liegen sie in den Ebenen des Büschels, welcher g^ 
zur Aze hat, und diese Ebenen sind die Leitebenen für die 
Geraden Z. Weil unter diesen Geraden sich auch eine unendlich 
ferne befmdet, sind auch die Punktreihen auf den Geraden g ähnlich. 

Wenn die eine von zwei verbundenen Regelscharen eine 
unendlich ferne Gerade enthält, so gilt dies auch für die 
andere; und die Projektivität der Punktreihen auf den einen 
wie auf den andern Geraden ist Ähnlichkeit. 

Mit dem später zu entwickelnden Begriff der unendlich fernen 
Ebene des Raumes folgt ans dem Satz, daß jede Ebene durch eine 
Gerade der einen von zwei verbundenen Regelscharen eine Gerade der 
andern enthält, aus der Existenz einer unendlich fernen Gerade in 
der einen Schar, zu deren Ebenenbüschel ja die unendlich ferne Ebene 



1) Steiner, Gesammelte Werke, Bd. I, Systematische Entwickelong, Nr. 52. 
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gehört, das Vorhandensein einer solchen Gerade auch in der andern 
Schar. 

Die Trägerfläche heißt in diesem besonderen Falle hyperbolisches 
Paraboloid; die unendlich ferne Ebene befindet sich unter seinen 
Berührungsebenen. 

Jede Richtung in einer der Leitebenen ist durch eine Gerade der 
betreffenden Regelschar vertreten; denn durch jeden Punkt von l^ bzw. 
ga, geht eine Gerade g oder l. Projiziert man parallel auf eine Ebene 
durch Strahlen, welche parallel etwa den Leitebenen der g sind^ so 
werden diese Geraden g in parallele Strahlen projiziert, die Spuren 
der Leitebenen, die Geraden l aber in einen Büschel mit endlichem 
Scheitel, nämlich der Spur derjenigen Gerade g, welche die Richtung 
der Projektionsstrahlen hat. Sind diese aber zu den einen und den 
andern Leitebenen parallel, also zu ihren gegenseitigen Schnittlinien, 
die ja alle dieselbe Richtung haben: nach dem Punkte ^ao^oo» so 
werden beide Regelscharen in Parallelstrahlenbüschel projiziert. 

Sind die einen Leitebenen zu den andern normal — 
gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid — , so sind die Senk- 
rechten auf den einen parallel den andern. In jeder der beiden 
Regelscharen gibt es dann eine Gerade, die zu den Leitebenen der 
andern senkrecht ist und daher die Geraden dieser andern Schar recht- 
winklig schneidet, das kürzeste Lot zwischen je zweien ist. 

Am einfachsten kommt man zu der Figur zweier para- 
boloidischen Regelscharen, wenn man von einem wind- 
schiefen Vierecke ÄBCD ausgeht, jedes Paar Gegenseiten mit 
den Ebenen schneidet, welche zu den andern Gegenseiten parallel 
sind, und die Schnittpunkte verbindet. Wir woUen uns mit Hilfe 
des Satzes von Menelaus klar machen, daß jede Gerade der einen 
Schar mit jeder der andern in einer Ebene liegt. Es seien E und G 
zwei entsprechende Punkte auf AB und DC, ebenso F und S auf 
BC und AD, so daß (auch dem Vorzeichen nach): 

ÄE DG BF_AH 
BE^CG' CF BH 

Die Diagonale AC liegt sowohl mit EF^ als mit GH in einer 
Ebene, ihre Schnitte mit ihnen seien / und K, so hat man wegen 
des genannten Satzes (für die Dreiecke ABC und ABC): 

. AE BF CI_ÄH DG CK 
^^BE CF' AI DH CG' AK^ 

CI CR 
also: AT™ Ax^ ^' ^' ^ ^^^ ^ ^^^ identisch; die Geraden EF und GH 

liegen in derselben Ebene, in der dann auch EG und FH gelegen sind. 

Jede von den Leitebenen, welche die endlichen Strecken ^J?, DC 

trifft, schneidet das Tetraeder AB CD in einem Parallelogramme, von 
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dem die zugehörige Begelschar- Gerade EG Diagonale ist; folglich 
halbiert der yom Viereck nmBchlossene Teil der Paraboloidfläche den 
Eorperraum des Tetraeders AB CD, 

Wenn auf drei yon einem Punkte ausgehenden Geraden je zwei 101 
Punkte liegen: ^',-4."; IByW^ C,C', so gehören 

AS\ BC\ CA', 
Ä'B, B"C, CA 

zu zwei verbundenen Begelscharen^ oder dual, wenn durch drei 
Geraden einer Ebene je zwei Ebenen gehen: a, a"; /?', /J"; y', y\ so 
gilt dasselbe für die Schnittlinien 

aß y ßy , ya ', 

tf at äff f rf f 

a p, ß y, y a. 

Auch die regelmäßigen Polyeder bieten einfache Beispiele yon 
Geradengruppen^ welche zu yerbundenen Regelscharen gehören. Die 
10 Kanten eines Dodekaeders^ welche, wenn dasselbe auf eine Ebene 
(orthogonal) projiziert wird^ die zu zwei Seitenflächen parallel ist^ 
sich in den umriß projizieren, gehören abwechselnd zu der einen und 
der andern yon zwei yerbundenen Begelscharen; und ebenso führt 
das Ikosaeder zu zwei Gruppen von je fünf Geraden aus yerbundenen 
Begelscharen, wenn es auf eine Ebene projiziert wird, welche zu einer 
Hauptdiagonale normal ist; wiederum sind es die in den umriß sich 
projizierenden Kanten. 

Ein weiteres elementares Beispiel yon Geraden aus yerbundenen 
Begelscharen liefert ein beliebiges Tetraeder. 

Die vier Höhen eines Tetraeders ABCD^aßyd sind 
yier Geraden einer Begelschar, und zur yerbundenen Begel- 
schar gehören die yier Lote auf den Ebenen in den Höhen- 
punkten ihrer Dreiecke. 

Wir haben nachzuweisen, daß irgend eine yon diesen Geraden 
jene Geraden trifft. Die Höhen seien h^, ... h^ und diese Lote p^, ...p^. 
Es ist p^ zu h^ parallel und trifft sie im unendlichen; ferner die 
Ebene, welche durch h^ senkrecht zu d gelegt; ist, ist auch zu a 
senkrecht und daher zur Kante ad ^ BC] also ist ihre Spur in S 
die Höhe des Dreiecks aus Ä] folglich fällt Pj, in dem Höhenpunkt, 
einem Punkte dieser Spur, errichtet, in diese Ebene und trifft A^, und 
aus ähnlichen Gründen auch h^ und h^. 

Es läßt sich leicht noch eine zweite Gruppe yon yier Ge- 
raden aus der Leitschar nachweisen. Jede der yier Ecken besitzt 
einen Höhenstrahl 9^,...(2'z>- In ihm laufen die drei Ebenen zu- 
sammen, welche durch die Kanten der Ecke senkrecht zu den Gegen- 
flächen gelegt sind. Man ziehe an der Ecke D die beiden durch DA 
und DB gehenden Ebenen, welche auf a imd ß senkrecht sind; sie 
schneiden sich in einer durch D gehenden Gerade qD. Eine auf 

Sturm, Geometr. yerwandtaoh&ften. L 9 
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dieser Gerade senkrechte Ebene 6 schneide die Ecke in 9[iB(S, so 
sind die beiden eben genannten Ebenen senkrecht zo atf — iBS und 
ß6 ^Hi^^ also ihre Spuren in 6 zwei Höhen yon 9[93@ und der 
Spurpunkt yon qo der Hohenpunkt; die Ebene durch BG und die 
dritte Höhe in 6 geht durch gz). Die Gerade 3(iB ist normal zu g/> und 
der dritten Höhe^ also zu dieser Ebene, und daher ist auch y senk- 
recht zu ihr, d. h. die Ebene ist dritte Höhenebene des Dreikants. 

Weil aber diese drei Höhenebenen durch Ä, B^C gehen und zu 
a, ß, y normal sind, so enthalten sie die Höhen A„, h^^ h^^ welche 
daher alle die gemeinsame Gerade qj) treffen; q^ und h^ treffen sich 
in B, Die vier Höhenstrahlen gehören also zur zweiten Begelschar. 

Im allgemeinen sind demnach die vier Höhen eines Tetraeders 
windschief zueinander. 

Wenn aber in besonderem Falle zwei von ihnen sich treffen, h^ 
und h^y so ist ihre Ebene senkrecht zu a und ß, und daher zur 
Schnittlinie CBy welche dadurch normal wird zu der in dieser Ebene 
gelegenen Kante AB. Und umgekehrt, wenn AB und CB normal 
zueinander sind, so geht durch AB eine Ebene, welche normal zu 
CB ist; daher auch zu a, ß und deshalb die beiden Höhen h„, h^ in 
sich aufnimmt 

Also, wenn zwei Gegenkanten eines Tetraeders recht- 
winklig zueinander sind, so schneiden sich die Höhen aus 
den Ecken der einen und diejenigen aus den Ecken der 
andern, im allgemeinen in zwei yerschiedenen Punkten. 

Die Höhen ä^, h^ liegen in der Ebene rj^^ durch AB, welche 
senkrecht zu CB ist, A^, h^ in derjenigen rj ^ durch CB, welche 
senkrecht zu AB ist; die Schnittlinie dieser beiden Ebenen ist daher 
das gemeinsame Lot auf AB und CB. Auf dieser Schnittlinie liegen 
die beiden Schnittpunkte B^ß, ^yd' Denn es sei E der Punkt, in 
dem die Ebene 17^^ die Kante CjD schneidet und auf ihr senkrecht 
steht, so sind h^, ha zwei Höhen yon ABB, H^^ der Höhenpunkt 
und die dritte Höhe steht als solche auf AB senkrecht und als 
Gerade von 1?^^ auf CB, ist also jene Schnittlinie, H^ß liegt auf 
ihr und ebenso H^^, 

Wir lernen durch diesen Spezialfall, in welcher Weise Regel- 
scharen ausarten können. Sie sind nämlich in Strahlenbüschel-Paare 
ausgeartet; diejenige, zu welcher die vier Höhen gehören, besteht aus 
den Büscheln {H^ß, Vaß)y (^y^; Vys)^ ^® andere aus den Büscheln 
(Haßf Vyi)y {ßy^y ^o/j)? ^^ ^^^ ^^^ treffen alle Strahlen der beiden 
Büschel des einen Paars alle Strahlen derjenigen des andern. 

Man zeige, daß in dem Büschel {H^^y rj^^) die Lote Py^p^ und 
die Höhenstrahlen qc, qo und in dem Büschel {H^^y rj^^ die p„, p-, 
qA^ qs sich befinden. 
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Wegen der Rechtwinkligkeit yon AB und CD sind auch die 
Ebenen rj^g und rj^^ rechtwinklig. 

Wenn noch zwei weitere Gegenkanten AC, BD rechtwinklig sind^ 
so schneiden sich auch noch h^ und h^, h^ und hy^ demnach treffen h^ 
und Ä^, in rj^ gelegen^ die Schnittlinie 'riaß'^Ye dort, wo sie von h^ 
und hß getroffen wird, die in i;^^ liegen, d. h. in H^a^ mit dem sich 
H^^ yereinigt. AUe vier Höhen gehen durch denselben Punkt Hj 
und man erhalt ein Tetraeder mit Höhenschnitt. Weil nun auch 
h^ und h^y hß und h sich schneiden, sind auch die dritten Gegen- 
kanten AD und BC rechtwinklig. Die Ebene 17^^ steht senkrecht 
auf AB, also auf y und nimmt daher den Höhenstrahl gz) in sich 
auf, ihre Spur in d ist die Höhe aus C; daher enthält sie, weil senk- 
recht auf dy das Lot jp^; dasselbe gilt für 17^^; das bedeutet, daß qo 
und p^ sich mit h^ vereinigen. 

Wenn zweimal zwei Gegenkanten eines Tetraeders recht- 
winklig sind, so sind es auch die dritten. Die vier Höhen 
laufen durch einen Punkt, treffen die Seitenflächen in den 
Höhenpunkten und vereinigen sich mit den Höhenstrahlen 
der Ecken. Durch diesen Höhenschnitt gehen auch die drei 
gemeinsamen Lote auf den Gegenkanten*, sie bilden das Dia- 
gonaldreikant des Vierkants der Höhen. 

Das gilt beim regelmäßigen Tetraeder, aber nicht bloß bei dem- 
selben; es gibt vielmehr gestaltlich 00^ Tetraeder mit Höhenschnitt^). 

§ 16. Die Kurve und der Kegel zweiten Grades und die Regelsohar 

als projektiv beziehbare Gebilde. 

Durch die im vorangehenden besprochenen Erzeugnisse wird das 102 
Gebiet der projektiv beziehbaren Gebilde, als welche wir bis jetzt nur 
die (gerade) Punktreihe und die beiden Büschel hatten — die Grund- 
gebilde — , erweitert. Die krumme Punktreihe auf einem Kegel- 
schnitt^ Punktreihe 2. Ordnung, wird aus jeden zwei Punkten des- 
selben durch projektive Strahlenbüschel projiziert; und wir erhalten 
00^ Strahlenbüschel, deren Scheitel die krumme Punktreihe ausfüllen 
und welche alle so projektiv sind, daß entsprechende Strahlen je nach 
demselben Punkte der Reihe hingehen. Die Strahlen würfe, welche 
nach vier festen zu einem Wurfe angeordneten Punkten der krummen 
Punktreihe gehen, haben alle dasselbe Doppelverhältnis; man über- 
trägt deshalb diesen Begriff spricht vom Doppelverhältnisse des 
Wurfs in dieser Punktreihe 2. Ordnung und versteht darunter 
das konstante Doppelverhältnis der 00^ aus den Punkten 
der Reihe ihn projizierenden Strahlenwürfe; speziell hat man 
auch harmonische Würfe. 



1) H. Vogt, Piogr. des Friedr. Gymn. Breslau 1881. 
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Ferner^ da die Pankte dieser Prinktreihe eindeutig den Strahlen 
eines jeden dieser oo^ untereinander projektiven Büschel und den 
Strahlen die Punkte, als die zweiten Schnitte mit dem Eegelschnitte, 
zugeordnet sind, so ist man imstande, die Punktreihe 2. Ord- 
nung auf ein anderes (projektiv beziehbares) Gebilde & pro- 
jektiv zu beziehen, indem man zunächst einen dieser Strahlen- 
büschel auf @ bezieht. Entspricht der Strahl x des Büschels dem 
Elemente X' von @, so wird dann der Punkt X der krummen Punkt- 
reihe, durch welchen x geht, dem X' zugeordnet. Auch hierbei haben 
entsprechende Würfe das nämliche Doppelverhältnis. 

Was eben fQr die Punktreihe eines Kegelschnitts gesagt wurde, 
gilt auch für den Tangentenbüschel um ihn, Strahlenbüschel 
2. Klasse; er macht die Punktreihen auf allen Tangenten des Kegel- 
schnitts untereinander so projektiv, daß entsprechende Punkte von 
denselben Tangenten eingeschnitten werden. Das Doppelverhält- 
nis eines Tangentenwurfs ist das konstante Doppelverhält- 
nis des Wurfs, den seine vier Tangenten in irgendeine der 
Tangenten einschneiden. 

Wiederum steht der Strahlenbüschel 2. Klasse in eindeutiger Be- 
ziehung zur Punktreihe auf einer Tangente U] denn jeder von seinen 
Strahlen schneidet in sie einen Punkt ein, und durch jeden Punkt 
der Tangente u geht eine zweite Tangente an den Kegelschnitt. Indem 
man zimächst diese Punktreihe auf ein anderes Gebilde projektiv be- 
zieht, hat man auch den Büschel 2. Klasse projektiv bezogen. 

Ahnliches gilt, wie der Übergang vom Felde in den Bündel lehrt, 
für die Kantenreihe eines Kegel 2. Grades und den Büschel der Tan- 
gentialebenen desselben (Kantenreihe 2. Ordnung, Ebenenbüschel 
2. Klasse). 

Femer macht eine Begelschar aUe Punktreihen auf den Geraden 
der Leitschar und alle Ebenenbüschel um sie projektiv. Vier Geraden 
aus ihr, zu einem Wurfe angeordnet, rufen Würfe von Punkten oder 
Ebenen hervor, alle von dem nämlichen Doppelverhältnis, welches dann 
das Doppelverhältnis des Wurfs in der Regelschar heißt. 

Zu allen diesen Grundgebilden auf oder um Leitgeraden steht die 
Begelschar in eindeutiger Beziehung; ist l eine Leitgerade, so be- 
stimmt jede g der Begelschar einen Punkt lg, oder eine Ebene lg, 
und umgekehrt durch jeden Punkt auf l geht eine g, jede Ebene 
durch l enthält eine g. Indem man die Punktreihe oder den Ebenen- 
büschel von { auf ein anderes Gebilde projektiv bezieht, bezieht man 
auch die Begelschar projektiv. 

Wir können die Grundgebilde oder linearen Gebilde ®i, mit 
deren Elementen die eines der neuen Gebilde ®g — die aUe als Ge- 
bilde 2. Grades bezeichnet werden können — inzident sind, per- 
spektiv zu ihm nennen; man hat eine parametrische Bestim- 
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mang in einem @^, wenn man eine in einem Perspektiven Gebilde ©^ 
herstellt und jedem Elemente von ©^ denselben Parameter gibt^ wie 
dem inzidenten Elemente von @|. 

Es sind dann z. B. vier Elemente eines @2 mit den Parametern 
^19 ^f ^9f ^4 barmonisch^ wenn: 

denn die inzidenten Elemente des 3^ haben die nämlichen Parameter 
und sind auch harmonisch. 

Wir können aber^ nachdem für die neuen Gebilde der Begriff 
Doppelverhältnis definiert ist^ direkt Doppelyerhältnis-Parameter ( JJßCX) 
einföhren. 

Für eine durch Projektion aus dem Kreise sich ergebende Kurve 103 
2. Grades^ den Kegelschnitt der Alten^ haben wir uns schon klar ge- 
macht (Nr. 93), daß, wenn U ein fester Punkt, X ein beweglicher Punkt 
derselben, u und x die zugehörigen Tangenten sind, der Büschel UX 
zu der Punktreihe ux projektiv ist, also, wie wir jetzt sagen können, 
die Punktreihe 2. Ordnung der X zu dem Büschel 2. Klasse der x, 
wo immer ein Punkt X und die zugehörige Tangente x ent- 
sprechend sind. 

Beweisen wir es für die Kurve 2. Gbades mit Hilfe der Regel- 
schar und etwas allgemeiner, indem ein Punkt Unnd eine beliebige 
Tangente u benutzt werden. 

Durch die gegebene Kurve 2. Grades K sei, wie in Nr. 99, eine 
Begelschar G gelegt; ihre Ebene sei o; längs K sei der Träger- 
fläche F der Kegel 2. Grades Je, mit der Spitze 0, umgeschrieben, 
eingehüllt von den Berührungsebenen der F in den Punkten von K. 
Es seien U, U' zwei beliebige Punkte auf Kj l, V die durchgehenden 
Leitgeraden, z die Tangentialebene von U\ welche V enthält und 
(Nr. 97) Ä längs OV berührt, und u die Tangente von K in U\ 
die Schnittlinie (ot\ Eine beliebige Gerade g aus G treffe X in X, 
die diesem Punkte zugehörige Berührungsebene sei |: sie enthält ^, 
berührt Ä (längs OX); und ihr Schnitt mit o ist die Tangente x 
von X an X. Wenn gr die G durchläuft, werden der Ebenenbüschel lg 
und die Punktreihe Vg perspektiv, wobei von derselben g herrührende 
Elemente entsprechend sind. Auf der Schnittlinie r'g der beiden Be- 
rührungsebenen von h liegt die Kegelspitze 0, femer die Punkte Vg 
und ux\ denn X und u liegen in x\ g und x in S. Während | mit g 
sich bewegt^ durchläuft r'g den Strahlenbüschel (Oyt), 

Dieser Strahlenbüschel macht die Punktreihen der V g und u x 
auf V und u perspektiv; mit jener ist der Ebenenbüschel lg per- 
spektiv, und dieser andererseits mit dem Strahienbüschel UX in o 
perspektiv; folglich sind der Strahlenbüschel UX und die Punktreihe 
ux projektiv, also der Strahlenbüschel um einen Punkt 17 von K und 
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die Punktreihe auf einer Tangente v!y wobei ein Strahl und ein 
Punkt entsprechend sind^ die mit einem Punkt X von K und der zu- 
gehörigen Tangente x inzidieren. 

Demnach sind die Punktreihe 2. Ordnung der X und der 
Büschel 2. Klasse der x projektiv. Ein Punktwurf auf K und 
der zugehörige Tangentenwurf haben daher dasselbe Doppel- 
yerhältniSy sind z. B. zugleich harmonisch. 

Sind also zwei Punktreihen 2. Ordnung auf demselben oder auf 
verschiedenen Kegelschnitten projektiv^ so sind es auch die zugehörigen 
Büschel 2. Klasse, sodaB in entsprechenden Punkten entsprechende 
Strahlen tangieren; und umgekehrt. 

Und ähnliches gilt beim Kegel 2. Grades. 

Durch die nunmehr möglichen Projektivitaten kommen wir zu 
weiteren Erzeugnissen; wenn z. B. zwei projektive Punktreihen 
2. Ordnung vorliegen, so haben wir, je nachdem sie in derselben 
Ebene liegen oder nicht, es mit der Enveloppe der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte oder der durch diese erzeugten Regel- 
fläche zu tun; doch soll darauf hier noch nicht eingegangen werden. 
Wir haben diese Frage nur angeregt, um einen Ausblick in das neu 
eröfiFnete Gebiet von Problemen zu gewähren. 
104 Zwei von demselben Kegelschnitte K getragene pro- 

jektive Punktreihen 2. Ordnung entstehen durch zwei pro- 
jektive Strahlenbüschel {7, CT, deren verschiedene oder auch 
identische Scheitel auf JCliegen, und werden aus zwei andern 
Punkten Fund F' von £* wiederum durch projektive Büschel 
projiziert; denn es sind nach Voraussetzung die Büschel TJj TT pro- 
jektiv, femer U und F, welche dieselbe Punktreihe auf K projizieren, 
ebenso CT und F', also auch F und V*. 

Ist U mit U identisch, so sind die einschneidenden Büschel kon- 
jektiv, erhalten Koinzidenzstrahlen, welche dann die Koinzidenz- 
punkte der konjektiven Punktreihen auf K einschneiden. Wenn diese 
im besondem Falle mehr als zwei Koinzidenzen haben, so gilt dies auch 
für die beiden konzentrischen Büschel Z7; also deckt sich jeder Strahl 
des einen mit dem entsprechenden im andern, und dasselbe gilt dann 
für die konjektiven krummen Pimktreihen. Also: 

Zwei von demselben Kegelschnitte getragene projektive 
Punktreihen haben zwei Koinzidenzpunkte; und falls in be- 
sonderem Falle mehr, so decken sich durchweg entsprechende 
Punkte. 

Wenn die konjektiven Büschel U involutorisch sind, so überträgt 
sich das durchgängige Entsprechen in beiderlei Sinne auf die krununen 
Punktreihen und von diesen wiederum in die Strahlenbüschel, die sie 
aus einem andern Punkte F von K projizieren. So erwächst der 
Begriff der Involution in der Punktreihe 2. Ordnung. Sie 
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wird eingeschnitten durch eine Strahleninvolution^ deren 
Scheitel auf dem Träger liegt; und aus jedem Punkte des- 
selben durch eine Involution projiziert. 

Einmaliges Doppelt -Entsprechen zweier getrennter 
Punkte in zwei konjektiven Punktreihen 2. Ordnung bewirkt 
durchgängiges. 

Ahn,liche Betrachtungen gelten im Strahlenbüschel 
2. Klasse. Ist der Kegelschnitt der nämliche^ so führt eine 
Konjektiyität in der Punktreihe zu einer in dem Tangenten- 
büschel und umgekehrt; in entsprechenden Punkten be- 
berühren entsprechende Tangenten, in den Koinzidenz- 
punkten die Koinzidenzgeraden. Insbesondere bewirkt jede 
Inyolution der einen Art sofort eine yon der andern Art. 

Und durch Übergang vom Felde in den Bündel erhalten wir die 
entsprechenden Ergebnisse für den Kegel 2. Ghrades. 

Ebenso machen wir eine Begelschar in sich projektiv, 
wenn wir eins der beiden von einer Gerade l der Leitschar getragenen 
Gebilde @i projektiv zu einem der von einer zweiten V getragenen 
Gebilde machen; mit entsprechenden Elementen dieser Gebilde sind 
entsprechende in der Regelschar Inzident. 

Eine Involution auf l oder um l bewirkt Involution in 
der Begelschar und diese dann wieder Involution auf jeder 
andern Leitgerade und um sie. 

Eine elliptische Involution in einer Begelschar ist dann der reelle 
Repräsentant der windschiefen konjugiert imi^inären Doppelstrahlen. 

Es seien zwei verbundene Begelscharen G und L zueinander 105 
projektiv gemacht, etwa dadurch, daß zwischen den Ebenenbüscheln 
um Iq und g^ eine Projektivität hergestellt ist: entsprechende Geraden 
g und l liegen in entsprechenden Ebenen von Iq und g^. Wir haben 
es hier mit zwei Ortem zu tun, dem Orte der Schnittpunkte g l und 
dem Orte der Verbindungsebenen gl, also der Berührungsebenen jener 
Punkte mit der Trägerfläche F, Auf einem ebenen Schnitte K der- 
selben entstehen durch die projektiven Begelscharen konjektive Punkt- 
reihen; denn es seien L^yG^^GfL die Spuren von lo,gQ und zwei 
entsprechenden Geraden g und l auf K, so sind L^ G und Gq L die 
Spuren der Ebenen Iq g, go^ ^ der Ebene von K] Iq g, g^ l erzeugen 
nach Voraussetzung projektive Ebenenbüschel, also L^ 6r, Gq L pro- 
jektive Strahlenbüschel, daher G, L konjektive Punktreihen auf K, 

Nun seien g^ li, g^ l^, g^ h ^^ Schnittpunkte von drei Paaren ent- 
sprechender Geraden aus G und L, und K der von ihrer Ebene ausge- 
schnittene Kegelschnitt; die von den Begelscharen auf ihm hervor- 
gerufenen konjektiven Punktreihen haben in jenen drei Punkten drei 
Koinzidenzen, also sind sie identisch; d. h. zwei entsprechende Ge- 
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raden g und l treffen durchweg K in demselben Punkte und K ist der 
Ort der Punkte^!. 

Daraus folgt dann^ daß die Ebenen g l den Kegel h umhüllen, der 
der Tragerfläche F längs K umgeschrieben ist, und alle durch seinen 
Scheitel gehen, den Pol der Ebene von K, 

Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Geraden zweier 
verbundener Regelscharen, welche projektiv sind, ist ein 
ebener Schnitt der Trägerfläche, und die Verbindungsebenen 
umhüllen den zugehörigen Tangentialkegel. 

Umgekehrt, jeder ebene Schnitt von F macht die beiden 
Regelscharen projektiv; denn stellen vrir zwischen ihnen eine 
Projektivität her, derartig, daß wir dreimal Geraden sich entsprechen 
lassen, die sich auf der Kurve schneiden, so ist der bei dieser Pro- 
jektivität sich ergebende ebene Schnitt mit dem gegebenen identisch, 
weil die Ebenen es sind. 

Dual werden die beiden Regelscharen G und L projektiv, wenn 
man zwei solche Geraden einander zuordnet, die je in derselben Ebene 
eines Tangentialkegels liegen; sie schneiden sich ja auf der ebenen 
Berührungskurve desselben. 

Zwei Würfe gig^g^gi, hhh^i *^^ 6? imd L mit demselben 
Doppelverhältnisse sind projektiv; d. h. in der Projektivität, in welcher 
g^ und l^f g^ und l^y g^ und l^ zugeordnet sind, sind es auch g^ imd l^. 
Folglich liegen die Punkte gth>9ihf9»hfff4,h ^ einer Ebene und 
die gleichnamigen Ebenen gehen durch einen Punkt. 

Sind daher g^ Iv • - - 9a h ^^^^ beliebige Punkte von JP, also 
nicht in derselben Ebene gelegen, so ist der Wurf ^^^f, ^3 5^4 nicht zu 
^1^8 ^8 ^4 projektiv, und die Doppelverhältnisse der Punkte oder Ebenen 
hiffiy 92^9^7 9 d ^^^ 9o(Juhphyh) sind nicht gleich. 
106 Jetzt sei ein Kegelschnitt K gegeben und o seine Ebene; durch 

ihn sei wiederum die Trägerfläche F zweier verbundener Regelscharen 
gelegt und derselben längs K der Tangentialkegel 1c mit der Spitze 0, 
dem Pole von cd in bezug auf F^ umgeschrieben. Wir können aber 
auch annehmen, daß h gegeben ist, die Trägerfläche eingeschrieben 
wird, und als Berührungskurve K sich ergibt. Wir sind so imstande, 
für einen beliebigen Kegelschnitt sowohl wie für einen beliebigen 
Kegel 2. Grades aus derselben Figur dual gegenüberstehende Eigen- 
schaften abzuleiten. 

Auf -ff sei eine Projektivität gelegt: 11 (E), in welcher die Punkte 
X und X' entsprechend sind; so entsteht sofort im Tangentialebenen- 
Büschel von k eine Projektivität 11 (k\ in welcher die Berührungs- 
ebenen I und I' von X und X' korrespondieren, und zugleich entsteht 
auch eine Projektivität zwischen den beiden Regelscharen, welche mit 
niGyL) bezeichnet werde und in welcher die durch X gehende und 
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daher in | liegende Gerade i aus der Schar G und die durch X' 
gehende und in i' liegende Gerade {' aus der Schar L entsprechend sind. 

In der Tat, es möge n(K) durch projektive BQschel um die 
Punkte Zq, Gq von K entstanden sein; diese seien die Spuren der Ge- 
raden l^g^ aus den Regelscharen, also Z^ ^7^0^' ^^ Spuren der 
Ebenen l^X^g^X' oder ^oE^fl^oE- ^^^^ projektiven Büschel L^,Gq be- 
wirkeU; daß diese Ebenenbüschel um Iq, g^ projektiv werden, und diese 
wiederum bewirken es für die Regelscharen, wobei die in entsprechen- 
den Ebenen liegenden Geraden £, £' zugeordnet werden. Damit ist die 
zweite Behauptung bewiesen. Es seien weiter k^ y^ die zu L^^ Gq ge- 
hörigen Berührungsebenen von F] sie berühren, weil Zq, Gq auf K 
L'egen, den Kegel k und enthalten Zo,^^. Die projektiven Regelscharen 
G,L rufen nun auf Iq und g^ projektive Punktreihen hervor, in denen 
die Punkte Iq jc, g^ i' entsprechend sind. Diese machen die Strahlenbüschel 
aus in den Berührungsebenen A^ = OZ^, ^o — ^9o projektiv, und durch 
^e entsprechenden Strahlen, die von nach {qJ:, g^i' gehen, gehen dann 
die Ebenen |,|', weU | durch und ;, also durch l^i und |' durch und 
9oi' geht Folglich ist der Tangentialebenenbüschel von k in sich 
projektiv geworden, vermittelst zweier projektiver Strahlenbüschel in 
zwei Tangentialebenen Aq^^q? d^i'^h deren entsprechende Strahlen ent- 
sprechende Ebenen |, |' gehen. Und das ist die erste Behauptung. 

Gehen wir von dieser Projektivität 11 (k) aus, so werden die ge- 
nannten Strahlenbüschel (0,Ao), (0,7^0) projektiv, also die Punktreihen 
hi>9ol'i daher die Regelscharen, folglich wiederum die Ebenenbüschel 
hh9oi\ dann die Strahlenbüschel Gq,Lq in cd; und es entsteht aufJT 
die Projektivität 77 (Z). 

Die Projektivitöt 11 {G,L\ in der J und j' entsprechend sind, 
führt zu einem ebenen Schnitte K^ von F in der Ebene 6, dem Orte 
der Punkte n', und zu dem zugehörigen Eegel k^ mit der Spitze 5, 
der von den zu den Punkten n' gehörigen Berührungsebenen n' ein- 
gehüllt wird. S und sind wiederum Pol und Polarebene nach F. 

Da X aof j, X auf j' liegt, so sind die Verbindungslinien XX 
die Spuren der Ebenen ;;:' in o und weil diese den Kegel k^ umhüllen, 
so umhüllen die Verbindungslinien XX entsprechender Punkte von 
n{K) den Kegelschnitt ft, in welchem o von Ä:^ geschnitten wird. 

Weil j in I, j' in g' liegt und beide Ebenen durch gehen, so 
ist die Schnittlinie l^' mit der Gerade von nach dem Punkte jj' 
identisch; die Punkte %i^ erzeugen den Kegelschnitt K^^ folglich er- 
zeugen die Schnittlinien ^S' entsprechender Ebenen von 77 (Ä;) den 
Kegel 2. Grades (, der aus den K^ projiziert. 

Wir bezeichnen die Schnittlinie mö mit s und die Verbindungs- 
linie OS mit s. 

Nunmehr seien, neben X, X', Y und Y' zwei andere entsprechende 
Punkte von n{K)y %r[ die zugehörigen Berührungsebenen von Fy 
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entsprechend in 7I(Ä), und \), ^' die mit Y und rj, bzw. Y' und i^' in- 
zidenten Geraden aus G und Z^ entsprechend in n(G,L), Es ist dann 
XY' die Spur, in oj, der Ebene j^', FX' die von ^j', ihr Schnitt- 
punkt {XY\ YX) also die Spur der Schnittlinie {lt)\i)f). 

In beiden Ebenen £9'; ^s' liegen beide Punkte n'yt^tf] also ist 
diese Schnittlinie mit der Verbindungslinie (n', ^Q') identisch. Diese 
beiden Punkte liegen aber auf K^ und tf; folglich muß der Punkt 
{XY\ YX) auf der Schnittlinie (o6=8 liegen. 

Die beiden Schnittlinien ^r}\ fj|' Yon Berührungsebenen des Kegels 
k gehen durch die Spitze 0, femer beziehentlich durch die Punkte 
j^', t)l', deren Verbindungslinie also in die Verbindungsebene (^ri\ iy|') 
jener Schnittlinien fallt. Durch beide Punkte itjf, t)^' gehen die Ebenen 
je', ^^'; also ist die Verbindungslinie der Punkte it)\t)l' mit der 
Schnittlinie der Ebenen n'^ ^Q' identisch. Diese Ebenen tangieren 
den Kegel A^^; folglich geht diese Linie durch die Spitze 5, und die 
Ebene (^rfy 17 1'), welche sie enthält, auch durch S, andererseits durch 0, 
in dem sich die beiden durch sie yerbundenen Geraden schneiden, 
demnach durch 08 '=s. Wir haben zunächst folgende zwei räum- 
lich dualen Sätze: 

Wenn auf einer Kurve 2. Grades K zwei projektive 
Punktreihen liegen, so umhüllen die Verbindungslinien XX', 
YY',... entsprechender Punkte einen Kegelschnitt ß. Ferner 
gibt es eine ausgezeichnete Gerade s — die Projektivitäts- 
axe — , auf welcher alle Punkte {XY\ YX') liegen. 

Wenn in dem Tangentialebenen-Büschel eines Kegels 
2. Grades eine Projektivität sich befindet, so erzeugen die 
Schnittlinien |^' entsprechender Ebenen einen Kegel 2. Gra- 
des f, und alle Ebenen (SV;'?^') gehen durch eine feste Ge- 
rade Sf die Aze dieser Projektivität. 

Es sei M einer der beiden Koinzidenzpunkte von 11 (K), (i die 
Berührungsebene, also eine der Koinzidenzebenen von n(Jc), g, l die 
beiden Geraden der Begelscharen durch M und in ft, also entsprechend 
in n{G, L). Folglich liegt M auf K^^ und in tf , also auf 5 und /tt 
berührt \ und geht durch /S, daher durch s. 

Die beiden Koinzidenzpunkte M, N von n{K) liegen auf 
der Projektivitätsaze s und sind ihre Schnitte mit K, Die 
beiden Koinzidenzebenen /i, v von IHJS) gehen durch die Pro- 
jektivitätsaze s und sind die Tangentialebenen aus ihr an k. 

Femer, ft schneidet cd in der Tangente von M an JT; weil M 
auf K^ liegt, so berührt ft den Kegel /c^ und zwar längs 5J(f; also 
ist ihr Schnitt mit c? auch Tangente an ^ in M, 

Die Kurven K und A berühren sich in den Koinzidenz- 
punkten Jf, N von n(K). 
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Die Ebene (i berührt Je längs OM] die Tangente femer an K^ 
in M liegt in der Berülinmgsebene ft; folglich wird ft auch Berüh- 
rungsebene längs OM f&r den Kegel t, welcher K^ aus projiziert. 

Die beiden Kegel Je und t werden von den beiden Koin- 
zidenzebenen II, V der Projektiyität n(Jc) in denselben Kanten 
berührt, so daß sie sich längs dieser Kanten tangieren. 

Was wir für die Projektivität n(K) auf dem Kegel- 107 
schnitte JT erhalten haben, übertragen wir durch Projektion 
auf den Kegel Je, der ja K aus projiziert. Wir erhalten dann 
in dessen Kantenreihe eine Projektivität, in welcher zwei £[anten 
0(X, X') korrespondieren, welche entsprechende Punkte X, X' proji- 
zieren; längs dieser Kanten 0(X, X') tangieren |, |' den Kegel X. 
Aus dem Kegelschnitt ft, der Ton den XX' eingehüllt wird, wird der 
Kegel 0^, der von den Ebenen 0(X, X^ eingehüllt wird. Aus s 
wird die Ebene Os — Projektivitätsebene — , auf welcher die Schnitt- 
linien von (OX, Oy) und (OY, OX') liegen. Sie schneidet den 
Kegel Je in den Koinzidenzen 0(Jf, N), den Berührungskanten von ft, v, 
und längs derselben berühren sich diie Kegel Je und OA. 

Ingleichen übertragen wir, was für n(Jc) erhalten wurde, 
durch Schnitt mit c? in den Tangentenbüschel von K. Es 
ergibt sich in demselben eine Projektivität, in welcher die Schnitte 
»(S,!") entsprechend sind, die Tangenten von X, X'. Aus dem Kegel t 
wird ein Kegelschnitt of, der von den Schnitten dieser entsprechen- 
den Tangenten erzeugt wird. Die Projektivitätsaxe s liefert einen 
Punkt (OS , das Projektivitätszentrum. Durch dasselbe gehen alle Ver- 
bindungslinien von (cdI, (Ofj') und (oi}, o§'). Die Tangenten aus ihm 
an K sind die Koinzidenzen der neuen Projektivität, welche in den 
Koinzidenzen Jf, N von i7(X) berühren, und in diesen Punkten M, N 
wird K auch von cof berührt. 

K wird also von beiden Kurven A und cot berührt, die 
durch die Projektivität in der Punktreihe und die zuge- 
hörige im Tangentenbüschel, in der die Tangenten der in 
jener korrespondierenden Punkte entsprechend sind, sich er- 
geben: als Enveloppe der Verbindungslinien entsprechender 
Punkte und als Ort der Schnittpunkte entsprechender Tan- 
genten; und zwar in den Koinzidenzen der Punktreihe, in 
denen zugleich die Koinzidenzen des Tangentenbüschels 
berühren. 

Und ähnL'ches gilt am Kegel Je. 

Wir nehmen nun an, die Projektivität n{K) sei involu- 108 
torisch, dann ist es die IlQe) auch, und die beiden zuge- 
hörigen im Tangentenbüschel von K und in der Kanten- 
reihe von Je sind es ebenfalls; denn das Doppelt-Entsprechen über- 
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trägt sich unmittelbar. Wir wollen, statt n(K), n(h), lieber I{K), 
I(Jc) sagen und die Axen s, bzw. s Involutionsaxen nennen. 

Auf der Involutionsaxe s liegt, wie im allgemeinen Falle, jeder 
Punkt (XY'f ^X')f aber nunmehr noch ein ähnlicher Punkt. Nehmen 
wir an, Z' decke sich mit Z, dann deckt sich, wegen der InTolution, 
Z mit Y'] es ist zugleich rj = f ', iy' = f, wenn das die zugehörigen 
Berührungsebenen sind. Auf s liegt also {XZ\ X'Z) oder mit anderm 
Namen: (X F, X' Yy Buden wir daher aus zwei Paaren XX\ YY' 
der Involution I{K) ein vollständiges Viereck XX'YY'y so li^en 
zwei Diagonalpunkte desselben, nämlich {X Y\ X' Y) und {X F, X' Y') 
auf der Involutionsaxe, das sind diejenigen beiden Diagonalpunkte, 
in denen Gegenseiten sich schneiden, welche nicht gepaarte Punkte 
verbinden; dies geschieht beim dritten Diagonalpunkte (XX'jYY), zu 
dem wir gleich kommen werden. 

Ebenso gehen durch die Axe s der Involution IQc) die Ebenen 
($^'f 5'^) ii^id (fiy, i'ri)y zwei Diagonalebenen des Vierflachs SS'iyV von 
Tangentialebenen von Tc. 

Ziehen wir durch die mit Y', Y identischen Punkte Z, Z' nocK 
die Geraden j, j' bzw. aus den Regelscharen 6r, Z; in ly = f liegen 
also 9 und j", in 17' =S die 9', j. Beide Ebenen ^^^ü' gehen also 
durch Yy Y'\ folglich ist die Schnittlinie (9^', Jj') identisch mit YY\ 
Jene Ebenen berühren den Kegel Zr^, ihre Schnittlinie geht daher durch 5; 
also liegt dieser Punkt S auf YY' und damit in (d. 

Ebenso enthalten die beiden Ebenen % ri beide Punkte ^^', )}'; 
so daß deren Verbindungslinie mit 1/1;' identisch ist. Jene Punkte 
gehören aber dem K^ und daher der Ebene 6 an, d. h. tf geht durch 
ifl'ri und infolgedessen durch 0, die Spitze des von % ri berührten 
Kegels Ic. 

Jetzt inzidiert also S mit o und 6 mit 0. 

Die Enveloppe ^ wurde in q durch den Kegel \ mit der Spitze 8 
eingeschnitten und zwar durch die Tangentialebenen; so lange 8 außer- 
halb Q} liegt, ergibt sich ein allgemeiner Kegelschnitt. Nun aber schnei- 
den die Berührungsebenen von \ in (o den Strahlenbüschel (jS, cd) ein, 
und zwar doppelt, weil durch jeden Strahl desselben, als einen Strahl 
durch diese Spitze, zwei (reelle oder imaginäre) Tangentialebenen des 
Kegels gehen ^). Die eingeschnittenen Linien waren die Verbindungs- 
linien XX'; während diese im allgemeinen Falle einen Kegelschnitt 
umhüllen, erzeugen sie jetzt einen Strahlenbüschel. Und daß er doppelt 
zu zählen ist, ergibt sich auch daraus, daß YY' zugleich Z'Z ist. 

Indem nun durch 8 alle Linien XX', FF' . . . laufen, wird er 
der dritte Diagonalpunkt des Vierecks XX' FF'; wir nennen diesen 
Konkurrenzpunkt 8 das Involutionszentrum. 

1) Dadurch wird die EQasse 2 erhalten. 
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Zu einer Inyolution 2(X) auf einem Kegelschnitte gehört 
demnach einelnvolutionsaxe s und ein Involutionszentrum i9; 
durch dieses laufen alle Verbindungslinien XX\ YY . . . ge- 
paarter Punkte, auf jener liegen alle Punkte {XY*yX.'Y) und 
{XY,X'Y')j also zwei Diagonalpunkte des aus zwei Paaren 
gebildeten Vierecks, während der dritte (XX', YY^ ins feste 
Zentrum fällt. 

Die Doppelpunkte sind die Schnitte der Axe mit Ky wie 
der allgemeine Fall lehrt; aber wir erkennen sie jetzt auch als Be- 
rührungspunkte der Tangenten aus dem Zentrum. 

Ebenso artet der Kegel ! aus, der aus den in 6 gelegenen 
Kegelschnitt K^ projiziert, weil jetzt 6 durch geht^ offenbar in den 
doppelten Strahlenbüschel (0,(t); doppelt, weU jeder Yon seinen Strahlen 
zwei (reelle oder imaginäre) Punkte von K^ projiziert. Also bilden 
die Schnittlinien §4^ • • • gepaarter Ebenen von IQc), die im allge- 
meinen Falle den Kegel t erzeugten, den Strahlenbüschel (0, 6) aus 
der Spitze Ton h und zwar doppelt, da i^ij' auch i'i ist. Seine Ebene 6 
nennen wir die Involutionsebene, sie ist die dritte Diagonalebene des 
Vierflachs. 

Weil s^ G)6y s =^OSy so sind die beiden ausgezeichneten Ele- 
mente s und tf, Aze und Ebene der Bündelfigur, inzident zu 5, $, 
Zentrum und Axe der ebenen Figur. 

Die Doppelebenen von I{k) sind die Tangentialebenen aus der 
Axe; wir erkennen sie jetzt aber auch als die Berührungsebenen längs 
der Schnittkanten der ö mit ky denn die beiden gepaarten Berührungs- 
ebenen aus einem Strahle von (0, 6), die im allgemeinen getrennt 
sind, vereinigen sich, wenn der Strahl in eine jener Kanten kommt. 

Durch Schnitt der Kegelfigur mit to ergibt sich die Involution 
im Tangentenbüschel von K] gepaarte Ebenen S, |', die F in ge- 
paarten Punkten X, X von I{K) berührend, schneiden gepaarte Tan- 
genten Xy x' ein, welche dann auch in jenen gepaarten Pimkten be- 
rühren. Für diese Involution wird die Spur s von ö die Axe und 
die Spur 8 von s das Zentrum; d. h. auf s liegen die Schnittpunkte 
xx' gepaarter Tangenten, wie in 6 die Schnittlinien ||'; durch S 
gehen alle Verbindungslinien {xy', x'y)y (xy, xy')y weil (|iy', g'iy), 
(§17, %'iff) durch s gehen. Das sind zwei Diagonalen des Vierseits 
xx'yy'y während die dritte {xx'y yy) die feste Gerade s ist. Von S 
kommen die Doppelstrahlen, wie beim Kegel von s die Doppelebenen; 
andererseits sind sie auch die Tangenten in den Schnitten des Kegel- 
schnitts mit s. 

Zwei so zueinander gehörige Involutionen in der Punkt- 
reihe und im Tangentenbüschel eines Kegelschnitts, bei 
denen gepaarte Tangenten in gepaarten Punkten berühren, 
haben also dieselbe Axe und dasselbe Zentrum. Jedoch ist 
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die Beziehung von S und s zu der einen felddual zur Be- 
ziehung von s und S zur andern. 

Daß X und x' sich auf s schneiden, kann man auch folgender- 
maßen erkennen, wir wissen, {XY\ X' Y) liegt auf s. Wir halten X, X' 
fest, lassen Y in X' rücken, dann muß, wegen der InTolution, Y in 
X rücken, dabei gehen X Y'j X' Y in die Tangenten rc, x' über. 

Endlich ergibt sich aus der InYolution I{K) durch Projektion 
diejenige in der Kantenreihe Ton h, in deren gepaarten Kanten x„ x,', 
die aus X, X' hervorgehen, die gepaarten Ebenen 5; 5' ^^^ ^{^) ^ 
rühren: ebenfalls mit ö als Involutionsebene und s ab Involutionsaze, 
so daß die beiden Eegelinvolutionen bündelduales Verhalten zu diesen 
ausgezeichneten Elementen haben, die eine zu ö und 5, die andere zu 
s und <f. 

Mit Absicht sind im vorangehenden für Sätze, die sich auf ebene 
oder Bündelfiguren beziehen, raumliche Beweise gegeben. 

§ 17. Die Polarentheorie der Eegelsclinitte. 

109 Wir nennen den Punkt 8 und die Gerade s, weichein der 

im vorangehenden erhaltenen Beziehung zum Kegelschnitte 
K stehen, Pol und Polare in bezug auf ihn. 

Der Punkt S kann jeder Punkt der Ebene sein; denn zwei 
Sekanten durch ihn liefern die Paare XX', YY'] durch sie ist die In- 
volution in der Punktreihe von K bestimmt. Und zwei Verbindungs- 
linien gepaarter Punkte liefern das Zentrum, also 8. 

Den cx)' Involutionen auf K (Nr. 70) entsprechen die cx)' Punkte 
der Ebene als Zentren, und umgekehrt. Durch die Punktinvolution 
auf K ist die Tangenteninvolution bestimmt und ihre Axe s. Ist 
hingegen s gegeben, so ist, durch die Tangentenpaare aus zwei Punkten 
auf ihr, zunächst die Tangenteninvolution bestimmt, usw. 

Wenn ein Strahl durch das Zentrum oder den Pol 8 den K in 
den gepaarten Punkten X, X' schneidet, so begegnen sich die zu- 
gehörigen Tangenten a;,V, gepaart in der andern Inyolution, auf der 
Axe oder Polare S] und umgekehrt, wenn von einem Punkte auf s 
die Tangenten x, x' an X* gehen, gepaarte Geraden der einen In- 
volution, so lauft die Verbindxmgslinie der Berührungspunkte X, X', 
die in der andern Involution gepaart sind, durch 8. 

Die (reellen oder imaginären) Tangenten aus 8 an X be- 
rühren in den Doppelpunkten der Punktinvolution, welche 
andererseits die Schnitte von s sind, und sind selbst die 
Doppelstrahlen der Tangenteninvolution. 

Eine Sekante von K und der Schnitt der Tangenten in ihren 
Schnittpunkten sind daher Polare imd PoL 
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Ein zweiter Strahl dnrch S schneide in Z; F'; der Schnittpunkt 
der Tangenten y, y' liegt wiederum auf & 

Ferner liegen die Schnittpunkte (X T, X Y) und (X F, X Y^ 
auf 8 und die Verbindungslinien {xy\ x'y) und (xy, x'y^ gehen 
durch 8. 

Also liegt ein dem Kegelschnitt ^eingeschriebenes voll- 
ständiges Viereck XX' YY Yor und das zugehörige umge- 
schriebene vollständige Vierseit n^^r'yj^'. Von jenem ist jS der 
Diagonalpunkt {XX', YY^, während die beiden andern T— 
{XY,X'T) und U^{XY', XY) auf s liegen, so daß diese die 
dem 5 gegenüberliegende Diagonale ist; von diesem ist s die 
Diagonale (xx', yy\ während die andern i^(xy, x'y) und 
tt»(a;t(',a:'y) durch 5 gehen und dieser der ^gegenüberliegende 
Diagonalpunkt ist. 

Durch T gehen die Sekanten XY, X'Y'] also ist die Verbindungs- 
linie 8 U der beiden andern Diagonalpunkte die Polare von T, 

Wie auf s sich x und x\ y imd y' schneiden, deren Berührungs- 
punkte X und Xy Y und Y' auf Sekanten durch 8 liegen, so 
schneiden sich auf der Polare von T die Tangenten x und y, x' und 
y'y deren Berührungspunkte X und r, X und Y' auf Sekanten durch 
T liegen; da aber x und y, x und y sich auf t schneiden, so ist diese 
die Polare von T und mit 8ü identisch. Ebenso vereinigen sich 
8T und u in der Polare von XJ, 

Wir erhalten ein Dreieck, von dem jede Ecke 5, T, ü 
die Gegenseite s, t, u zur Polare hat und welches Diagonal- 
dreieck sowohl von XXYY'j als von xxyy ist; die Ecken 
sind die Diagonalpunkte von XX' YY', die Seiten Diagonalen 
V on^'a: a;'yy'. 

Wir nennen es ein Polardreieck des Kegelschnitts. 

Die Sekanten 8 XX, 8YY' sind beliebige Sekanten durch 8. 

Wenden wir auf eine von ihnen die harmonische Eigenschaft des 
vollständigen Vierecks an, nach der auf jeder Seite die beiden Ecken 
durch den Diagonalpunkt imd die Gegendiagonale harmonisch ge- 
trennt werden (Nr. 46), so haben wir: 

Auf jeder Sekante durch den Pol werden die Schnitt- 
punkte mit dem Kegelschnitte durch Pol und Polare har- 
monisch getrennt. Und ebenso gibt die harmonische Eigenschaft 
des Vierseits: 

Die zwei Tangenten aus einem Punkte der Polare werden 
durch diese und den Pol harmonisch getrennt. 

Die Polaren der Punkte T und U gehen durch 8, Aber jeder HO 
Punkt von $ kann ein T (oder ü) sein. In der Tat, wenn 8 XX 
gelegt ist, so ziehe man durch einen beliebigen Punkt T von s die 
Gerade TX, welche K nochmals in Y schneide, sodann 8Y, deren 
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zweiter Schnitt T\ sei; XY und X!Y' treffen sich auf s, mithin 
in T; ist dann wiederum U^(XY\ X'Y) der dritte Diagonalpunkt^ 
auf s gelegen, so ist SU die Polare Yon T. Also: 

Liegt T auf der Polare s YonS, so liegt /8> auf der Polare 
t Ton T; oder geht 8 durch T, so geht auch t durch 5; oder 
indem wir beides zugleich aussprechen: Sind ein Punkt und eine 
Gerade inzident, so sind es auch die polaren Elemente. 

Ein Punkt; welcher auf der Polare eines andern gelegen 
ist; heißt konjugiert zu ihm in bezug auf £*; eine Gerade, 
welche durch den Pol einer andern geht; heißt konjugiert zu 
ihr. Der vorangehende Satz ssigk also: 

Ist jT zu 5 konjugiert; dann ist es auch S zu T; ist t zu 
s konjugiert; dann auch s zu t 

Die Eonjugiertheit findet stets in beiderlei Sinne statt oder ist 
gegenseitig; so daß man kurz sagen kann: S imd T, s und t sind 
konjugiert. 

Wenn der Pol T auf der Gerade s sich bewegt, so dreht 
sich die Polare t um den Pol 8 Ton s; die Punktreihe der T 
und der Büschel der t sind projektiv. 

In der Tat; wenn die Sekante SXX! festgehalten wird; so haben 
wir zu jedem Punkte T von s eine Sekante SYY' gefunden; fdr 
welche T-(Xr, X'F') isk; t geht von S nach Ü^{XT, XT), der 
auf 8 liegt. Es genügt; Y als zweiten Schnitt von TX mit K zu 
konstruieren; ihn aus X' auf s nach U zu projizieren und diesen mit 
S durch t zu verbinden. Die beiden Strahlen büschel XY und X'F 
sind projektiv; weil X und X' auf K liegen und Y ihn durchläuft;; 
zu ihnen sind die Pnnktreihe der T und der Büschel der t perspektiv; 
also untereinander projektiv. Der Beweis ist auch dual zu führeU; 
indem man von der um 8 sich drehenden t ausgeht. 

Die konjugierten Punkte T und U bewegen sich also 
projektiv auf $ und zwar involutorisch. Denn Y' ist der zweite 
Schnitt von X CT und T die Projektion von F aus X' aufs, so daß T aus 
U genau durch dieselbe Konstruktion sich ergibt; wie U aus T. Oder 
wir weisen direkt ein involutorisches Paar nach. Ist P der Schnitt- 
punkt der Tangenten von X und X\ auf s gelegen; und Q der 
Schnittpunkt (XX'; s) so erkennt man leicht: Fällt T nach P oder Qy 
so fäUt U nach Q oder P 

So entsteht auf der Gerade 8 die Involution der konju- 
gierten Punkte T; U, und perspektiv zu ihr um den Pol S die 
Involution der konjugierten Geraden u und t, welche man 
selbständig durch die duale Betrachtung ableiten kann. 

Man beachte jedoch; daß von zwei Perspektiven Paaren der 
beiden Involutionen die nicht inzidenten Elemente polar sind: t 
geht durch ü und u durch T. 
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Die Doppelelemente dieser Involutionen sind sich selbst konju- 
giert. Nun sind ein Punkt von K und seine Tangente Pol 
und Polare. Denn fdr einen Punkt 8 von K als Zentrum wird die 
krumme Involution auf K parabolisch, indem S allen Punkten X ge- 
paart ist. Auf der Tangente von 8y in der immer x' liegt, lauft der 
Schnittpunkt xXy der die s beschreibt. Haben wir zwei Sekanten 
SXXy SYY' mit X' und r in S, so ist T-(Xr, TT) der 
Schnitt der Tangente ZT' von S mit XT, und Cr=-(Xr', TX!) 
föUt in S, also ist TU jene Tangente. Die Punkte und Tangenten 
von K sind daher sich selbst ko]\jugieri 

Die Doppelelemente der Involutionen der konjugierten 
Punkte auf s und derjenigen der konjugierten Geraden 
durch S sind also die Schnitte der 8 mit £* und die zu ihnen 
Perspektiven Tangenten aus S; werden ja auch jene Schnitte 
harmonisch getrennt durch jeden T auf 8 und t, also durch T und U, 
und diese Tangenten durch jede t, die durch 8 geht, und T, also 
durch t und u. 

Sind die Schnitte von s und die Tangenten aus 8 imagi- 
när, so hat man in den dann elliptischen und reell herzu- 
stellenden Involutionen die reellen Repräsentanten^). 

Auf einer Tangente wird die Involution parabolisch, mit dem 
Berührungspunkte als dem zu allen Paaren gehörigen Punkte, durch 
den ja auch die Polaren aller Punkte der Tangente laufen; ebenso 
wird es die um einen Punkt des Kegelschnitts, und der allen Paaren 
gemeinsame Strahl ist die Tangente, welche ja die Pole von allen 
Strahlen des Biischels enthält. 

Ein Punkt 8 und seine Polare $ haben uns somit zu vier 
Involutionen geführt: der Involution konjugierter Punkte 
auf 8, der Involution konjugierter Strahlen um 8, der Invo- 
lution in der Punktreihe von X, deren Zentrum 8 ist, und 
der Involution im Tangentenbüschel von K, deren Axe s ist. 

Die Schnittpunkte von 8 mit K sind Doppelpunkte der ersten 
und der dritten, die Tangenten aus 8 Doppelstrahlen der zweiten und 
der vierten, so daß man auch die beiden Involutionen auf und um K 
als darstellende für diese Elemente ansehen kann, wenn sie imaginär 
sind; aber um konjugiert imaginäre Elemente bei Schnitten und 
Projektionen zu verfolgen, sind die ersteren mehr geeignet. 

Die Punktepaare TU der Involution auf s werden aus X, einem 111 
beliebigen Punkte von JT, in die 'Punktepaare YT der krummen 
Involution auf K projiziert. Also: 

Die Involution konjugierter Punkte auf einer Gerade s 



1) Dieser Fall hat zur reellen Darstellung koi\jugiert imaginärer Elemente 
dnrcli elliptische Involutionen geführt. 
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wird aus jedem Punkte des Kegelschnitts auf diesen in die 
Involution projiziert, von welcher s die Axe und ihr Pol 8 
das Zentrum ist. Ebenso dual: 

Die Involution konjugierter Strahlen um einen Punkt i9 
schneidet jede Tangente von K in der nämlichen Involution, 
wie die Involution im Tangentenbüschel, von welcher 8 und s 
Zentrum und Axe sind. 

Vier harmonische Punkte auf K kann bian auffassen als die 
Doppelpunkte Jf, N einer krummen Involution und zwei gepaarte 
Punkte Ä\ A' derselben; daher ist üf^ die Axe und AA geht durch 
das Zentrum, oder den Pol von MN\ also sind MN und AA' 
konjugiert. 

Vier harmonische Punkte eines Kegelschnitts werden 
durch zwei konjugierte Geraden eingeschnitten, und vier 
harmonische Tangenten kommen von zwei konjugierten 
Punkten. 

Ein Punkt S und irgend zwei konjugierte Punkte auf seiner 
Polare s geben uns ein Polardreieck des Kegelschrntts, von dem jede 
Ecke die Gegenseite zur Polare hat. Da die Seiten s und zwei konju- 
gierte Geraden t und u durch den Pol 8 sind, so ist diese Figur 
in sich dual und kann auch Polardreiseit genannt werden. Jede 
zwei Ecken, jede zwei Seiten eines Polardreiecks sind kon- 
jugiert, weshalb es auch Tripel konjugierter Punkte, Geraden ge- 
nannt wird. Eine Ecke 8 kann beliebig gewählt werden, die zweite 
T ist auf die Polare s von 8 zu legen, so daß die Polare t durch 8 
geht, die dritte U ist dann der Punkt st und seine Polare u die 8T. 
Oder man geht von s aus, zieht t durch jS>, usw. Ein Kegelschnitt 
hat daher oo^ Polardreiecke; je oo^ haben eine Ecke 8 und 
Gegenseite 8 gemeinsam; die beiden andern Ecken und Seiten bilden 
zwei Perspektive Involutionen konjugierter Elemente. 

Die drei Involutionen konjugierter Punkte auf den Seiten eines 
Polardreiecks sind nicht verbunden (Nr. 82). Sie haben zwar die 
Ecken zu gepaarten Punkten; aber die gepaarten Punkte A\ Sy C 
zu den Schnitten A, B, C der Seiten TU, 178^ 8T mit einer Gerade 
g liegen nicht wieder in einer Gerade, vielmehr laufen die Ver- 
bindungslinien A8ySTy CUj die Polaren von A, JB, (7, in einen 
Punkt, den Pol von Qj zusammen. 

Ein Punkt liegt im Äußern oder Innern eines Kegel- 
schnitts, je nachdem er reelle oder imaginäre Tangenten an 
ihn sendet, seine Polare also reell oder imaginär schneidet. Alle 
Geraden durch einen innem Punkt schneiden reell; weil reell schnei- 
dende Punkte durch ihn sicher vorhanden sind, nicht aber der Über- 
gangsfaU zu den Sekanten mit imaginären Schnitten, die Tangenten. 
Die Polare enthält daher lauter äußere Punkte. Ist also 8 ein innerer 
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Punkt, so sind die beiden andern Ecken Ty U eines Polardreiecks 8 TU 
äußere Punkte. Ist dagegen S ein äußerer Punkt, so schneidet die 
Polare TU reell, und die beiden Ecken T, U werden durch diese 
Schnitte harmonisch getrennt, also liegt der eine innerhalb, der andere 
außerhalb. 

Daher liegen von den drei. Ecken eines Polardreiecks 
zwei außerhalb, die dritte innerhalb, zwei Seiten schneiden 
reell, die dritte imaginär; von den drei Inyolutionen konju- 
gierter Elemente um die Ecken oder auf den Seiten sind 
zwei hyperbolisch, eine elliptisch, die zu gegenüberliegenden 
Elementen gehörigen, wegen der Perspektiven Lage, gleichartig. 

Einem Polardreieck STÜ kann man oo^ Dreiecke um- 
schreiben, die dem Kegelschnitte eingeschrieben sind; denn ist 
X ein beliebiger Punkt desselben, X' der zweite Schnitt von SX, 
Y' der von TX', so geht die dritte Seite Y'X von selbst durch U, 
Die beiden Sekanten 8XX\ SYY' liefern vier solche Dreiecke 
XZ'r, XX'Y, rrX, YTX', jeder Punkt des Kegelschnitts 
gehört zu dreien. 

Ebenso gehört jede Tangente zu drei dem Polardreieck 
ein-, dem Kegelschnitte umgeschriebenen Dreiseiten; denn 
sind X, X, y, ^ wiederum die Tangenten der vier Punkte, so liegen 
die Punkte xx\ x'y', ^x auf 5, i, u. 

Es seien nun S und T zwei beliebige Punkte; zu jedem Punkte X 
von K werde der zweite Schnitt Y von SX und der zweite Schnitt Z 
von TY konstruiert, so bewegen sich X und Z zu Y involutorisch 
projektiv auf K, also auch X und Z zueinander projektiv, aber im 
allgemeinen nicht involutorisch, XZ umhüllt vielmehr einen Kegel- 
schnitt fi (Nr. 106). Damit X und Z sich involutorisch bewegen, ist 
notwendig, daß man von Z zu X in derselben Weise gelange, wie 
von X zu Z, d. h. SZ und TX müssen sich auf der Kurve, in W, 
schneiden; und es genügt, daß das einmal geschieht. Dann sind aber 
8 und T zwei Diagonalpunkte des eingeschriebenen Vierecks X YZW, 
also Ecken eines Polardreiecks und konjugiert. 

Nur wenn S und T in bezug auf K konjugiert sind, be- 
wegen sich X und Z involutorisch. 

Fund TT bilden dann auch ein Paar; denn SFund T TT schneiden 
sich in X, SW und TY in Z. 

Die Punkte S = (X F, ZW) und T « (XTF, ZY) liegen auf der 
Axe der Involution und der Pol U von ST ist das Zentrum (XZ, YW) 
derselben; die drei Drehpunkte oder Zentren bilden ein Polardreieck. 
Nur einem Polardreiecke kann man oo^ Dreiecke umschreiben, 
die dem Kegelschnitte eingeschrieben sind. 

Eine Punktreihe und der zugehörige Polarenbüschel sind pro- 112 
jektiv; schneiden wir letzteren mit einer Gerade, konstruieren also zu 

10* 
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jedem Punkte der ersten Gerade den konjugierten auf der zweiten^ 
so ergibt sich: 

Die Punktreihen auf zwei Geraden sind projektiv mit 
solchen Punkten als entsprechenden, die in bezug auf einen 
Kegelschnitt konjugiert sind. 

Es seien X und X', T und Y' konjugiert in bezug auf K, also 
entsprechend in den projektiven Reihen konjugierter Punkte auf 
XTy X'Y'] die involutorische Axe derselben (Nr. 90) trifft sie in den 
Punkten, die dem Schnittpunkte Z' = (X Y, X' Y') entsprechen, also 
zu ihm in bezug auf K konjugiert sind; also ist jene Axe die Polare 
von Z' (nebenbei bemerkt, auch die Polare des Z' in bezug auf den 
Kegelschnitt, der durch die beiden projektiven Punktreihen erzeugt 
wird; weil er die Träger in den Schnitten mit der genannten Axe 
berührt). 

Auf dieser involutorischen Axe liegt aber auch der Punkt 
Z- (Xr, XT) (Nr. 90) und ist deshalb dem Z' in bezug auf K 
konjugiert. X und X', Y und Y', Z und Z' sind aber Gegenecken 
eines vollständigen Vierseits. Also: 

Wenn zweimal zwei Gegenecken eines vollständigen 
Vierseits in bezug auf einen Kegelschnitt konjugiert sind, 
so sind es auch die dritten. Ein solches Yierseit heißt Polvier- 
seit des Kegelschnitts. 

Und dual: Wenn zweimal zwei Gegenseiten eines voll- 
ständigen Vierecks konjugiert sind, so sind es auch die 
dritten: Polviereck des Kegelschnitts. 

Diese Sätze rühren von Hesse her.^) 
Man kann sie auch in folgender Form aassprechen: 
Die drei Punkte X', r, Z' auf den Seiten FZ, ZX, XY 
eines Dreiecks, welche zu den Gegenecken in bezug auf 
einen Kegelschnitt konjugiert sind, liegen in gerader Linie. 

Die drei Geraden durch die Ecken eines Dreiecks, welche 
zu den Gegenseiten konjugiert sind, laufen in einen Punkt 
zusammen. 

Ja, wir können sie in einen in sich dualen Satz zusammenfassen 
mit Hilfe des Begriffs polarer Dreiecke. 

Zwei Dreiecke heißen in bezug auf einen Kegelschnitt 
polar, wenn zu den Ecken des einen die Seiten des andern 
polar sind und daher auch zu den Ecken des zweiten die Seiten des 
ersten. Sind XYZ und X^Y^Z^ die beiden Dreiecke, so müssen die 
Seiten Y^Z^, Z^X^, Xj Y^ des letzteren, als die Polaren von X, Y, Z, 
durch die auf YZ, ZX, X Y gelegenen konjugierten Punkte X', Y\ Z 



1) Journal f. Mathem., Bd. 20, S. 286. 
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gehen; weil diese in gerader Linie liegen ^ so sind die Dreiecke per- 
spektiT. Also: 

Zwei in bezng auf einen Kegelschnitt polare Dreiecke 
sind in perspektiyer Lage. 

Die PerspektiviiÄtsaxe ist, wie eben gefunden, X' J'Z'; in X' 
schneiden sich YZ und T^Z^] daher ist seine Polare die Verbindungs- 
linie der Pole X^ und X, ebenso sind TT^, ZZ^ die Polaren von 
Y'j Z\ und das PerspektiTitätszentrum, in das sie zusammen- 
laufen, ist der Pol der Axe. 

Die Paare der zweiten Schnittpunkte der Gegenseiten 
eines vollständigen Vierecks mit einem Kegelschnitte, der 
dem Diagonaldreiecke umgeschrieben ist, sind in Involution. 

Das Viereck sei P^JSS, seine Diagonalpunkte «-(P^, JBS), 
» - (PP, QS), 6 - (PS, qH) und der Kegelschnitt Ä werde von 
PC, TLS in 2), A; ^n PP, QS in E, E^, von PS, QR in F, F^ 
zum zweiten Male getroffen; dann bestehen auf ihm die Involutionen 
mit den Zentren P, Q, P, S: 

az), »JE, SP; az), »JBi, (JPi; «A, ö^. tt^i; «A, »^i;«^'. 

also die Projektivitäten: 

aasep^A d^e^f^, 

mithin ist auch: 

DPP» A B^EF^Sby DEiF^e A B^E^FId. 

Für die erste von diesen ist PS die Axe imd (DPj, PA) ^®8* 
auf ihr; die zweite lehrt ebenso, daß (DP, A-^i) ^^ ^i® lieg*. 
Diese beiden Punkte bilden mit (DD^, FFi) ^iJi Polardreieck für Ä; 
von dem eingeschriebenen Dreieck S&EE^ gehen zwei Seiten durch 
Ecken desselben, also (Nr. 111) die dritte Seite EE^ durch die 
dritte Ecke (DA; P-^i); mithin sind DD^, EE^, FF^ involutorisch 
gepaart. 

Bei einer Involution I{K) auf einem Kegelschnitte fanden wir: 113 
Ist T ein Punkt der Axe s und TXT eine Sekante durch ihn, so 
geht auch die Verbindungslinie der den X, Z gepaarten Punkte X', Y' 
durch T\ diese beiden Strahlen projizieren also aus T zwei Paare 
der I{K). 

Eine Involution I{E) auf einem Kegelschnitte wird aus 
jedem Punkte der Axe durch eine stetshyperbolischeStrahlen- 
involution derartig projiziert, daß jedes Strahlenpaar zwei 
Punktepaare projiziert. Doppelstrahlen sind die Axe, welche 
die beiden Paare mit vereinigten Punkten, und der Strahl nach 
dem Zentrum, welcher zwei gepaarte Punkte projiziert. 
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Zu den beiden Strahlen IXY, TX'Y' sind ja auch T £7 und TS 
harmonisch. 

Liegen zwei nicht involutorische projektive Punktreihen auf Ky 
so konstruiere man yermittelst zweier Punkte von der Art {XY\ X'Y) 
die Projektiyitätsaze S] die Involution auf K^ für welche diese s Axe 
und der Pol S Zentrum ist; hat in den Schnitten der s mit K, den 
Eoinzidenzpunkten der projektiven Punktreihen, ihre Doppelpunkte 
und wird die darstellende Involution für diese Schnitte; wenn sie 
imaginär sind. 

Je nachdem das Zentrum S außerhalb oder innerhalb K liegt, 
ist die Involution hyperbolisch oder elliptisch; im ersteren Falle 
gehen durch S auch imaginär schneidende Strahlen und die Involution 
hat auch (reeUe) Paare von konjugiert imaginären Punkten, im zweiten 
Falle gibt es nur reell schneidende Sekanten und nur (reelle) Paare 
mit reellen Punkten. Wir bestätigen so am Kegelschnitte in anschau- 
licher Weise, was in Nr. 77 gefunden wurde. 

Für zwei Involutionen auf einem Kegelschnitte liefert die Ver- 
bindungslinie der Zentren das gemeinsame Paar; es besteht stets aus 
reellen Punkten, wenn mindestens eine von ihnen elliptisch ist, also 
ihr Zentrum innerhalb Uegt. 

Sind beide hyperbolisch, so kommt es auf die Lage der Doppel- 
punkte an; die Verbindungslinie SS^ der Zentren ist die Polare des 
Schnitts der beiden Azen 5, s^, der Verbindungslinien der Doppel- 
punkte. Dieser Schnitt ss^ ist Zentrum derjenigen Involution, für 
welche die einen und die andern Doppelpunkte zwei Paare bilden, 
und SSj^ ihre Axe. Je nachdem diese Paare der Doppelpunkte 
hyperbolische oder elliptische Lage haben, schneidet SS^ reell oder 
imaginär. 

Das gemeinsame Paar zweier ineinander liegenden In- 
volutionen besteht nur dann aus zwei konjugiert imaginären 
Elementen, wenn sie beide hyperbolisch sind und die Paare 
der Doppelelemente elliptische Lage haben; die durch diese 
bestimmte elliptische Involution ist dann die darstellende. 

So ergeben sich die Sätze von Nr. 22 und 77 wiederum am 
Kegelschnitte als Träger sehr anschaulich. 

Wir überlassen dem Leser die Übertragung der vorangehenden 
Ergebnisse auf den Kegel 2. Gh-ades. 

114 Der Satz (Nr. 71), daß MN, XT, XY in Involution sind, 

wenn X und X', Y und Y' entsprechend sind in konjektiven 
Gebilden und MjN die Koinzidenzen, ergibt sich sehr einfach, 
wenn wir sie als Punktreihen auf einem Kegelschnitt ansehen; denn 
dann schneiden sich X Y' imd X' Y auf der Projektivitätsaxe MN 
(Nr. 106), und dieser Schnittpunkt ist das Zentrum der Involution. 
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Sind nun die Punktreihen auf einem Kegelschnitte K 
und auf einer Gerade u projektiv, so projiziere man erstere 
aus allen Punkten von K auf e«; die entstehenden Punkt- 
reihen werden alle konjektiy zu der gegebenen auf i«; die 
Paare der Koinzidenzen bilden eine Involution. 

In der Tat, wenn AjB die Schnitte Yon K mit u sind und 
A\ B' ihnen entsprechen in der Punktreihe ron Uy so sind diese 
Punkte auch entsprechend in allen entstandenen konjektiyen Punkt- 
reihen; daher durchlaufen die Koinzidenzen M^ N die Involution 
(AB', AB), 

Und dasselbe gilt auf Kj wenn die Ponktreihe von u aus allen 
Punkten von K auf diesen projiziert wird. 

Die Aufgabe, in einer elliptischen Involution das reelle 
Paar zu konstruieren, das zu zwei gegebenen Punkten A, Ä 
harmonisch ist, för welche wir in Nr. 78 vorteufig eine Pro- 
jektions-Konstruktion gegeben haben, läuft ja auf die Herstellung 
des gemeiQsamen Paars zweier Involutionen hinaus. Die zweite ist 
diejenige, welche A^ A zu Doppelpunkten hat. Ist der Träger ein 
Kegelschnitt, so hat man ihn mit der Verbindungslinie des Zentrums 
der gegebenen Involution und des Pols von AA, des Zentrums der 
zweiten, zu schneiden. 

Der Kreis als Träger ist der bequemste, weil da die Schnitte am 
einfachsten sich ergeben. Handelt es sich um eine Strahleninvolution, 
so hat man sie mit einem durch den Scheitel gehenden Kreise zu 
schneiden, die beiden andern wird man zunächst in Strahleninvolu- 
tionen überfuhren. 

Der am häufigsten vorkommende Fall ist, wo A^ A ein Paar 
der gegebenen Involution bilden wie in Nr. 78. 

An der Involution auf dem Kegelschnitte kann man am bequemsten 
den Begriff des Doppelverhaltnisses von vier Paaren einer Involution 
entwickeln. Sie seien AA, BB\ CC\ DB\ femer a, 6, c, d die vier 
Strahlen durch das Zentrum S, auf denen sie liegen, und A^, B^, C^, B^ 
deren Pole, auf der Aie oder Polare s von S gelegen. Wir fanden, 
daß vier harmonische Punkte in den Kegelschnitt durch konjugierte 
Geraden eingeschnitten werden. Zu einem Punkte der Kurve seien 
nun die vierten harmonischen Punkte 9[, 93, @, S) in bezug auf die 
vier Paare konstruiert, die zweiten Schnitte der Geraden (A^, B^y 
C^ , 2)^), welche zu den a, 6, c, d konjugiert sind. Daher ist das Doppel- 
verhältnis (ÄSSSS)) gleich dem der Punkte A^,B^, ^i? A ^^^^ 'ülojc^r 
vier Polaren a, h, c, d, also von unabhängig. 

Das Doppelverhältnis der vierten harmonischen Punkte, 
in bezug auf vier Paare einer Involution, zu einem Element 
des Trägers (also auch der vier Mitten, wenn der Träger gerade 
ist) ist konstant und wird deshalb das Doppelverhältnis der 
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yier Paare genannt. Bei einer auf einem Kegelschnitte ge- 
legenen Inyolution stellt es sich am einfachsten als das der 
Tier die Paare tragenden Strahlen durch das Zentrum dar. 

In bezug auf die ganze Inrolution führt jedes Element des Tragers 
zu der Reihe der vierten harmonischen Elemente; alle diese Beihen 
sind projektiv. 

Nehmen wir an, die beiden Paare ÄA', BB' seien zu den beiden 
Paaren MM, NNj die aus den in den Doppelelementen vereinigten 
Elementen bestehen, harmonisch, so- lehrt der Fall, wo der Trager ein 
Kegelschnitt ist, daß die Strahlen AA\ BB' zu den Tangenten 
in My N harmonisch sind; daher sind jene konjugiert und die Paare 
AA\ BB' harmonisch zueinander. 

Wenn zwei Paare einer Involution zu den durch die 
Doppelelemente gebildeten Paaren harmonisch sind, so sind 
die Elemente des einen zu denen des andern harmonisch. 
115 Der Pol der unendlich fernen Gerade in bezug auf einen Kegel- 

schnitt heißt bekanntlich sein Mittelpunkt, und die durch ihn gehen- 
den Strahlen Durchmesser, die von ihm kommenden Tangenten, auf 
jener Gerade berührend, die Asymptoten. 

Für die Involution konjugierter Strahlen um den Mittelpunkt, 
Involution konjugierter Durchmesser oder kürzer Durchmesser-In- 
volution, sind die Asymptoten die Doppelstrahlen, also ist sie hyper- 
bolisch oder elliptisch, je nachdem die Kurve Hyperbel oder Ellipse 
ist. Von diesem wichtigen Spezialfälle kommen die Namen und heißt 
die rechtwinklige Involution auch zirkulär, weil die Durchmesser -In- 
volution eines Kreises rechtwinklig ist. 

Zu der Durchmesser- Involution ist die Involution konjugierter 
Punkte auf der unendlich fernen Gerade perspektiv; beim Kreise ist 
es die absolute Involution und die absoluten Punkte sind die Schnitte 
des Kreises. Bei der Parabel, welche die unendlich ferne Gerade zur 
Tangente hat, ist diese Involution parabolisch (Nr. 110). 

Die gleichseitige Hyperbel, mit rechtwinkligen Asymptoten, führt 
zu einer gleichseitig -hyperbolischen Durchmes§er-Involution (Nr. 20). 

Die Involution konjugierter Punkte auf einem Durchmesser hat 
den Mittelpunkt M zum Zentralpunkt; sind daher X, X' zwei kon- 
jugierte Punkte in ihr, so ist MX -MX' die Potenz, also das 
Halbmesser-Quadrat, da die Schnittpunkte die Doppelpunkte sind; 
je nachdem sie positiv oder negativ ist, schneidet der Durchmesser 
reeU oder imaginär. 

Die in Nr. 75 gelehrte Konstruktion der zu zwei konjektiven 
Gebilden gehörigen Involution, welche ihre Koinzidenzpunkte zu Doppel- 
punkten hat, wird auch anschaulicher, wenn der Träger ein Kegel- 
schnitt K ist. Dem Punkte Z^X^Y' seien X\ Y entsprechend 
und Z^ dem Z in bezug auf sie harmonisch. Auf der Projektivitäts- 
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axe 8 (Nr. 106) Hegt der Schnitt T der Geraden XF und X'Ty von 
denen die erste Tangente in Z ist; wegen der Harmonizität sind ZZ^ 
und X'Y konjugiert; also geht X'Y durch den Pol ron ZZ^, der 
auf der genannten Tangente liegt; daher ist er T. Wie T und Z^ 
sich aus Z ergeben, so mögen sich U und TT^ aus W ergeben; U ist 
Pol von WW^ und liegt auf s. Also ist 5 = TJ7 die Polare des 
Schnitts S = {ZZ^ , TTTTJ. S ist Zentrum der Involution ZZ^^WW^,.,. 
und s ihre Axe. Diese Involution hat also mit der gegebenen Eon- 
jektivitat die Axe gemeinsam, folglich sind ihre Doppelpunkte mit 
deren Eoinzidenzpunkten identisch. 

In Nr. 106. 107 wurde gefunden, daß die Verbindungslinien der 116 
entsprechenden Punkte zweier von demselben Kegelschnitte K ge- 
tragenen projektiven Punktreihen einen Kegelschnitt ft umhüllen, 
welcher den K in den Koinzidenzen berührt. Behandeln wir die 
ümkehrung. Es liegen zwei Kegelschnitte K und R vor, welche 
sich doppelt berühren, oder, um dies reell auszudrücken, auf einer 
Gerade s (Berührungssehne) dieselbe Involution konjugierter Punkte 
besitzen und, perspektiv zu dieser, um den gemeinsamen Pol 8 (Be- 
rührungspol) dieselbe Involution konjugierter Strahlen. Es entstehen 
dann in der Tat auf jedem von ihnen durch die Tangenten 
des andern konjektive Punktreihen, und ebenso machen die 
Punkte des einen den Tangentenbüschel des andern in sich projektiv. 

Es sei a eine feste Tangente von ^, welche den K in A und A' 
schneide, x eine bewegliche, % und de die Berührungspunkte. Der 
Schnitt ax sei mit R bezeichnet und seine Polare 9[X in bezug auf A 
mit r; sie schneide s in T, so ist SR die Polare t von T in bezug 
auf ^, aber, wegen jener gemeinsamen Involutionen, auch in bezug 
auf K. Mithin liegt der zweite Schnitt von TA' mit K, der zu A' 
harmonisch ist in bezug auf T und iy auf Xj weil RT und t in bezug 
auf ^ konjugiert, also zu a und x harmonisch sind, und ist einer 
der Schnitte von x mit K'^ wir nennen ihn X und den andern, durch 
welchen TA geht, X\ Demnach schneiden sich A'X und AX' stets 
auf 9 (in jT), erzeugen Perspektive Büschel und auf K konjektive 
Punktreihen, deren entsprechende Punkte X und X' also durch die 
Tangenten x von ^ verbunden sind. Man folgert weiter, daß auch 
A und A' entsprechend ist, daß s die Projektivitätsaxe ist und die 
Koinzidenzen einschneidet. 

Wird daher auf der Tangente a, von der wir ausgingen, der 
Schnitt A zur ersten und A' zur zweiten Reihe gerechnet, so gehört 
auf einer beliebigen andern Tangente x von Si der Schnitt X zur 
ersten und X' zur zweiten, wenn A'X und AX' sich auf der Be- 
rührungssehne schneiden. 

Ebenfalls perspektiv zu den Büscheln A'X und AX' ist der von 
9X beschriebene; woraus folgt, daß der Berührungspunkt X von 



154 i' % 13- I^io Sätze von Pascal und Brianchon. 

X auf ^ eine Pnnktreilie beschreibt; die zu den Punktreihen 
der X und X' auf K projektiv ist. 

Es ist noch darzutun^ welchen Zusammenhang die Elemente 0, cd, 
die in Nr. 98 als polar in bezug auf die Tragerfläche F zweier ver- 
bundener Begelscharen eingef&hrt wurden, mit den jetzigen polaren 
Elementen haben. ist die Spitze des Tangentialkegels der Fläche, 
welcher sie längs des Schnitts mit o tangiert. 

In bezug auf diesen Schnitt von cd werden ein Punkt 8 in & 
nnd der Schnitt s mit der Polarebene 6 von S polar. Also ist die 
Polare eines Punktes S in bezug auf den Schnitt von F mit einer 
durch S gehenden Ebene cd der Schnitt s der Polarebene 6 von S 
nach F mit cd. 

Femer Polarebene und Polarstrahl in bezug auf den Tangential- 
kegel aus an jP war eine Ebene 6 und der Strahl s aus nach 
dem Pole S von 6 nach F. Der Polarstrahl einer Ebene 6 in bezug 
auf den Berührungskegel an F aus einem Punkte in <y ist der 
Strahl, der aus den Pol 8 von 6 nach F projiziert. 

Beim Kreise ist die Polare normal zum Durchmesser nach dem 
Pole. Damit lassen sich folgende Sätze beweisen. 

In einer Ebene liege auf der Gerade u eine Involution vor; C sei 
der Zentralpunkt, p die Potenz und PP^ irgend ein Paar. Die Kreise, 
für welche sie Involution konjugierter Punkte ist, gehen durch die 
Doppelpunkte und haben ihre Mittelpunkte auf dem Lote, das auf 
u in. C errichtet ist. Die Paare der Durohmesser- Endpunkte auf 
dieser gemeinsamen Zentrale bilden eine zweite Involution mit dem- 
selben Zentralpunkte C, aber der Potenz — p] und den beiden Invo- 
lutionen ist die absolute Involution verbunden (Nr. 82). 

Die Kreise über den Strecken PP^ als Durchmessern schneiden 
jene rechtwinklig und bUden den sogenannten „konjugierten Kreis- 
büschel". 

Wenn dagegen eine Strahleninvolution gegeben ist mit dem be- 
liebigen Paare pp^ und dem rechtwinkligen Paare st, von dem t der 
im stampfen Winkel der p^p^ gelegene Strahl ist; so bilden die Elreise, 
fQr welche die p,p^ konjugiert sind, zwei Reihen mit den Mittel- 
punkten auf 5, bzw. ^, beide bestehen aus reellen Kreisen, wenn die In- 
volution hyperbolisch ist; wenn sie aber elliptisch ist, nur die, deren 
Mittelpunkte auf t liegen. 

§ 18. Die Sätze von Pascal und Brianchon. 

117 Auf einem Kegelschnitte K seien sechs beliebige Punkte ge- 

nommen; wir verbinden sie in irgend einer Reihenfolge, etwa Ä, PI, C, 
Aj B, (7, zu einem einfachen Sechsecke, das also K eingeschrieben 
ist. Jetzt legen wir auf K eine Projektivität fest, in der wir den 
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Punkten Ay Bj C die Punkte Ä'j B^j C entsprechen lassen; auf der 
Aze derselben liegen dann die Punkte 

{AS, BA^, (BC, CBT), {GA\ ACy, 

das sind die Schnittpunkte der Gegenseiten des Sechsecks. 

Damit haben wir den Satz von Pascal^): 

Die Schnittpunkte der Gegenseiten eines einem Kegel- 
schnitt eingeschriebenen (einfachen) Sechsecks liegen in 
gerader Linie. 

Wir haben die Namen: Pascalsches Sechseck (Hexagramma 
mysticum), Pascalsche Gerade. 

Aus den sechs Punkten kann man wegen der 720 Permu- 
tationen und weil je 2 • 6 Permutationen dasselbe Sechseck bezeichnen '); 

720 

— = 60 Sechsecke bilden, welche alle die gefundene Eigenschaft 

haben und daher zu 60 Pascal sehen Geraden führen, die eine 
interessante eingehend untersuchte Figur bilden. 

Der Pascalsche Satz drückt eine Beziehung zwischen 
sechs Punkten eines Kegelschnitts aus; und eine solche muß 
bestehen, denn wir dürfen nur fünf Punkte geben. Machen wir 
zwei Yon ihnen zu Scheiteln von projektiren Büscheln und die 
Strahlen von ihnen nach den drei andern Punkten zu entsprechenden 
in denselben, so ist die Projektivitat eindeutig festgelegt, und wir 
haben einen durch die fünf Punkte gehenden Kegelschnitt. 

Nehmen wir nun zwei andere von den Punkten als Scheitel 
von Büscheln, so werden diese durch ihn projektiv, mit den nach den 
nmimehr drei übrigen Punkten gehenden Strahlen als entsprechenden, 
weil die Punktreihe auf einem Kegelschnitt aus beliebigen zwei 
Punkten auf ihwi durch projektive Büschel projiziert wird. Wir 
kommen also bei diesem Arrangement und so bei jedem der zehn 
möglichen zu demselben Kegelschnitte. 

Fünf Punkte bestimmen einen Kegelschnitt und zwar 
eindeutig. 

Es fragt sich nun, ob die für sechs Punkte gefundene Bedingung 
auch hinreichend ist, um dieselben auf den nämlichen Kegelschnitt 
zu bringen. Es habe also ein Sechseck AB CA' BC die Eigen- 
schaft, daß die drei Schnittpunkte 

{AS, ÄB)^P, {BC, Ba)^Q, {CA'y CÄ)^R 

in einer Gerade p liegen. Wir legen dann durch fünf Ecken A, B, 

1) B. Pascal (der berühmte Schriftsteller des 17. Jahrhunderts), Essai snr 
les coniqnes. 

2) Nämlich, wenn 1, .... 6 die Punkte sind, je 12 Permutationen wie: 

12846 6, 28456 1,... 61284 5, 
65482 1, 16548 2,... 548216. 
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Cf Ä\ B den, wie eben gefunden, eindeutig bestimmten Kegelschnitt; 
wenn C auf ihm liegt, so muß er mit dem zweiten Schnitt yon 
l^BC und dem Kegelschnitt identisch sein. Dieser zweite Schnitt 
heiße zunächst 0/; wir haben nun das diesem Kegelschnitte ein- 
geschriebene Sechseck AB^CABC^, Also liegen 

{AB, Ä'B) = P, {BC, BC,')^Q„ (0^', C^Ä)-B, 

in gerader Linie p^, da aber BG^^=BC ^=1^ so ist Q^^Q, also auch 
l>j=l>; demnach fallen B^ und B beide in den Schnitt vonj) und CA' 
und (7 und (7/ beide in den von l und BA. Folglich gilt die 
Umkehrung, daß A,ByC,A\B,(7 demselben Kegelschnitte an- 
gehören, wenn die drei Punkte P, Q, B in gerader Linie liegen, 
und imter PascaVs Satz versteht man den Lib6gri£P beider Sätze. 

Die duale Betrachtung lehrt: 

Fünf Tangenten bestimmen eindeutig einen Kegelschnitt. 

Ein beliebiges aus sechs Tangenten eines Kegelschnitts 
gebildetes (einfaches) Sechsseit hat die Eigenschaft, daß die 
Verbindungslinien der Gegenecken (Hauptdiagonalen) in 
einen Punkt zusammenlaufen. Und umgekehrt, wenn ein 
Sechsseit diese Eigenschaft hat, so berühren seine Seiten den- 
selben Kegelschnitt. 

Dieser duale Satz wird nach Brianchon, der ihn gefunden*), be- 
nannt, ebenso wie ein derartiges Sechsseit und der Konkurrenzpunkt. 

Wir haben diese Sätze übrigens schon gehabt (Nr. 89): 
Wenn AB VD ÜC ein einem Kegelschnitt eingeschriebenes Sechs- 
eck ist, so seien 17, ü' die Scheitel der erzeugenden projektiven Büschel 
und nach AyB,CjD gehen entsprechende Strahlen; folglich schneiden 
sich, wie a. a. 0. bewiesen wurde, die Gegenseiten in drei Punkten einer 
Gerade. Und ist ahuduc ein umgeschriebenes Sechsseit, so seien 
u,u die Träger der erzeugenden Punktreihen-, ayb,Cyd sind dann Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte. Wir fanden dort, daß die drei 
Hauptdiagonalen durch denselben Punkt gehen. 
118. Wir wollen sofort eine Anwendung dieser Sätze geben. Es 
seien ABCy AB! G zwei Polardreiecke eines Kegelschnitts K, Wir 
betrachten die beiden Dreiseite, eingeschlossen von ABy BGj G Äy 
bzw. ÄBlj B!C, CA'^ die Pole von AB und GA in bezug auf K 
sind die Gegenecken C und JS', zwei Ecken des zweiten Dreiseits, der 
Pol von BG ist der Schnitt der beiden Polaren CA und AB! von 
B und Gy also die dritte Ecke des zweiten Dreiseits. Folglich sind 
die beiden Dreiseite polar in bezug auf K und demnach perspektiv 
gelegen (Nr. 112); es entsprechen sich eine Seite des einen Dreiseits 
und die Gegenseite ihres Pols im andern, also AB und AB!y BG 



1) Journal de TEcole polytechnique, Heft 18 (Bd. VI), S. 297. 
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und BCy CA nnd CA. Die Perspektive Lage sagt aus, daß die 

Schnitte 

{AB, AB), {BC, BG), {CA\ CA) 

in gerader Linie liegen; das bedeutet, daß die sechs Ecken ein Pas- 
calsches Sechseck ABC ABC bilden^ also sich auf demselben 
Kegelschnitt befinden. 

Bezeichnen wir nun die beiden Polardreiecke nach ihren Seiten 
aiCy a'Vc'y so ergeben sich die Dreiecke (a6, 6c', c'a"), (ab\ Vc, cd) 
als polar; mithin gehen (ah, a'V), (bc\ Vc)j {c'a, ca) durch einen 
Punkt, und abc'ah'c ist ein Brianchonsches Sechsseit. 

Von zwei zu demselben Kegelschnitte K gehörigen 
Polardreiecken liegen die sechs Ecken auf einem zweiten 
Kegelschnitte, und die sechs Seiten berühren einen drittenft^. 

Daraus folgt, daß, wenn einem Polardreiecke ABC ron K 
ein Kegelschnitt ft umgeschrieben ist, diesem noch <x>^ Polar- 
dreiecke Yon K eingeschrieben werden können, es genügt, zwei 
Ecken auf ft zu bringen, die dritte fällt ron selber auf ihn. Wir 
legen also eine Ecke A' beliebig auf e, die zweite B in einen 
der Schnittpunkte der Polare von A' nach K mit ft; der dritte C 
fallt Yon selbst in den zweiten Schnitt dieser Polare; wobei freilich 
nicht zu jedem A' reelle B und C gehören. 

Und ebenso können einem Kegelschnitte ^i, der einem 
Polardreiseite abc von K eingeschrieben ist, <x>^ andere 
Polardreiseite ron K umgeschrieben werden, jede Tangente a' 
von ftj bildet mit den Tangenten b\ c', die von ihrem Pole nach K 
kommen, ein solches Dreiseit. 

Zwei beliebige Dreiecke können nicht zugleich Polardreiecke für 
denselben Kegelschnitt sein. 

An diese Sätze wollen wir den Satz: Die sechs Seiten zweier 
demselben Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecke tan- 
gieren einen zweiten Kegelschnitt, und seine duale ümkehrung 
anschließen, die später mit ihnen in Zusammenhang werden gebracht 
werden. Die beiden eingeschriebenen Dreiecke seien ABC, DE F. Wir 
schneiden die projektiven Würfe A (JB, C, E, F) und B (JB, C, E,F) bzw. 
mit EF imd BC, wodurch sich ergibt: 

LMEF7\BCIK. 

Also tangieren die beiden TriLger EF und BC und die vier Ver- 
bindungslinien entsprechender Punke LB, MC, EI, FK oder AB, 
AC, DE, BF denselben Kegelschnitt. 

Yon den sechs Ecken eines eingeschriebenen Sechsecks ^J.'fjB'C (7 119 
seien A und A', B und B', G und C unendlich nahe, so daß die 
Seiten AA\ BB', CC die Tangenten in A, B, C sind; die Gegen- 
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Seiten JB'C, CA, AB gehen auf der Grenze in die Seiten J5C, C7-4, AB 
des eingeschriebenen Dreiecks ABC über. Also: 

Die Tangenten in den Ecken eines einem Kegelschnitte 
eingeschriebenen Dreiecks schneiden die Gegenseiten in drei 
Punkten^ die in gerader Linie liegen, und dual: 

Die Verbindungslinien der Berührungspunkte der Seiten 
eines Dreiecks, welches einem Kegelschnitte umgeschrieben 
isty mit den Gegenecken laufen in einen Punkt zusammen. 

Für den Kreis wurden diese projektiven Sätze in Nr. 52 aus- 
gesprochen. 

Wenn ein Kegelschnitt durch zwei projektive Punktreihen Uy u' 
erzeugt wird; so berührt er diese Geraden in den Punkten F^ E\ 
welche dem gemeinsamen Punkt By F' entsprechen (Nr. 93); ihre 
Verbindungslinie (die Polare von E) ist die involutorische Aze 
(Nr. 90). 

Ist X der Berührungspunkt der Tangente XX'^ so laufen nach 
dem eben erhaltenen Satze X£', X'F und EU in einen Punkt zu- 
sammen; das vollständige Viereck E'FXX' zeigt danu; daß X, in 
bezug auf X und X'y harmonisch ist zum Schnitte mit der involuto- 
rischen Axe. 

Daher ist auf jeder Verbindungslinie entsprechender 
Punkte zweier projektiven Punktreihen der Berührungs- 
punkt mit dem erzeugten Kegelschnitt dem Schnitt mit der 
involutorischen Aze harmonisch zugeordnet in bezug auf 
die beiden verbundenen Punkte, und, dual; die Tangente im 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen projektiver Büschel 
an den erzeugten Kegelschnitt dem Strahle nach dem invo- 
lutorischen Zentrum harmonisch zugeordnet in bezug auf 
die beiden sich schneidenden Strahlen. 

Lassen wir bei dem eingeschriebenen Sechsecke AECBFD die 
Punkte A und Ey B und F unendlich nahe rücken, so werden die 
Gegenseiten AEy BF die Tangenten a, 6 in ^, By der Ptmkt (EC, FD) 
geht in (ACy BD) über, und es Hegen afe, {ACy BD), {OB, DA) 
in gerader Linie; d. h. der Tangentenschnitt ab liegt auf derjenigen 
Diagonale des eingeschriebenen (vollständigen) Vierecks AB CD, durch 
deren gegenüberliegenden Diagonalpunkt i^ABy CD) die Berührungs- 
sehne AB geht, und ebenso liegt der Tangentenschnitt cd auf dieser 
Diagonale, so daß sie auch Diagonale des zugehörigen umgeschriebenen 
Vierseits ahcd wird, also beide das nämliche Diagonaldreieck haben, 
wie schon in Nr. 109 gefanden wurde. 

Man dualisiere diese Betrachtung. 
120 Wenn auf den Seiten eines Dreiecks ABC drei Punkte 

Äy B'y C liegen, deren Verbindungslinien mit den Gegen- 
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ecken in einen Punkt zusammenlaufen^ so daß 

n :?j^ ^K. -^ _ 1 
^^ CA 'AB' ' BC'^ ^' 

so schneidet jeder durch diese drei Punkte gelegte Kegel- 
schnitt die Seiten zum zweiten Male in Punkten A"y JB", C'\ 
für welche dasselbe gilt. Weü ÄA"B'B"C'C" ein Pascalsches 
Sechseck ist, liegen die drei Punkte: 

auf den Seiten von ABC in gerader Linie; daher ist: 

ov BH ^SB ^ 1 

und weü auch JB", C, «; C'\A\ ö; A'\B\^ je in gerader Linie 
liegen, haben wir: 

«V BH C^ AC^ - B^ C]& A^ - B^' CB^ A^ ^ 
^' CSl ■ AB'' ' BC ^ ^' CA' ' Jl» * J5C" "" "^^ C^" * AB' " 5(5 "" ^^ 

aus diesen Relationen 1) bis 3) folgt: 

^ CJr ' AB'' ' BC""^ ' 

und umgekehrt; wenn die A'\ B'% C" dieselbe Eigenschaft haben^ 
wie die^;5;C', so liegen die sechs Punkte ^',-B;C',A",JB",C" 
auf einem Kegelschnitte; denn aus 1), 4) und 8) folgt 2)^ d. h. 
die Geradlinigkeit von $(; 93; (S. 

Die Berührungspunkte eines Kegelschnitts mit den Seiten eines 
Dreiecks; dem er eingeschrieben ist; haben diese Lage (Nr. 119). 

Sind daher zwei Kegelschnitte demselben Dreiecke ein- 
geschrieben; so liegen die sechs Berührungspunkte auf 
einem dritten Kegelschnitte. 

Wir haben gefanden (Nr. 55); daß die drei Geraden aus einem 
Punkte 0; welche je zwei Gegenkanten eines Tetraeders treffen; 
JBC; AB in E, E\ CA, BB in F, F\ AB, CB in ff, G\ auf den 
Seiten der vier Dreiecke Punkte hervorrufen, welche der Relation 
des Ceva genügen, wobei die Konkurrenzpunkte die Schnitte von 
OAy OB, OC, OB mit den Gegenebenen sind, und daß umgekehrt; 
wenn auf den Kanten sechs Punkte liegen; welche in dreien der 
Dreiecke und dann auch im vierten jene Relation erfüllen, die sieben 
Geraden AA\ . . ., BB', EE', . . .; GG' in einen Punkt zusammen- 
laufen. 

Liegen zwei derartige Punktgruppen E, . . ., G' und 
^if"'7 ^1 ^^^ ^^^ Kanten des nämlichen Tetraeders; so be- 
finden sich alle zwölf Punkte auf derselben Fläche 2. Grades. 
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Denn zunächst befinden sich die sechs auf den Kanten eines 
Dreiecks auf einem Kegelschnitte: R^, . . ., ^^. Die Fläche 2. örades, 
welche durch fünf beliebige Punkte ron A^, drei beliebige Yon ft^, 
einen beliebigen Punkt ron ft geht, enthält damit yon jedem dieser 
Kegelschnitte fQnf Punkte, also sie ganz und damit auch den ft^, 
weil sechs Punkte von ihm. 

umgekehrt; wenn eine derartige Gruppe £,..., G' auf den 
Kanten eines Tetraeders vorliegt, so bilden die zweiten 
Schnittpunkte E^, . . ., G^ mit einer durch sie gehenden 
Fläche 2. Grades eine ebensolche Gruppe. Denn die vier Kegel- 
schnitte, welche sie in a, . , ., d einschneidet, bewirken, daß die drei- 
punktigen Gruppen der Beziehung von Ceva genügen. 

Berührt eine Fläche 2. Grades die sechs Kanten des 
Tetraeders, so bilden die Berührungspunkte eine Gruppe der 
vorliegenden Art; denn in jeder der vier Ebenen wird der genannten 
Beziehung durch die betre£Penden Punkte genügt. 

Wenn also zwei Flächen 2. Grades die Kanten eines 
Tetraeders tangieren, so gehören die zwölf Berührungs- 
punkte einer dritten Fläche 2. Grades an.^) 

§ 19. Fortsetzung der Sätze über Involutionen. 

121 Der Kegelschnitt als Träger führt sehr einfach zur ümkehrung 

des Satzes (Nr. 86) über die Multiplikation zweier Involutionen Ii, I^- 

Für diesen Satz selbst gilt: 

Die Projektivitätsaze des Produkts P ist die Verbin- 
dungslinie der Zentren S^, S^. 

In der Tat, in P sind X und X', Y und Y' entsprechend, wenn 
^^X, S^ X' und Sj^ Y, S^ Y' sich auf dem Kegelschnitte treffen: in X, ^. 
Dann lehrt das Pascalsche Sechseck X^XT^F', daß XF' und XT 
sich auf S^S^ treffen. 

Es sei auf K eine mit Sinn behaftete Projektivität P gegeben: 

ABGX''7\A'BX'X' 



• « • 



Die Projektivitätsaze s werde konstruiert (Nr. 106); auf ihr liegen 
P =. {AB\ BA), Q == (AC, CA'), R - (JBC, CB^ Ist 8^ ein be- 
liebiger Punkt von ihr, so sind die zweiten Schnitte von AS^y A'S^ 
mit K entsprechende Punkte D', 2). Sind daon B", C'\ X", ... die 



1) Steiner, Gresammelte Werke, Bd. I, S. 181. — Der analoge Satz, den 
Geigonne als vermntlich richtig diesem in den Annales de Math^matiques ver- 
öffentlichten Aufsatze Steiners hinzogefügt hat über die 12 Berührnngspunkte 
von drei Flächen 2. Ghiades mit den Ebenen eines Tetraeders ist nicht richtig: 
Archiv fOr Math, und Phjs. S. Reihe Bd. 6, S. 9. 
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zweiten Schnitte von 8^ (5, C, X, . . .) mit K, so haben wir die In- 
volution Ii mit dem Zentnun S^i 

Also ist * 

A'B'C'D'X'^' ' A 2)'5"C"^'X". • -. 

Das ist eine Involution Jj, weil Ä' und D' sich doppelt entr 
sprechen; ihr Zentrum ist Sj — (Ä'D\ B'B") und C'C'\ X'X% . . . 
gehen durch dasselbe. Es liegt ebenfalls auf Sy denn das Pascalsche 
Sechseck A'B'AB'B"B beweist, daß es mit S^ - (D'J., B"B) und 
P - {AB', BA') in gerader Linie liegt. I^ führt also A, ByC,D, X, ,.. 
in ly, -B", C", A', Z", . . . über und /, diese in A, B\ G\ D% Z', . . . 5 
also ist Ji . /, =- P. 

Die beiden Zentren 5^; S»^ sind die Projektionen der entsprechen- 
den Punkte X und X' aus dem beliebigen Punkte X" von K 
auf die s. 

Also: Eine auf einem Kegelschnitte befindliche Projek- 
tivität P wird auf ihre Projektivitätsaxe aus allen Punkten 
der Kurve in dieselbe Projektivität 11 projiziert; zwei ent- 
sprechende Punkte sind immer Zentren von zwei Involutionen 
I^y I^y als deren Produkt die P aufgefaßt werden kann, und 
«war derartig, daß ein Punkt der ersten Punktreihe von P 
(von welcher in die andere transformiert wird) in das Zentrum der 
Involution projiziert wird, welche die erste in der Reihen- 
folge der Faktoren ist. 

Ist nun P selbst eine Involution I mit dem Zentrum Sj wozu 
erforderlich ist, daß I^ und I^ sich stützen, so ist auch 77 auf der 
Involutionsaxe s eine Involution und zwar die der konjugierten Punkte, 
und die Reihenfolge ist gleichgültig. 

Die Zentren zweier sich stützenden Involutionen J^, I^ 
auf einem Kegelschnitte X^) sind konjugiert in bezug auf 
denselben, und ihr Produkt hat die dritte Ecke des Polar- 
dreiecks zum Zentrum, woraus unmittelbar hervorgeht, daß je zwei 
von diesen drei Involutionen sich stützen und die dritte zum Produkte 
haben. Die Quadrupel der Punkte auf X, welche in sie je zwei Paare 
liefern, bilden die eingeschriebenen Vierecke, für welche das Polar- 
dreieck das Diagonaldreieck ist; jeder Punkt von X liefert eins. 

Ein Büschel von Involutionen auf X (Nr. 85) wird durch 
alle diejenigen gebildet, deren Zentren eine Gerade erfüllen 



1) B. BOger nennt in seiner Ebenen Geometrie der Lage (Sammlung 
Schabert VII), 1900, von zwei sich stützenden Involutionen jede die resultierende 
•der andern (§ 13); alle, auf welche eine Involution sich stützt, fiir welche sie 
•die resultierende ist, heißen dann die komponierenden. 

Stnrm, Gdometr. Verw«ndt0oh«ften. L 11 
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und deren Azen durch deren Pol gehen; dieser Pol ist das Zentrum 
derjenigen Inyolution^ auf welche sich alle stützen. 

Die Beziehung bleibt bestehen, wenn die Involutionen aus einem 
Punkte des Kegelschnitts projiziert, oder auch die je auf der Aze ge- 
legenen Involutionen konjugierter Punkte (Nr. 111). 

Das Netz der sämtlichen von K getragenen Involutionen bildet 
sich in das Punktfeld der Zentren oder das Geradenfeld der Axen ab; 
und die Erzeugung des Netzes durch Büschel (Nr. 86) ergibt sich aus 
der Erzeugung etwa des Geradenfeldes aus drei Geraden durch die 
Büschel, welche eine von ihnen mit den Strahlen des Büschels der 
beiden andern verbinden. 

Beim Kegelschnitt als Trl^er ist leicht der Punkt X anzugeben, 
welcher die Involution {A'K^ BYy CZ) liefert, die auf zwei ge- 
gebene Involutionen sich stützt (Nr. 85). Sind in diesen dem Ä die 
Punkte B, C und dem beweglichen X die F, Z gepaart, so durch- 
laufen (ÄXy BT), (AXy CZ) die Azen, und der Schnittpunkt der- 
selben ist das Zentrum der gesuchten Involution und liefert mit A 
verbunden den X. 

122 Die drei Gegenseiten-Paare eines vollständigen Vierecks 
ABCD werden von einer Transversale in drei Punktepaaren 
in Involution geschnitten (Nr. 46). Jeder Kegelschnitt durch 
die Ecken gibt in seinen Schnitten ein weiteres Paar der 
Involution. 

Wenn die Transversale die Gegenseiten AC,BD] AD, BC in 
Ej -B'; F, F und den Kegelschnitt in X, X' triffib, so ist, weil A, B, 
C, D, X, X' auf diesem liegen: 

A{C, 2), X, XO A B(C, D, X, X'); 
also auf der Transversale: 

EFXX' A F'E'XX' A E'F'X'X, 

was bedeutet, daß EE\ FF\ XX' in Involution sind (Nr. 70). 

Damit ergibt sich die Fundamentaleigenschaft des Büscheb von 
Kegelschnitten durch vier Punkte, zunächst für vier reelle Grund- 
punkte. 

123 Der Satz, daß bei drei verbundenen Punktinvolutionen drei in 
gerader Linie liegenden Punkten drei ebenso beschaffene Punkte ge- 
paart sind, läßt sich verallgemeinem. 

Drei beliebige Paare -4-4', £JS', CC aus drei verbundenen 
Involutionen (o), (b), (c) liegen immer auf einem Kegel- 
schnitte. 

Die Geradenpaare {AByA'B'), (AB\A'B) des Büschels (-4 J.'JBB') 
schneiden in c Punktepaare der Involution (c), also tun es nach dem 
obigen Satze auch die übrigen Kegelschnitte; d. h. der durch C gehende 
geht durch C\ 
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Oder, wenn ABj AB' die c in dem Paare C^, G^ der (c) Bchneiden, 
80 gibt diese Inyolution, zu der auch 993 und CG' gehören: 

also: 

B{% C„ C, C) A A'(C,', 8, C, CO; 
oder: 

B{B\ Ä, C, CO A Ä{B', A, G, C"); 

womit ausgesagt ist, daß die sechs Punkte dem nämlichen Kegel- 
schnitte angehören. 

Für jeden Kegelschnitt durch A^ÄjB^B' sind die Doppelpunkte 
Yon (q) und (6) konjugiert; also ist das Vierseit, dessen Ecken die 
sechs Doppelpunkte sind (Nr. 82), für ihn ein Polyierseit und nach 
Hesses Satz (Nr. 112) sind auch die Doppelpunkte auf c konjugiert, 
und der Kegelschnitt geht durch ein Paar von (c). 

Umgekehrt, ein Kegelschnitt determiniert durch seine 
Schnittpunkte mit den Seiten eines Dreiecks drei verbun- 
dene Inyolutionen auf denselben. 

Jede derselben stützt sich auf die auf ihrer Seite befindliche In- 
volution konjugierter Punkte und ist dadurch und das Eckenpaar 
bestimmt. 

Noch allgemeiner gilt: Schneidet ein Kegelschnitt K die 
drei Geraden Q, 6, c in A^A^-^ ^y^it ^^ ^i; so liegen die diesen 
Punkten in (a), (b), (c) gepaarten Punkte Ä, ^/; B\B^', G\ C/ 
wiederum auf einem Kegelschnitte K\ 

Denn es ist wegen K: 

A{B, B,, C, CJ A ^(J?, 5„ C, Ci); 

weil aber die Büschel um gepaarte Punkte A, AI von (a) projektiv 
sind mit solchen Strahlen als entsprechenden, die nach gepaarten 
Punkten von (b) oder (c) gehen, so ist: 

A{B, B„ C, C,) A Ä'iB\ B,', C, C,'), 

MB, B„ G, C,) A A^B', B,', C, C,'); 
also: 

A\B', B,', C, C,') A A\B', B,; C; (7,0; 

dies beweist die Behauptong. 

Man nennt zwei Geraden, welche die 0, b, c in gepaarten Punkten 
ihrer Involutionen treffen, sowie auch zwei Kegelschnitte wie K und 
K' konjugiert; ein Kegelschnitt, welcher durch drei Paare von (a), 
(b), (c) geht^ ist also sich selbst konjugiert 

Sechs Paare aus sechs verbundenen Involutionen auf 
den Kanten eines Tetraeders (Nr. 84) liegen stets auf einer 
Fläche 2. Grades. 

11 • 
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Denn die drei Paare in jeder der vier Ebenen liegen anf einem 
Kegelschnitte, und diese vier Eurven, von denen je zwei zwei Punkte 
gemein haben, befinden sich auf derjenigen Fläche 2. Grades, welche 
von einer von ihnen fünf Punkte, yon einer zweiten drei weitere 
(außer den gemeinsamen) , yon einer dritten einen weiteren Punkt 
enthält. 

Umgekehrt, ruft jede Fläche 2. Grades auf den sechs Kanten 
eines Tetraeders sechs verbundene Involutionen hervor. 

Schneidet man die sechs Kanten mit einer beliebigen 
Fläche 2. Grades, so sind die zwölf Punkte, die den Schnitten 
in verbundenen Involutionen auf den Kanten gepaart sind, 
wiederum auf einer Fläche zweiten Grades gelegen; denn den 
Kegelschnitten, in denen jene Fläche die Ebenen schneidet, sind K^el- 
schnitte konjugiert, immer mit zwei gemeinsamen Punkten auf der 
Schnittkante, so daß, wie oben, eine Fföche 2. Grades durch sie geht. 

Drei verbundene Strahleninvolutionen ($(), (93), ((£) rufen 
auf einem dem Dreiecke S(93(S umgeschriebenen Kegelschnitte 
ft drei Involutionen hervor, deren Zentren S%, 5», 5^, auf 
den Seiten a, 6, c befindlich, in gerader Linie liegen und welche 
demselben Büschel angehören. 

Sind etwa (99) und ((£) elliptisch, so liegen 5^, S^ innerhalb, 
die Verbindungslinie trifft ^ reell in fi, S'; nach diesen Punkten gehen 
gepaarte Strahlen aus (93) und aus ((S), daher auch aus (9); S, 2' 
sind also in allen drei Involutionen auf ft gepaart und SS' enthält 
auch Sfi. Die Involution auf S mit den Doppelpunkten S, S' stützt 
sich auf alle drei Involutionen. 

Im andern Falle, wo (Ä), (93), (S) alle hyperbolisch sind, benutzen 
wir das reelle Viereck, dessen Gegenseiten -Paare aus den Doppel- 
strahlen bestehen, sie schneiden den $ nach Nr. 112 in drei Paaren 
2)7)i, EE^, FFy^ in Involution. Diese Punkte sind die Doppelpunkte 
der in ^ eingeschnittenen Involutionen; also sind BD^j EE^y FE\ 
deren Axen; wegen jener Involution gehen sie durch einen Punkt, 
und seine Polare enthält die drei Zentren. 

Die Involution DD^^EE^^FF^ ist die, auf welche sie sich alle 
drei stützen. 
124 öm die Punkte C> C eines festen Paars der einen von drei ver- 

bundenen Involutionen (o), (b), (c) entstehen projektive Büschel, in 
denen, wenn AA' irgend ein Paar von (o) ist, sowohl CA und G'A'j 
als CA und CA entsprechend sind; sind X, X' die Schnitte dieser 
entsprechenden Strahlen, so ist CC XX' ein Viereck, welches dem 
durch die Büschel erzeugten Kegelschnitte eingeschrieben ist; A^ Ä 
sind Diagonalpunkte desselben, also konjugiert in bezug auf ihn; 
daher ist (a) die dem Kegelschnitte zugehörige Involution konjugierter 
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Punkte auf Q; und (b) hat dieselbe Eigenscliaft;^ weil jene entsprechen- 
den Strahlen stets nach gepaarten Punkten yon ihr gehen. 

' Durchlauft CC die Involution (c), so erhält man cx>^ Kegel- 
schnitte^ zu denen allen die (a) und (b) als Involutionen konjugierter 
t^inkte gehören; es entsteht ein Büschel mit den Doppelpunkten 
dieser Involutionen als Grundpunkten; ftir konjugiert imaginäre ist 
dann die betreffende Involution die darstellende. 

Die dritte Involution (c) verhält sich anders zum Büschel; sie 
ist die Schnittinvolution desselben mit c. Dabei ist zu bemerken, 
daß im Falle von vier reellen Gnmdpimkten, wo (c) hyperbolisch ist, 
die reell -punktigen Paare dieser Involution nicht hinreichen, um alle 
reellen Kegelschnitte des Büschels zu erzeugen; wohl aber in den 
beiden andern Fällen, wo (q) und (b) ungleichartig oder beide ellip- 
tisch sind. Im ersteren ist (c) elliptisch und hat nur reell -punktige 
Paare; alle reellen Kegelschnitte treffen c reeU. Im andern Falle be- 
sitzt die hyperbolische (c) wohl Paare mit konjugiert imaginären 
Punkten; aber diese rühren von imi^inären Kurven des Büschels her, 
nicht von reellen wie beim Büschel mit reellen Grundpunkten. Sei 
also CC ein Paar von (c) und K der Kegelschnitt des Büschels, zu 
dem es fuhrt; u eine Transversale, welche o, b, C in Äy B, C^ trifft, 
und A\ B' den Ä, B in (q), (b) gepaart, so lehren die sechs Punkte 
ÄBCÄB'C, die einem Kegelschnitte angehören, daß S =- {AB, AB"), 
P - (CB, C'B') und g « {CA;, C'A)^ in gerader Linie Uegen. P und 
Q befinden sich auf dem durch die Büschel C imd C erzeugten 
Kegelschnitt, also ist, wenn Z, X' dessen Schnitte mit u sind: 

C(C', P, X, X-) r\ QiC, F, X, X'), 

daher auf u: 

C.BXX' A ASXX' A SAX'X-, 

also sind die X, X' mit den festen Paaren ABy C^S in Involution; 
womit der Fundamentalsatz auch für die andern Fälle des Büschels 
bewiesen ist*). 

In Nr. 85 wurde eine Involution I^ durch eine andere 7, in eine 
dritte I^ transformiert, indem zu den Elementen jedes Paares von 
ij die in J, gepaarten aufgesucht werden, welche dann ein Paar in 
I^ bilden. Nehmen wir einen Kegelschnitt K als Träger, so seien 
Sj, Sij Sg, 5,; Si,8i die Zentren und Axen. Weil /, die Doppel- 
punkte von 7j in die von J^ überführt, so ist S^ ein Diagonalpunkt 
des Vierecks dieser vier Doppelpunkte oder der Doppelpunkt eines 

1) Vgl. dazQ Steiner-SchrGters Vorlesungen 3. Anfl., § 42, sowie den 
vierten Abschnitt. — Von diesem Falle, wo die drei Involutionen nicht alle gleich- 
artig entstehen, rührt BGgers Benennung: Involutionen auf zwei Gegenseiten 
und ihre diagonale Involution her (a. a. 0. § 11). 
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zweiten Geradenpaars in dem Kegelschnitt-Büschel, der durch K und 
das Geradenpaar der Axen s^y s^ bestimmt ist. 

Es gibt demnach zwei Inyolutionen I^^ I^', welche I^ und 
7j ineinander überführen; ihre Zentren S^, S^' sind die 
Doppelpunkte der beiden andern Geradenpaare im Büschel 

Alle vier Zentren 8^, S^, S^, S^' liegen auf der Polare f des 
Punktes s^Si] auf ihr liegen zwei sich stützende Involutionen: die In- 
Tolution der konjugierten Punkte von K mit den Paaren: 

Si@i, Si@i, MM, NN, S^S;, 

wo M, N, &^, @i die Schnitte mit K und 8^, s^ sind, und die Schnitt- 

involution mit dem Kegelschnitt-Büschel, welche den gemeinsamen 

Involutionen konjugierter Punkte auf s^ s^ verbunden ist und in der 

gepaart sind: ^ 

MN, @i@i, S,S„ S,'Ä/; 

folglich sind in der letzteren auch 8^, 8^ gepaart; wir können also 
die Zentren 8^, 8^' der überführenden Involutionen auch de- 
finieren als die Doppelpunkte der Involution 818^, @i®iy 
wenn wir die Punkte M, N, als eventuell imaginär, umgehen wollen. 

Die Schnittinvolution auf f und die Involutionen konjugierter 
Punkte auf ^, ^1, welche mit denen auf K, welche diese GFeraden zu 
Axen haben, gleichartig sind (Nr. 111), sind, wie eben gesagt, ver- 
bundene Involutionen; also sind alle drei hyperbolisch oder nur eine. 

Daher sind, wie notwendig, die Zentren 8^, 8^' und die zuge- 
hörigen Involutionen 7,, I^' reell oder imaginär, je nachdem 7^, I^ 
gleichartig sind oder nicht. 

Wenn zwei Kegelschnitte K und K^ gegeben sind, so seien p, p^ 
die Polaren eines Punktes P. Wir konstruieren auf den Strahlen l 
durch P die den Punkten Ip in bezug auf K^ konjugierten Punkte; 
sie bilden einen Kegelschnitt ft^, erzeugt durch die projektiven Büschel 
um P und um den Pol Q^ Yonp nach JE^; weil in diesen dem Strahle 
von P nach pp^ der Stndil Q^P entspricht, so berührt ^ jenen Strahl 
in P. Dasselbe tut der Kegelschnitt ft, welcher die zu den Punkten 
Ipi in bezug auf K konjugierten Punkte enthalt. Also haben diese 
Kurven ^ und ft^ noch zwei Punkte gemein. Auf dem Strahle aus P 
nach einem derselben, 8, geht das Paar P, (P£>,|>) der Involution 
konjugierter Punkte für K durch diejenige, die zu K^ gehört, über 
in (PS,|>i), 8, welche wiederum föbr K konjugiert sind. Die beiden 
Involutionen stützen sich; die einen Doppelpunkte sind zu den andern 
harmonisch. Die Geraden, welche die beiden gegebenen Kegel- 
schnitte harmonisch schneiden, umhüllen also einen dritten 
Kegelschnitt, von dem man leicht erkennen wird, daß er die 
acht Tangenten der vier gemeinsamen Punkte berührt. 
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§ 20. Aufgaben ersten nnd zweiten Grades. 

Postulate oder Forderungen der Eonstruktionsgeometrie 125 
in der Ebene sind: daß man zwei Punkte durch eine Gerade Ter- 
binden, zwei Geraden zum Schnitte bringen und daß man die beiden 
Schnittpunkte einer Gerade und eines Kreises oder zweier Kreise — 
wofern sie reell sind — ermitteln kann. 

Aufgaben, welche nur eine Lösung haben^ lassen sich auf die 
beiden ersten, also auf die bloße Benutzung der Lineals zurückführen 
und heißen ersten Grades oder linear; für Aufgaben, welche zwei 
Lösungen haben, ist im allgemeinen die Heranziehung der beiden 
andern Postulate, also auch der Zirkel notwendig; sie heißen vom 
zweiten Grade oder quadratisch; die algebraische Behandlung 
fQhrt in jenem Fall zu einer Gleichung 1. Grades, in diesem zu einer 
Gleichung 2. Grades. 

Um eine endliche Anzahl von Lösungen zu haben, muß man 
(was in der Elementargeometrie vielfach nicht geschieht) die Aufgabe 
so präzisieren, daß auch die Lage bestimmt wird. Wenn z. B. nur 
verlangt wird, ein einem g^ebenen Dreiecke ABC ähnliches Dreieck 
Ä'B^C zu konstruieren, so sind unendlich viele Lösungen möglich; 
wenn aber vorgeschrieben wird, daß die Seite Ä'B' nach Größe und 
Lage gegeben sei, dann erhält die Aufgabe zwei Lösungen und er- 
weist sich als quadratisch. 

Steiner hat in seinen „Geometrischen Konstruktionen, ausgeführt 
mittels der geraden Linie und eines festen Kreises''^) gezeigt, daß man 
bei quadratischen Aufgaben mit einem einzigen der Größe und Lage 
von vornherein (vor Stellung der jedesmaligen Aufgabe) gegebenen 
Kreise auskommen kann. 

Die Aufgabe, durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen 
Gerade die Parallele zu ziehen, ist nach der Perspektiven Raum- 
anschauung nur die Verbindung zweier Punkte, von denen der eine 
unendlich fern ist, also linear; sie muß jedoch wegen des beschränkten 
Zeichenraums, der den unendlich fernen Punkt nicht enthält, qua- 
dratisch gelöst werden; sie kann aber sofort linear gelöst werden, 
wenn der unendlich ferne Punkt als Schnitt zweier parallelen Geraden 
gegeben ist (Steiner a. a. 0. S. 471). 

1) Berlin 1888; Gesammelte Werke Bd. I, S. 461; Klassiker der exakten 
Wissenschaften Nr. 60. — Mascheroni hat in seiner Qeometria del compasso 
(1797) nnr den Zirkel benutzt, das Lineal ansgeschlossen. Derartige Bestrebungen 
gehen bis auf Lionardo da Vinci zurück; Tgl. auch: Adler, Wiener Sitzungs- 
berichte, Bd. 99 (1890), 8. 846, 910. 

Vor aUem ist jetzt hinzuweisen auf die w&hrend des Drucks erschienene 
von F. Enriques herausgegebene Sammelschrift: Fragen der Elementargeometrie, 
Teil n^ Die geometrischen Aufgaben, ihre Lösung und Lösbarkeit. (Deutsch von 
H. Fleischer, 1907.) 
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Aufgaben mit mehr als zwei Losungen lassen sich im allgemeinen 
nicht auf jene Postulate zurückfuhren und gelten als ,^cht lösbar''. 
Es ist aber bisweilen möglich, die Lösungen in Gruppen zu zerlegen^ 
Yon denen jede für sich allein behandelt werden kann. So hat daa 
Apollonische Problem: die Kreise zu konstruieren, welche drei ge- 
gebene Kreise berühren, acht Lösungen. Diese bilden aber yier 
Paare, und jedes Paar kann, unabhängig von den andern, konstruiert 
werden; infolge dessen hat man es mit yier quadratischen Aufgaben 
zu tun; die Gleichung 8. Grades, zu welcher die algebraische Behand- 
lung führt, läßt sich in vier quadratische zerlegen. Das gilt z. B. 
auch für die Siebenzehnteilung des Kreises^). In Nr. 80 und 81 hat 
es sich auch um Aufgaben 4. Grades gehandelt, welche in je zwei 
quadratische zerfallen. Dagegen ist die Dreiteilung eines beUebigen 
Winkels eine nicht auf niedrigeren Grad reduzierbare kubische Auf- 
gabe und daher im obigen Sinne nicht lösbar^). 
126 Lineare Aufgaben sind das Konstruieren Ton weiteren 

Punkten eines Kegelschnitts, wenn fünf Punkte desselben 
gegeben sind, oder von weiteren Tangenten, wenn fünf Tan- 
genten gegeben sind, wofern folgende genauere Bestimmung 
stattfindet: der sechste Punkt soll der zweitePunkt desKegel- 
schnitts mit einer gegebenen Gerade sein, welche durch 
einen der gegebenen Punkte geht, bzw. die sechste Tangente 
soll die zweite Tangente sein aus einem gegebenen Punkte, 
der auf einer der gegebenen Tangenten liegt; zur LösuDg 
dienen die Sätze von Pascal und Brianchon; 

Die fünf gegebenen Punkte seien Äy JB', C, A\ J?, der gesuchte 
sei (7, und die gegebene Gerade I, auf der er liegen soll, sei durch 
B gelegt, wodurch er in der Reihenfolge ABC ABC der Nachbar 
von B und l Seite des Sechseck wird'). 

Von der Pascal sehen Gerade p lassen sich sofort: 

{AB,AB)^P und (BC, BCT) ^ (BC,T) == Q 

konstruieren; demnach ist der dritte Punkt R = {CA\ C Ä) der Schnitt 
von BQ mit C-4.', also liegt (7 auf X ^BA und ist der Schnitt mit 2. 

1) Vgl. z. B. Schröter, Journal f. Mathematik, Bd. 75, S. 13, sowie Artdkel 
V, VI in dem Bnche von Enriqnee. 

2) In den Preisarbeiten von Kor tum (Über geometrische Aufgaben 3. und 
4. Grades, Bonn 1869) und Henry J. S. Smith (Annali di Matematica, Ser. II, 
Bd. 3 : Memoire sur quelques probl^mes cubiqued et biquadratiques) wird gezeigt, 
daß, falls ein fester Kegelschnitt (der nicht Kreis ist) ein für alle Male gezeichnet 
vorliegt, sich alle kubischen und biquadratischen Aufgaben mit alleiniger Hilfe 
von Zirkel und Lineal ausfahren lassen. 

Die geometrischen Konstruktionen 3. und 4. Grades, ausgeführt mittels der 
geraden Linie und einer festen Kurve 3. Ordnung, hat London behandelt: 
Zeitschr. für Math, und Phys., Bd. 41, S. 129. 

3) Danach ist die Reihenfolge (und Benennung) einzurichten. 
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Bewegt sich l um B, so bew^ sich V projektiv um Ä] deun l 
und Q bewegen sich perspektiv um B und auf BC, dann Q und p 
perspektiy auf BC und um P, ^ und jR um P und auf CÄ\ endlich 
jB xmd V perspektiv auf CA' und um A. 

Bualy es seien die fünf Tangenten a,VjCya\h gegeben imd auf h 
der Punkt L, durch den die sechste Tangente c' gehen soll. Wir 
konstruieren die Geraden (a6', a'b)=p, (6'c, L) =^ q, {ca\pq)^r] 
dann ist c die Gerade von L nach L' = ra. 

Wir heben einige Spezialfälle hervor. Anstelle von fünf Punkten 
seien vier Punkte und die Tangente in einem von ihnen gegeben. 
Dieser sei etwa Ay so hat sich sein Nachbar B in der Reihenfolge 
des Sechsecks mit ihm derartig vereinigt, daß die verbindende Sechs- 
ecksseite ^^ die gegebene Tangente a in ^ ist; es ist dann (a, AB) » P, 
{ACyX) ^ Q usw. Im dualen Falle sind vier Tangenten a, c, a, b 
und der Berührungspunkt A von a^ der Schnittpunkt der unendlich 
nahen b\ gegeben. 

Man lasse zwei solche Vereinigungen eintreten, den Kegelschnitt 
also gegeben sein durch drei Punkte und die Tangenten in zweien 
von ihnen^ durch drei Tangenten und die Berührungspunkte von zweien. 

Oder, wenn wieder fünf Punkte A^Bf^C^ÄfB gegeben 
sind und die Tangente in einem von ihnen konstruiert werden 
soll, so sei dieser B genannt, damit der sechste Punkt C in der bisher 
üblichen Reihenfolge benachbart sei; er ist mit (7 identisch und ge- 
sucht ist die Verbindungslinie BC Wir haben dann 

{AB, A'B) = P, (GÄ, CA) = {CA, BA) - R, {BT C, PR) = Q, 

und nach Q geht die gesuchte Tangente BC Und dual wird man^ 
wenn a, b', c, a\ b gegeben sind, auf b den Berührungspunkt konstruieren. 

Für eine Hyperbel kann man als einen der Punkte den einen 
der beiden unendlich fernen Punkte geben, vermittelst einer Gerade, 
auf der er liegt, die dann der betreffenden Asymptote parallel ist, so 
daß die eine Asymptotenrichtung gegeben ist. Es sind dann eben die 
nach diesem Punkt zu ziehenden Geraden parallel zu jener ihn be- 
stimmenden Gerade zu legen. Man ist auch imstande, die genannte 
Asymptote zu konstruieren. Und umgekehrt kann diese gegeben sein. 
Man gebe z. B. beide Asymptoten und einen endlichen Punkt für die 
Hyperbel, konstruiere weitere Punkte und die Tangente des endlichen 
Punktes. 

Für eine Parabel ist die unendlich ferne Gerade gegebene Tan- 
gente; durch vier endliche Tangenten ist sie also eindeutig bestimmt; 
man konstruiere weitere Tangenten und für jede der gegebenen, ins- 
besondere die unendlich ferne den Berührungspunkt. 

Linear sind auch folgende Aufgaben: In bezug auf einen 
durch fünf Punkte gegebenen Kegelschnitt zu einem ge- 
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gebenen Pole P die Polare zu konstruieren und umgekehrt, 
und die dualen. Wenn P gegeben ist, so hat man ein yollstandiges 
Viereck der Kurve einzubeschreiben, Ton dem P ein Diagonalpunkt 
ist, also auf den Geraden, die von P nach zwei yon den gegebenen 
Punkten gehen, die zweiten Schnitte zu konstruieren. Die beiden an- 
dern Diagonalpunkte des so erhaltenen Vierecks geben yerbunden die 
Polare p. Man kann auch, was aber weniger einfach ist, auf den 
beiden Sekanten die vierten harmonischen Punkte konstruieren. Ist 
hingegen p gegeben, so konstruiere man fär zwei Punkte auf ihr die 
Polaren; ihr Schnitt ist der Pol P von p. Im dualen Falle ist diese 
Aufgabe die einfachere. 

Die linearen Aufgaben: Das vierte harmonische Element zu drei 
Elementen, das sechste Element in Involution zu fünf Elementen, bei 
gegebener Zuordnung, zu konstruieren, sind schon früher (Nr. 46, 47) 
erörtert. Linear ist natürlich auch die Ermittelung des entsprechen- 
den Elements zu einem gegebenen, wenn für zwei projektive Gebilde 
drei Paare entsprechender Elemente gegeben sind (Nr. 34, 89). 

127 Quadratisch hingegen sind die beiden Aufgaben, den 

durch fünf Punkte Z7, VfAjBfC gegebenen Kegelschnitt mit 
einer beliebigen Gerade o zu schneiden, an den durch fünf 
Tangenten u,u\a,b,c bestimmten Kegelschnitt die beiden 
Tangenten aus einem beliebigen Punkte zu legen. Wir haben 
im ersten Falle die projektiven Büschel: U(Ä, ByG)7\ TT (-^ -B> C), 
welche den Kegelschnitt erzeugen, mit der Gerade o zu schneiden^ 
erhalten für die eingeschnittenen konjektiven Punktreihen drei Paare 
entsprechender Punkte: 

a » (5 A «' »' 6', 

und ebenso im zweiten Falle drei Paare entsprechender Strahlen kon- 
jektiver Büschel um 0, die nach ua und u'a, uh und fi'&, uc und 
uc gehen. Jedesmal sind die Koinzidenzelemente herzustellen. 

Damit werden wir zu der Fundamental-Aufgabe geführt, auf 
welche zahlreiche quadratische Aufgaben hinauslaufen deren Lösung 
von Steiner stammt^) und auf welche schon in Nr. 96 hingewiesen 
wurde. 

Die Koinzidenzelemente zweier konjektiver Gebilde zu 
konstruieren. 

Wir nehmen zunächst an, daß konjektive Strahlenbüschel vorliegen: 

ahc7\ (tV c'. 

Wir benutzen denjenigen Kegelschnitt, der nach dem einen Postu- 
late mit einer Gerade stets geschnitten werden kann: den Kreis. 



1) GeBammelte Werke, Bd. I, S. 284. 
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In einen durch den Scheitel U der beiden Büschel gelegten Kreis 
schneiden sie konjektive Pnnktreihen ein, derartig, daß, wenn Aj . , C' 
die zweiten Schnitte jener Strahlen sind: 

ABCl\ ÄBG, 

Dnrch zwei von den Punkten {AB, AB\ (BC, SC), {CA\ CA) 
konstruieren wir die Projektiyitatsaxe s (Nr. 106); ihre Schnitte mit 
dem Kreise sind die Koinzidenzen der krummen Punktreihen und nach 
ihnen gehen diejenigen der Strahlenbüschel. 

Wir werden gleich über die repräsentierende Involution sprechen, 
welche für den Fall imaginärer Schnitte erwünscht ist. 

Die Punktreihen- Aufgabe könnte dual gelöst werden; da aber 
die erforderlichen Aufgaben: an eine gegebene Gerade tangential einen 
Kreis zu legen, an einen gegebenen Kreis von einem Punkte einer ge- 
gebenen Tangeute die zweite Tangente oder aus einem beliebigen 
Punkte beide Tangenten zu legen, viel umständlicher sind als die 
dualen, so zieht man es vor, die konjektiven Punktreihen in konjek- 
tive Strahlenbüschel zu verwandeln und deren Koinzidenzen mit dem 
Trager zu schneiden. 

Der Fundamental-Aufgabe subsumiert sich die andere: für eine 
durch zwei Elementenpaare AA'y BB' bestimmte Involution 
die Doppelelemente zu konstruieren; sie sind die Koinzidenz- 
elemente der Projektivität: 

ABÄ A A'B'A}) 

Fallen die Koinzidenzen der allgemeinen Konjektivität imaginär 
aus, so gelangt man zu der repräsentierenden Involution auf die in 
Nr. 75, 116 besprochene Weise, oder, wenn wiederum zunächst der 
Fall konjektiver Strahlenbüschel um U angenommen wird, indem zu 
den beiden konjektiven Punktreihen auf dem Kreise durch U die 
Involution hergestellt wird, deren Aze mit der Axe s der Projektivität 
zusammenfällt, wodurch ihre Doppelpunkte mit den Koinzidenzen 
dieser identisch werden. Beliebige Tangent«npaare aus Punkten der s 
geben in den Berührungspunkten gepaarte Punkte, oder einfacher, man 
konstruiert den Pol S von s und legt durch ihn Sekanten des Kreises. 
Diese Involution (oder zwei Paare) projiziert man in den Büschel V 
bzw. wenn es sich um eine Punktreihe handelt, aus JJ auf diese. 

1) Da sie das gemeinsame harmonische Paar zu AA\ BB' bilden, so möge 
noch folgende andersartige Konstruktion erw&hnt werden. Zwei sich orthogonal 
schneidende Kreise werden von jedem Durchmesser eines von ihnen harmonisch 
geschnitten und umgekehrt. Über AB und A'B* als Durchmessern konstruiere 
man die Kreise, ziehe aus einem beliebigen Punkte die Durchmesser und kon- 
struiere auf ihnen die Punkte Q, Q^ die von durch die Endpunkte harmonisch 
getrennt werden; der Kreis 0Q(^ schneidet in AB AB' die gesuchten Punkte ein. 
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128 Es seien zwei Kegelschnitte. K^ K' gegeben durch zwei 

gemeinsame Punkte U^ U^ und je drei weitere Punkte Ä^B, C, 
bzw. Ä\ B', C\ Wir haben dann die beiden erzeugenden Projek- 
tiyitäten: 

n Ü{Ä,JB,C)7\ U,(Ä,B,C), 

JT' U(Ä\ B\ CO A UM'^ S\ Gl- 

Sie i-ufen in einem der Büschel U eine Eonjektivität $ hervor, 
in der zwei Strahlen dieses Büschels einander zugeordnet sind^ welche 
in n und 11' dem nämlichen Strahle Ton U^ korrespondieren, also 
nach den zweiten Schnitten dieses Strahles mit K und K' gehen. 
Konstruieren wir für die Strahlen ü^ {Ä, B, C) d^e zweiten Schnitte 
mit K\ nach denen dann aus U die Strahlen ä, b, c gehen mögen, 
so ist $: 

Ü(A,B, C) A äbc. 

Wir stellen nun die beiden Koinzidenzstrahlen yon ^ her; ein 
solcher Strahl m entspricht in beiden Projektiyitaten 77 und 77' dem 
nämlichen Strahle von U^ und schneidet sich mit ihm in einem 
weiteren gemeinsamen Punkte von K und K', den man dann ein- 
facher als zweiten Schnitt von K (oder K') mit m erhält. 

Zwei Kegelschnitte, welche zwei (zunächst reell voraus- 
gesetzte) Punkte gemeinsam haben, haben noch zwei andere 
(reelle oder imaginäre) Punkte gemein.^) 

Sind die Koinzidenzstrahlen imaginär, so liefert ihre darstellende 
Involution auf jedem der beiden Kegelschnitte die Involution, welche 
die beiden weiteren Schnitte repräsentiert. 

Wenn weniger als zwei gemeinsame Punkte bekannt sind, so 
liegt eine kubische oder biquadratische, also mit Lineal und Zirkel 
nicht zu lösende Aufgabe vor.') Alle Versuche, die Aufgabe der 
Dreiteilung eines Winkels zu lösen, haben auf die Aufgabe geführt: 
für zwei Kegelschnitte, von denen ein gemeinsamer Punkt bekannt 
ist, die drei andern Schnittpunkte zu konstruieren; sie hat im Alter- 
tum zur Entstehung der Kegelschnitts-Lehre wesentlich beigetragen. 

Die Fundamental- Aufgabe, die Koinzidenzelemente zweier kon- 
jektiven Gebilde zu konstruieren, wird linear, wenn eins derselben 
bekannt ist. Von zwei konjektiven Strahlenbüschehi U seien bekannt 
der Koinzidenzstrahl m^m' und die weiteren entsprechenden Strahlen 
a, a'; bj b\ Man schneide sie mit zwei auf m sich treffenden Oeraden 
w, m' in projektiven Punktreihen, welche perspektiv sind, weil uu' 



1) Daß die bekannten gemeinsamen Punkte auch koi^jugiert imaginäre sein 
können, läßt der Fall von zwei Kreisen vermuten, die stets die absoluten Punkte 
gemeinsam haben, und zwei weitere (reelle oder imaginäre) auf der Potenzlinie; 

2) Steiner-Schröters Vorlesungen, § 64. 
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sich selbst entspricht. Das Zentrnm 8 ist der Schnitt der Verbindungs- 
linien (ua, u'a')^ (üb, ti'6'); US ist ersichtlich der zweite Koinzidenz- 
strahl (vgl auch Nr. 71). 

Wir behandeln noch zwei Schließnngsprobleme^ welche auf 129 
die Fundamental-Auf gäbe hinausgehen. Ein Dreieck soll so 
konstruiert werden^ daß die Ecken Ä, Ä^, A^ auf den ge- 
gebenen G^eraden u, u^y u^ liegen und die Seiten Ä^Ä^j ^^ AA^ 
durch die gegebenen Punkte Uy Ui, U^ gehen, also dem Drei- 
seit uu^u^ ein- und dem Dreieck UUiU^ umgeschrieben werden. Man 
beginnt, die Ecke A in einen beliebigen Punkt von u legend, mit 
einem Versuche, schneidet dann Auf mit ti^ in A^, AJJ mit u^ 
in Afy ^Ui mit u in A\ der im allgemeinen nicht mit A zusammen- 
fällt. Bewegt sich A auf u, so werden von A, A^, A^, A' pro- 
jektive Punktreihen durchlaufen, und zwar von aufeinander folgenden 
Perspektive, von A und A' also konjektive auf U] drei Versuche 
geben drei Paare entsprechender Punkte, und es müssen die Eoinzi- 
denzpunkte konstruiert werden, welche zur Losung führen. 

Diese Angabe ist in sich dual und kann daher dual behandelt 
werden. 

Li^en U, Ui, ü^ in gerader Linie, so ist deren Schnitt mit u 
der eine Eoinzidenzpunkt, der jedoch nur zu einem ausgearteten 
Dreiecke führt, dessen Ecken in jener Gerade liegen; der andere ist 
dann linear zu konstruieren und stets reell; er gibt die einzige eigent- 
liche Lösung. Ahnliches gilt dual, wenn u, u^, u^ in einen Punkt 
Zusammenkufen. 

Nun soll das gesuchte Dreieck nach wie vor dem Drei- 
ecke üüiüf umgeschrieben, andererseits aber dem gegebenen 
Kegelschnitt K eingeschrieben sein. Dann bewegen sich A, A^, 
A^y A' konjektiv auf £ und zwar aufeinander folgende involutorisch; 
es sind wiederum die Koinzidenzen von A und A' au&usuchen. Wenn 
der Kegelschnitt durch fünf Punkte gegeben ist, so wird man drei 
von ihnen für die Versuche benutzen, so daß zunächst die Konstruktion 
linear verläuft xmd erst, wenn die Fundamental- Aufgabe heranzuziehen 
ist, quadratisch wird. 

Die Konjektivität von A und A' kann Identität sein, so daß 
jeder Punkt A von K zu einer Lösung ftthrt; wir wissen aus Nr. 111, 
daß dies stets und nur dann geschieht, wenn UTJ^Üf ein Polardreieck 
von K ist. 

Die duale Aufgabe lautet: Einem Kegelschnitte ein Dreieck um- 
zuschreiben, das einem gegebenen Dreiecke eingeschrieben ist. 

Es tritt keine wesentliche Änderung ein, wenn man die Dreiecke 
durch (einfache) n-Ecke ersetzt. 
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130 Wenn man in zwei Ebenenbüscheln mit sich schneiden- 

den Axen Vy v die zueinander rechtwinkligen Ebenen zu- 
ordnet^ so ist das eine projektive Zuordnung. Denn die Lote^ 
welche im Schnittpunkte der Axen auf den Ebenen von v errichtet 
sind^ bilden y in der Ebene ^ welche in auf v senkrecht steht^ einen 
Strahlenbüschely der dem Ebenenbüschel t; (oder dem Ton seiner Ebene 
aus ihm ausgeschnittenen Strahlenbüschel) gleich ist, und durch seine 
Strahlen gehen die entsprechenden Ebenen Ton v\ Also entsteht durch 
die Schnittlinien der so zugeordneten Ebenen Ton v und v ein Kegel 
2. Grades^ welcher infolge dieser Entstehungsweise orthogonaler 
Eegel genannt wird.^) Längs der Axen v, v wird er von den Ebenen 
berührt, die in ihnen auf der gemeinsamen Ebene vv nonnal sind; 
ihr Schnittstrahl, der Polarstrahl der Ebene vv m bezug auf den 
Eegel, ist zu ihr senkrecht; woraus folgt, daß auf jeder zur Ebene vv' 
senkrechten Gerade der unendlich ferne Schnitt mit diesem Polar- 
strahle dem Schnitte mit der Ebene harmonisch zugeordnet ist in 
bezug auf die Schnitte mit dem Eegel. Die Ebene 6 '^vv wird des- 
halb für den Eegel eine Ebene, in bezug auf welche er in sich sym- 
metrisch ist, eine Hauptebene und der zu ihr senkrechte Polar- 
strahl eine Axe; letzterer ist auch die involutorische Axe der er- 
zeugenden Büschel. Wir wissen aus Nr. 80, daß nur in solchen 
Geraden des Büschels (0, (f), welche im spitzen Winkel der beiden 
Geraden t;, v liegen, Ebenen auf 6 senkrecht stehen, welche reelle 
Strahlen enthalten, aus denen v und v' durch einen rechten Flächen- 
winkel projiziert werden, also reelle Eanten unseres Eegels. Der 
Eegel steht also über dem spitzen Winkel vv und dieser 
spitze Winkel ist seine Öffnung in dieser seiner Haupt- 
ebene. 

Eine Ebene, welche zu einer der beiden Eanten v, v\ den Axen 
der erzeugenden Büschel, senkrecht ist^ schneidet aus diesen Strahlen- 
büschel aus, deren entsprechende Strahlen ebenfalls rechtwinklig sind; 
für die Ebene, die in auf v senkrecht steht, ist dies oben schon 
erkannt, und jede andere auf t; senkrechte Ebene schneidet parallele 
Strahlen aus. Das Erzeugnis solcher projektiver Strahlenbüschel ist 
ein Ereis, und für die orthogonalen Eegel ergeben sich so in sehr 
einfacher Weise die beiden Parallelebenen-Büschel mit Ereis- 
schnitten. Sie sind senkrecht auf denjenigen Eanten des 
Eegels, deren Ebenenbüschel ihn orthogonal erzeugen. 

1) Sind die Axen windschief, so ergiebt sich die eine Begelschar eines 
orthogonalen Hyperboloides. Schröter, Flächen 2. Ordnung und Raum- 
kurven 3. Ordnung, § 12, 26. 



Orthogonaler, dnal- orthogonaler Kegel. 175 

Weil die in der Hanptebene 6 gelegenen Durchmesser dieser 
Kreise sich innerhalb des spitzen Winkels vv befinden , so erhellt 
auch daraus^ daß der Kegel über diesem Winkel steht. 

Alle Ebenen^ welche aus einem Flächenwinkel tt einen 131 
rechten Winkel ausschneiden und durch einen Punkt auf 
der Kante xx' gehen^ umhüllen einen Kegel 2. Grades^ weil die 
Strahlenbüschel (0, r); (0^ %') durch die Zuordnung der Schenkel eines 
solchen rechten Winkels projektiv werden. Denn der Büschel {0, r) 
ist gleich dem Büschel der Ebenen, welche in auf seinen Strahlen 
senkrecht stehen und alle das in auf t errichtete Lot enthalten; 
diese Ebenen schneiden aber in r' die rechtwinkligen Strahlen ein. 

Dem gemeinsamen Strahle rr' entsprechen die beiden Strahlen 
in t und x\ die in auf ihm senkrecht stehen: die Schenkel des 
Neigungswinkels der Ebenen aus 0. Sie sind also die ICanten ty f, 
längs deren die Ebenen r, x den Kegel berühren, und ihre Ebene 6 
ist Polarebene von rr', zu dem sie rechtwinklig ist. Daher ist fi 
Hauptebene und xx dazu senkrechte Axe des Kegels. Anderer- 
seits ist fi auch inyolutorische Ebene der beiden erzeugenden Strahlen- 
büschel. 

Wir wollen diesen Kegel als dual-orthogonal bezeichnen. 

Von den rechten Winkeln aus mit Schenkeln in r, x' betrachten 
wir die im spitzen Flachenwinkel xx' gelegenen; für sie ist der spitze 
Winkel t( die Orthogonalprojektion auf 6\ und da ein rechter Winkel, 
mit dem Scheitel in der Projektionsebene, durch Orthogonalprojektion 
sich verkleinert oder yergrößert, je nachdem der Schnitt seiner Ebene 
mit der Projektionsebene in ihn selbst oder in den Nebenwinkel fallt, 
so muß er in unserm Falle in den Winkel selbst £edlen. Zu diesem 
Schnitte mit der involutorischen Ebene ist die Berührungskante der 
Ebene des rechten Winkels mit dem Kegel harmonisch in bezug auf 
die beiden Schenkel (Nr. 119); folglich liegt sie und der ganze 
Kegel im stumpfen Flächen winkel xx'. Der stumpfe Winkel Ü 
ist Ofinung des dual-orthogonalen Kegels in der Hauptebene (f. 

Wir können jetzt die in Nr. 80 und 81 behandelten Aufgaben 
etwas anders beschreiben. 

Die vier Axen, welche sich in Nr. 80 ergaben, sind die Schnitt- 
linien der beiden Ebenen (f, t, welche auf der Ebene der gegebenen 
elliptischen Strahleninvolution in den Strahlen 5, t des rechtwinkligen 
Paares senkrecht stehen, mit dem orthogonalen Kegel, welcher über 
dem Paare cc steht, d. h. aus dessen beiden Geraden durch recht- 
winklige Ebenen erzeugt wird. Von diesen Ebenen schneidet nur n 
reell, weil s sich im Innern befindet. 

Bei der andern Aufgabe, wenn noch verlangt wird, dafi die ge- 
suchten Ebenen durch einen gegebenen Punkt auf der Axe der 
gegebenen elliptischen Ebeneninvolution gehen, handelt es sich darum. 
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durch das Lot auf ty bzw. 6 in 0^ welches in 6, t liegt, die Tan- 
gentialebenen an den dual -orthogonalen Kegel zu legen, der zum 
Ebenenpaar es' gehört. Da r im stumpfen Winkel ae' liegt, 6 im 
spitzen, so liegen jene Lote im spitzen, stumpfen Winkel; also das 
erste außerhalb, das andere innerhalb, und nur jenes sendet reelle 
Tangentialebenen. 

132 Wie entsteht der einfEichste Kegel 2. Grades, der Rotations- 
kegel (oder gerade Kreiskegel) durch projektive Strahlen- oder 
Ebenenbüschel? Dazu ist es gut, die Erzeugung des Kreises 
durch projektive Punktreihen u,u noch etwas genauer zu be- 
trachten. Die Berührungspunkte F und E' mit u, u' entsprechen dem 
gemeinsamen Punkte @ = 2^'= j&. Die beiden entsprechenden Strecken 
EFxmdE'F' sind gleich und gehören dem Systeme F^ an (Nr. 57); denn 
die von einer Tangente des Kreises eingeschnittenen entsprechenden 
Punkte liegen beide auf EF und E'F' oder beide auf JE .F und 
E' • F\ Die zu u und u parallelen Tangenten r, q schneiden in u, 
bzw. u die Fluchtpunkte R, Q' ein. Die G^erade vom Mittelpunkt M 
nach jß, welche den einen Winkel ru halbiert, steht senkrecht auf 
der Gerade s » üf @, welche uu halbiert, und geht durch Q\ Diese 
Muchtpunkte werden, wie notwendig, vod EF, E'F' ausgeschlossen. 
In bezug auf s sind E, JP, R zu F\ E, Q' symmetrisch. 

Um also zwei gegebene projektive Punktreihen in solche 
Lage zu bringen, daß sie einen Kreis erzeugen, nimmt man 
aus dem Systeme F^ zwei entsprechende gleiche Strecken EF, E'F\ 
in denen E und F' die nicht entsprechenden und von R, bzw. 
Q' entfernteren Endpunkte sind, und vereinigt diese im Punkte @, 
wobei wir annehmen, daß u in seiner Lage gelassen werde. Es ist 
ja immer (Nr. 57) die Figur EFR zu F'E'Q' kongruent. Weü R 
von EF ausgeschlossen wird, so schneidet der Kreis über @ 22 als 
Durchmesser das Lot auf u m F reell. Ist M der eine Schnittpunkt, 
so wird u so angelegt, daß F'E'Q' zu EFR symmetrisch liegt in 
bezug auf © Jf. Der Kreis, welcher nun u und u m F und E' tan- 
giert und daher M zum Mittelpunkte hat, ist die Kurve, welche 
durch die so gelegten Punktreihen erzeugt wird. Denn wegen des 
rechten Winkels ®MR ist die zweite Tangente aus R zu u parallel; 
also rufk er auf seinen Tangenten u, u projektive Punktreihen hervor, 
in denen den E, F, R die E\ F', i?« korrespondieren; sie stimmen 
also mit den gegebenen überein. 

Die Symmetrie in bezug auf @Jtf lehrt: {EFRQ^^iF'E'q'R'^ 
=-= (E'F'R'ooQ'), so daß auch Q^ und Q' entsprechend sind. 

Damit ist auch der Rotationszylinder erledigt. 

133 Nunmehr seien (0, o), ((X, (o^ die Büschel in zwei Berührungs- 
ebenen eines Rotationskegels, projektiv gemacht durch die Berührungs- 
ebenen, f und e die Berührungskanten von cd und a, welche dem 
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gemeinsamen Strahle 1^6 = /*" korrespondieren; so sind die spitzen 
Winkel efj ef entsprechende gleiche Winkel aus dem Systeme JT^ 
aus demselben Grrunde wie oben. Die Ebenen^ welche in f und e 
auf (D und (o normal sind^ schneiden sich in der Botationsaze a und 
die Ebene 6 ^ a\ ist Symmetrieebene für die Figur. Die Ebene, 
welche auf ihr in a senkrecht steht, schneide die Büschel in den 
Strahlen r, q, die entsprechenden seien r und q. Diese sind dann 
normal zu den Berührungskanten e und f. In der Tat, der Schnitt 
mit einer zu a normalen Ebene b, der zur obigen Figur fQhrt, lehrt, 
daß r und q nach den Fluchtpunkten der auf ms und (os entstehen- 
den projektiven Pimktreihen gehen, also / und q zu w'b und aa 
parallel sind; auf diesen stehen aber die Berührungskanten e und f 
senkrecht; /, senkrecht zu e\ wird vom spitzen Winkel ef ausge- 
schlossen, mithin r vom entsprechenden spitzen Winkel efj und ebenso 
q von ef. 

Sind nun zwei projektive Strahlenbüschel (0, co), (0, o') gegeben, 
so nehme man aus dem Systeme F^ entsprechender gleicher Winkel 
ein Paar heraus ef, e'f\ und zwar ist es immer möglich (wofern 
nicht gleiche Strahlenbüschel vorliegen) solche Paare gleicher spitzer 
Winkel zu wählen, daß, wenn / zu e rechtwinklig und er der 
Winkel ist, der den f einschließt, dann der entsprechende und f ein- 
schließende Winkel er spitz ist (Nr. 61). Über diesen spitzen Winkel 
er stellt man nun einen rechten Flächen winkel so, daß seine Kante a 
in die Ebene föllt, welche auf o in /* senkrecht steht; der orthogo- 
nale Kegel über er wird ja von dieser Ebene reell geschnitten. Für 
die Konstruktion von a liefert Nr. 80 die Mittel; 6, r, /*, a entsprechen 
den dortigen e, e\ s, v^). 

Verbindet man dann eine der gefundenen a mit e durch die 
Ebene tf, so hat man den zweiten Büschel so zu legen, daß f und e 
sich decken und e' symmetrisch zu f wird in bezug auf <s. Die der- 
artig gelegten projektiven Büschel (0, gj), (0,0)') erzeugen 
den Rotations kegel, welcher o und g)' längs f und e' tangiert. 
Denn dieser Kegel ruft in den Büscheln eine Projektivität 77 hervor, 
in welcher ersichtlich e und e', f und f entsprechend sind, aber auch 
r lind /; infolge der Konstruktion steht nämlich die Ebene ra auf 
der Ebene 6 ^ ae senkrecht; folglich muß der Strahl, der in dieser 
Projektivität 77 dem r entspricht, auf c' normal sein; also ist er /. Und 
die Projektivität stimmt mit der gegebenen überein. 

1) Wenn die gegebenen Büschel gleich sind, so ist « r ein Rechter, und die 
Senkrechte in anf ea ist in der in f senkrechten Ebene die einzige (Gerade, 
aus der er durch einen rechten Winkel projiziert wird: der orthogonale Kegel 
ist in die beiden Strahlenbüschel aus in den Ebenen zerfallen, die auf o 
in e und r senkrecht stehen. Jene Senkrechte kann nicht Aze eines Rotations- 
kegele sein, der die Ebene u berührt. 

Starm, Geometr. Verwftndtoohaften. L 12 



178 I- § ^1* Besondere Kegel zweiten Grades. :. 

Schneidet die Ebene ar den andern Büschel in ^ und ist qzxx f 
normal, so sind diese in der Projektivitat auch entsprechend, denn 
wegen der Symmetrie in bezug auf 6 ist: 

^f^i A r^'ffV', also A efrc[. 

Es ist also nur fBr die geeignete Gleichheit von ef und ef und für 
das Entsprechen von r und r zu sorgen, das von 9 und c[ tritt dann 
Ton selber ein. 
134 Wir lassen jetzt einen Rotationskegel durch die Ebenenbüschel 

um zwei Kanten u, u entstehen; a^q/ sei die gemeinsame Ebene 
imd daher q> und a die ihr entsprechenden Berührungsebenen längs 
u und u. Es ist «^ €9 » a'q>\ Auch dies sind entsprechende gleiche 
Winkel (aus dem System I\). Femer seien 9^ und a^ die auf ^ 
und a senkrechten Ebenen der Büschel, ihre Schnittlinie ist die Axe a^ 
und die Eb^ie 6 von ihr nach q>a\ welche za a^ip normal ist, ist 
Symmetrieebene der Figur. Weil ^a die involutorische Axe der 
beiden Büschel u, u ist, so schneidet (Nr. 90) jede Ebene durch sie 
diese in inyolutorischen Strahlenbüscheln mit den Kanten des Kegels 
als Doppelstrahlen; in 6 bilden a und der zu ihr senkrechte Strahl a^y 
als Halbierungslinien der Winkel der Kanten, das rechtwinklige Paar 
der Involution; daher gehen durch o^ die Ebenen 9)^' und a^, welche 
den qp^ imd a^ entsprechen. Nennen wir die zu q)^ in bezug auf ff 
symmetrische Ebene % so lehrt die Symmetrie, daß: 

d. h. 9 ist £j. Es sind also a^ und 9^', die sich in a^ auf schneiden,, 
in bezug auf 6 symmetrisch. 

In zwei gegebenen projektiven Ebenenbüscheln u und u seien aip 
und a'q>' zwei entsprechende gleiche (spitze) Winkel (aus F^), 9, sei 
senkrecht zu <)p, a^ zu a' und <p^\ a^ ihnen entsprechend; also: s^p^iS^ 
A aq/fp^a^. Nun findet Gleichheit statt zwischen afpq>^ und q/aa^:; 
wenn in dieser Gleichheit der Ebene q)^ die 9 entspricht, so ist 

aq)q>^^ A 9^'h9i A *Wi'*i'; 
also ^ mit a^ identisch; es besteht die Gleichheit von aqxp^a^ und q/ a' a^fp^^ 
Lidem die Ebenen a und (p zur Vereinigung kommen sollen^ 
muß die Ebene 6^ in bezug auf welche diese gleichen Figuren sym- 
metrisch werden sollen, senkrecht zu a durch so gelegt werden^ 
daß sie aus fp^ und a^ einen rechten Winkel ausschneidet. Damit 
dies reell geschehe, muß das Lot n auf a in 0, durch welches sie 
geht, im spitzen Flächenwinkel fp^a^ liegen (Nr. 131), also a im 
stumpfen Winkel. Um dafür geeignete Winkel cqp, a^p' zu erhalten^ 
seien die beiden Ebenenbüschel mit Ebenen, welche bzw. zu den 
Axen normal sind, in zu ihnen gleichen Strahlenbüscheln geschnitten; 
aus Nr. 61 wissen wir, wie entsprechende gleiche spitze Winkel ef^ 
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ef zu erhalten sind von der Beschaffenheit, daB, wenn f^ zu f nnd 
e<[ zu e rechtwinklig sind nnd ^ dem e^ entspricht^ der stampfe 
Winkel f^t^ den e einschließt; was dann auf die durchgehenden 
Ebenen 9)^, c^, £ übergeht. 

Die Konstruktion der beiden Ebenen fiy der Tangentialebenen 
durch n an den dual -orthogonalen Kegel, welcher zu 9^, b^ gehört, 
erfolgt nach Nr. 81, angewandt hier auf 9^1, fij, £, wie dort auf £, f', t; 
n ist hier, wie gesagt, durch senkrecht zu c gezogen. 

Ist nun 6 eine dieser beiden Ebenen, so wird der Büschel v! an 
den (schon festgelegten) Büschel u so angelegt, daß in bezug auf 6 
die obigen gleichen Figuren ^^>^^^t^ und (pes^fp^ symmetrisch liegen, 
was zur Folge hat, daß e und q/ sich decken. Durch die rechtwinkligen 
Strahlen a, a^ in 6^ durch welche q>^ und s^ gehen, gehen daher auch 
«/ und 9i'. Wegen der Gleichheit der Winkel stp und sq> existiert 
ein Rotationskegel, welcher die Ebenen qp und e längs u und u be- 
rührt. In der Projektivität i7, welche dieser Kegel zwischen den 
Ebenenbüscheln u und u hervorruft, sind zunächst a und «', 9 und' ^' 
entsprechend. Femer ist die Schnittlinie a der Ebenep tp^ und f/, 
welche in u und u auf 9 und s senkrecht stehen, die Axe, und die 
ihnen in dieser Projektivität 77 entsprechenden Ebenen müssen sich 
im Strahle a^, der zu a rechtwinklig, schneiden, also sind sie die 
Ebenen Kp^ und c^, die ja nach a^ gehen. Demnach stimmt die Pro- 
jektivität n mit der gegebenen in: 

überein und ist mit ihr identiscL Der obige Rotationskegel 
wird durch die gegebenen projektiven Ebenenbüschel in 
der ihnen gegebenen Lage erzeugt^). 

Hebt man durch Parallelverschiebung der Büschel die Inzidenz 
der Axen auf, so ergibt sich als Erzeugnis die eine Regelschar eines 
einmanteligen Rotationshyperboloids. 

§ 22. Verallgemeinerung der Involution: Involution höheren Grades, 

zyklische Projektivität. 

Diese Yerallgemeinerung lassen wir nach zwei Richtungen hin 135 
erfolgen. Wir wollen der Involutionsbedingung (Ij) (Nr. 22) für 
drei Paare mit den Parametern A, |it; A^,^; A,, ^: 

(A + /t) (Ai^ — ^h) + (^1 + f*i) {Klh — ^l^) + (^2 H- f*«) (^f* - ^l^i) ^ 
eine andere Form geben. 

1) Stein ex hat diese Aufgabengruppe in der Systematischen Entwickelnng, 
Anhang Nr. 10—12 gestellt (Gesammelte Werke, Bd. I, S. 441). — Vgl. G. Müth, 
Die projektive Erzeugung der Rotationsflächen 2. Grades. Dissertation von 
Breslau 1905. Dort ist auch die Aufgabe behandelt, wie gegebene projektive 
Punktreihen zu legen sind, damit sie ein Botationshyperboloid erzeugen. 

12* 
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I. I 2S. Involntionen höheren Gndea. 



Die drei Elementenpaare seien durch quadratische Glei- 
chungen gegeben: 

deren Wurzeln die Parameter sind; wodurch auch Paare mit konju- 
giert imagiimren Elementen mit umfaßt werden. Sie werden korrekter 
reell-imaginäre Paare genannt wegen dieser Definition durch eine 
reelle Gleichung (oder eine reelle elliptische luTolution). 
Bekanntlich ist: 



A+^ =- 



2& 



kli 



2&, 



a 



oder: 



dadurch wird die Inyolutionsbedingung: 

6(a,Ci — a^c^) -f hi{ac^ — a^c) + b^(a^c — aq) — 

\ a, by c 

I 

Die Parameter- Beziehung für Inyolution in Determinantenform: 

Att, A + fi, 1 

^/*J; ^ + Mf > 1 

ist nicht wesentlich von ^q^, » verschieden, sie folgt auch aus dem 
gleichzeitigen Bestehen der symmetrischen bilinearen Relation f&r 

al(i + ß{l + ii) + y^O, 
a^i^i+Z^C^ + fiO + y-O, 
a^f*2 + /'(^ + ^) + y = 0. 

Wenn die Bedingung ^q^^ » erfüllt wird, so lassen sich zwei 
Größen x und x^ finden, von der Beschaffenheit, daß 

d. h. fOr alle Werte von x erfüllt wird. 

Diese identische Erfüllung erfordert die Befriedigung der drei 
linearen Gleichungen: 

xa + oc^Oi + Oj «• 0, xft + Xi 6i + 6, = 0, xc + x^Ci + c^ =- 
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durch dieselben Werte von x^x^; setzt man die Werte^ die sich aus 
zweien ergeben, in die dritte ein, so erhalt man als Bedingung des 
gleichzeitigen Bestehens ^^^^ = 0, was ja n. Y. richtig ist. 

Aus dieser Identität ergibt sich, daß Q^^O mit xQ + x^Q^^O 

oder, indem wir — = A setzen, mit Q + lQi'^^O äquivalent ist. Man 

erkennt, daß man aus den Gleichungen der beiden bestimmenden 
Paare einer Involution — die wir auch ihre Konstituenten 
nennen wollen: 

Q-o, Q,~0 

die übrigen Paare in dieser Form 

Q + ^'Qi-0 

mit linearem Parameter A ableiten kann. A ist also Parameter 
eines Paars ^). Durchläuft dieser Paar-Parameter alle Werte, so durch- 
läuft das. Paar die ganze Involution. Setzt man f&r x den Parameter 
eines Elements des Trägers ein, so ergibt sich eine lineare Gleichung 
in A, welche den Parameter des einzigen Paars liefert, zu dem dies 
Element gehört. 

Die quadratische Gleichung fBr die Parameter der Elemente des 
beliebigen Paars, nach x geordnet, ist: 

{a + Xa^)x^ + 2 (b + lb^)x + {c+ kcj) ^0. 

Sie hat zwei gleiche Wurzeln, wenn: 

(a + Aai)(c+ACi)-(6 + A6i)*=-0 
oder: 

(ac-b^ + {aci + ca^ -.266J A + {(h<h — h^)^^ = 0; 

diese quadratische Gleichung liefert die Parameter derjenigen beiden 
Paare, deren Elemente zusammen&llen; je nachdem sie reelle oder 
imaginäre Wurzeln hat, ist die Involution hyperbob'sch oder elliptisch. 
Man bestimme zu dem festen Elemente (mit dem Parameter) q 
das vierte harmonische ^ in bezug auf das Paar Q + ^Qi^^'O der 
Involution, dessen Elemente die Parameter x\ x" haben, so ist (Nr. 22): 

2(>g — (() + g)(a;' + a;") + 2a;V' = 0. 
Nun ist: 

^ I :r''^ ^(ft + ^&i) . /. c + Ac^ 
^ ^^ a-\-Xa^ ' ^^ "a + Aa/ 

also* 

(>| (a + Ao,) + (p + l) (6 + Aft,) + (c + Xci) = 0; 
oder 

%X (pOi + 61) + Kpa + 6) + X{(i\ + Ci) + (p6 + c) - 0; 



1) », Xj sind die homogenen Parameter des Paars Q, ^.0; man kann 
auch gleich homogene Faktoren x, x^, x^ einführen, so daß die Identität 
lautet: xC + Xj ft + »tft = 0. 



182 I- § 22. Involntionen höheren Giades. 

es stehen also | und k in bilinearer Beziehung; daher ist, wenn zu 
^y ^7 ^ ^4 die L k, 5«, ^4 gehören (Nr. 24): 

Das Doppelverhältnis der vier vierten harmonischen Elemente, 
die zu den vier Paaren mit den Parametern A, , . . . A^ gehören, ist von 
jenem Elemente q unabhängig. Wir fanden dies schon in Nr. 114 
und nannten es deshalb das Doppelverhältnis der vier Paare. 
Wir sehen^ daß es in der bekannten Form durch die Parameter der 
vier Paare sich ausdrücken läßt, daß aber auch dieser Ausdruck, wenn 
die Paare andere Parameter bekommen; z. B. durch Wahl anderer 
Konstituenten, invariant bleibt. 

Wir können nun die Involution projektiv beziehen, ihre Paare 
auf die Elemente eines andern Gebildes, indem wir zunächst die iigend 
einem festen Elemente zugeordneten vierten harmonischen Elemente 
beziehen. 
136 Die eine Verallgemeinerung^) der Involution, die wir vor- 

nehmen wollen, ist folgende: Wir ersetzen die quadratischen 
Gleichungen durch solche vom n*^ Grade, welche also n-ele- 
mentige Gruppen darstellen: Q « 0, Q^ » und bilden die neue Gruppe: 

Verändert sich X, so ergeben sich oo^ Gruppen, welche eine 
Involution n*^ Grades bilden, die gemeine kann also quadratisch 
genannt werden. Genau wie oben erkennt man, daß jedes Element 
des Trägers zu einer und im allgemeinen nur zu einer von 
den Gruppen gehört. Zu den beiden konstituierenden Ghnippen 
gehören die Parameterwerte 0, oo; das letztere beweist die Form 

Weil in zwei Perspektiven ungleichartigen Grundgebilden den in- 
zidenten Elementen der nämliche Parameter gegeben werden kann 
(Nr. 28), so folgt, daß zu einer Involution in dem einen Gebilde per- 
spektiv eine Involution in dem andern ist, je zwei Perspektive 
Gruppen mit derselben Gleichung Q + lQi'^'tO und dem nämlichen 
Parameter; die Wurzeln sind die Parameter der n Elemente der einen 
und der andern Ghruppe. 

Die Involution beliebigen Grades ist projektiv und geht 
dann auch in die weiteren projektiv beziehbaren Gebilde über. 

Andererseits lehrt die Gleichung Q + XQ^ »0 direkt, daß die 
Involution, mit ihren Gruppen als Elementen, projektiv 
beziehbar wird; indem eine Gruppe und ein Element des andern 



1) de JonquiäreB, Annali di Matematica (Sei. I), Bd. 2, S. S6. 
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Gebildes entsprechend sind, wenn sie denselben Parameter haben oder 
allgemeiner, wenn zwischen den Parametern eine bilineare Relation 
festgesetzt ist. 

Zu Konstituenten kann man beliebige zwei Gruppen der 
Involution nehmen, etwa die mit Paramentem l\ X" oder mit den 
Gleichungen: ^ + A' ^j — 0, © + >t" öi = 0, welche wir kürzer ^ =- 0, 
^' «■ schreiben. 

Dazu haben wir uns klar zu machen, daß die linke Seite der 
Gleichung einer beliebigen weitem Ghnippe mit dem Parameter X in 
folgende Form sich bringen laßt: 

die beiden Größen (>'; (>'' müssen also den Gleichungen: 

genügen und sind durch sie eindeutig bestimmt. Die Gleichung der 
Gruppe Q + >l Qi "=" lautet mit unhomogenem Parameter, bezogen 
auf die neuen Konstituenten: 



// 



q + ^^,q' = 0, oder q + ^q' - o. 

Haben zwei Gruppen Q' » 0, Q'' =» ein Element gemein, 
etwa mit dem Parameter cc, so ist dasselbe allen Grupen ge- 
meinsam (bei n»2 parabolische Involution); denn x^a macht q^ 
und q' zu null, also auch ^' + ^ö", för jeden Wert von tf; wir 
können also aus q, q\ q + ^q' den linearen Faktor x — a heraus- 
nehmen. Ahnliches gilt für mehrere gemeinsame Elemente. Es kann 
auch eine Potenz von :r — a in ^ und q' enthalten sein, so daß das 
Element a den Gruppen der Involution mehrfach gemeinsam ist. 

Scheidet man % Elemente, welche zweien Gruppen einer Involution 
rf^ Grades und dann aUen Gruppen derselben gemeinsam sind, (unter 
denen auch Vereinigungen stattfinden können), also den Faktor i^^ 
Grades aus den Gleichungen aus, so erhält man eine Involution 
{n-i)^ Grades. 

Es wird sich herausstellen, daß ein Kurvenbüschel n^' Ordnung 
in eine Gerade seiner Ebene eine Involution n^° Grades einschneidet; 
auf einer Gerade durch einen (allen Kurven des Büschels gemein- 
samen) Ghrundpunkt ergibt sich eine solche Involution mit einem allen 
Gruppen gemeinsamen Pimkte. Die n— 1 übrigen Schnitte bilden eine 
Involution (n — 1)***" Grades. 

Wenn in einer Gruppe zwei Elemente zusammenrücken, so er- 
gibt sich ein Doppelelement. Die Koeffizienten der Gleichung einer 
Gruppe sind linear in L In der Algebra wird gelehrt, daß die Dis- 
kriminante D einer Gleichung n^^ Grades, deren Verschwinden die 
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Bedingung dafQr ist, daß die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat^ in 
den Koeffizienten der Gleichung vom Grade 2 (n — 1), d. h. daß in 
jedem ihrer Glieder so viele Koeffizienten multipliziert sind. Daher 
wird in unserm Falle 2> = eine Gleichung 2 (« — 1)^ Grades in l 
(vgl. oben n = 2), deren Wurzeln als Parameter zu den Gruppen 
mit Doppelelementen gehören. 

Eine Involutionen n**** GradeBhat2(n— l)Doppelelemente^ 
welche sich im allgemeinen auf ebensoviele Gruppen ver- 
teilen. Dies wird später noch auf andere Weise erkannt werden. 

Die Diskriminante der kubischen Gleichung: 

z. B. ist: a^cP + 4ac* + 46*d — 6 ahcd — 3fc*c* (wir werden sie in 
Nr. 150 ableiten); die Gleichung 4. Grades in A ist daher: 

(a + Xa^y{d + Xd,y + 4(a + la^)(c + lc,y + 4{h + Xb,y{d + ld,) 
'-6{a + Xa^)(b + lb^)(c + Xc^){d + kd^)-S(b + Xb;)^(c + X(^y^O. 

Wenn drei kubische Gleichungen vorliegen: 

fi («) - 0, ft (x) = 0, /i {X) - 0, 
so kann die Identität: 

erfQllt werden; denn setzt man die entsprechenden Koeffizienten der 
Potenzen von x einander gleich, so ergeben sich fünf inX^ fi, X a^, (lo^ycc^ 
lineare Gleichungen, welche X, (i, a^, a^y a^ eindeutig bestimmen. Man 
kann daher drei Gruppen von je drei Elementen (in demselben Ge- 
bilde) auf eine Weise so durch vierte Elemente vervollständigen, daß 
drei Gruppen einer Involution 4. Grades sich ergeben. 

Zu einem Systeme von 00^ Gruppen von vier Elementen eines 
Gebildes von der Eigenschaft, daß jedes Element desselben zu einer 
von ihnen gehört, sind wir bei drei Involutionen, die zu zweien 
sich stützen und immer die dritte zum kommutativen Produkte 
haben (Nr. 85, 87), gelangt. 

Jedes Element X wird durch die drei gepaarten Ele- 
mente X^, X^, X3 zu einem Quadrupel vervollständigt, das 
in jede der drei Involutionen zwei Paare XX^, XjXg; . . . sendet. 
Bestätigen wir die Vermutung, daß diese Gruppen eine Invo- 
lution 4. Grades bilden. 

Von den drei Involutionen sind zwei hyperbolisch, die dritte 
elliptisch; die Paare der Doppelpunkte seien M^N^j -ZlfgiV,, M^N^, 
zu je zweien harmonisch. Als Parameter des Elementes X benutzen 
wir ein mit reellen Doppelpunkten gebildetes Doppelverhältnis: 
I = (Jtfi-Ni Jf,X) - - (M^N.N^X). Es ist dann ^, - (M^N^M^X^) 
» (M^N^M^X)' (M^N^XX,) = - S, weü (M^N^XX^) « - 1. 
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Wegen der zweiten Inyolntion ist: 

und weil X^ und X^ in der ersten gepaart sind^ ist ^ ™ — t- Dem- 
nach ist die Oleichnng der Oruppe XX^X^X^: 

(x-i)ix + i)(x -\)(x + \)-.0, 
also: 

wo >t » I' + T? der Gruppenparameter ist^ der, wie notwendige sich 

nicht ändert^ wenn | durch — 5, -r, — y erzetzt wird. Damit ist die 

Involution bewiesen. 

FäUt X nach M^j dann tut es auch X^, während X^ und X, nach 
Ni fallen Die sechs Doppelpunkte der Involution verteilen 
sich also auf drei Gruppen^ jode mit zwei Doppelpunkten 
M^Nif M^N^y -5^8^85 ^® Gruppenparameter sind oo, 2, — 2. 

Wenn in einem Gebilde ein einfach unendliches System von 
Gruppen von je n Elementen vorliegt, das algebraisch entstanden ist 
und die Eigenschaft hat, daß ein beliebiges Element des Gebildes 
nur zu einer Gruppe gehört, so wird man immer auf eine Involution 
n^^ Grades schließen können; denn die Gleichung einer Ghuppe muß 
dann linear einen Parameter enthalten. Wertvoller wird es jeden- 
falls sein, wenn man diese Gleichung herstellen oder die fragliche 
Involution projektiv in eine bekannte überführen kann. 

Eine anschauliche Involution n^^ Grades von Strahlen (oder 137 
Ebenen) ergibt sich folgendermaßen. 

Man konstruiere im Strahlenbüschel einen regelmäßigen 
n-Strahl, d. h. w Strahlen, welche den ganzen Winkel von 360® in 
in 2n gleiche Teile teilen; läßt man ihn durch Drehung alle 
möglichen Lagen im Büschel einnehmen, so entstehen die 
sämtlichen Gruppen einer Involution n*^ Grades. 

Aus der Mo i vre sehen Formel: 

cos ny + i sin ntp = (cos (p -{-i&m 9)" 

erhalt man, wenn n positiv ganz ist, durch Potenzieren und Trennen 
des Reellen und Imaginären: 

cos nq> = cos 9)" — «2 ^^^ y**"* sin 9* + n^ cos y**"* sin 9* — • • •, 
sin nq> =» n^ cos 9""* sin 9 — Wj cos y""* sin 9' + • • • ; 

n. ist der Binomialkoefßzient --- -i-«^-^"* - , und die rechte 

■ 1 • 2 • • • » ' 

Seite bricht ab, wenn die n^ Potenz von sin 9 in der einen Formel 
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und die {n — 1)*® in der andern erreiclit ist. Also: 

Hj tang tp — »Ig tang «p* + **» ^^^^fi» <P* — 



^^5 ^ 1 — ft^ tangqp' -r n^ tang9* 

wo entweder Z oder ^ bis zur n*^ Potenz in :r » tang tp steigt und 
die andere Größe zur (n — 1)***". 

Die Winkel der Strahlen eines regelmäßigen ^Strahls mit dem An- 

fangsstrahle seien a, a-\ , a-\ , ...; a + (w— 1) — ; die n-fachen 

Winkel ncCyna + jc, . . . haben alle dieselbe Tangente; ist diese gleich k, 
so kann^ wenn in unserer Formel tang n^ = A gesetzt wird, rechts q) 

jeder der n Winkel cc, a -] , ... sein und x die zugehörige Tan- 
gente. Folglich ist 

die Oleichung des n- Strahls , und ändert sich X, also a und na, so 
erhalten wir alle regelmäßigen n-Strahlen im Büschel und sehen, daß 
sie eine Involution n^^ Ghrades bilden. 

Die erste Konstituente gehört zu A »- 0, cc » 0, ist also derjenige 
n-Strahl, zu dem der Anfangsstrahl gehört; so daß die Winkel sind.: 

0, — , — , .... (« — 1) — • 

Die zweite Konstituente gehört zu X = oo, na«»Y; ^"^2~5 ^^® 
zugehörigen Winkel sind: 

^> 2?' ••■> (2w-l)-§^- 

Je nachdem n gerade oder ungerade ist^ ist Z =0 oder JT » 
Tom Gh-ade n — 1 ; diese Gradreduktion rührt von einer Wurzel oo 

her; welche zu dem Strahle mit dem Winkel y gehört; dieser Winkel 
befindet sich in der ersten Reihe als ^ — , bzw. in der zweiten 

als n • 5— • 

Bei ungeradem n sind die beiden Konstituenten zueinander recht- 
winklig und hat jeder regelmäßige n- Strahl des Büschels einen zu 
ihm rechtwinkligen. Bei geradem n ist jeder zu sich selbst rechtwinklig. 

Setzt man X ^^ ±i, so wird bei ungeradem n: 

und bei geradem n: 

n 

= Z T t JV - T »■(- 1)"*" (« T 0", 
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also beidemal: 

(a;:fi)»=.0. 

Wir erhalten^ den Parametern A » ± i entsprechend, zwei ima- 
ginäre Gruppen in der Involution; deren sämtliche Strahlen 
sich vereinigt haben: in dem einen oder andern der beiden 

isotropen Strahlen des Büschels. Eine Drehung um — versetzt 

jeden Strahl eines regelmäßigen n-Strahls in den nächstfolgenden; 
wir wissen aber^ bei jeder Drehung bleiben die beiden isotropen 
Strahlen fest. 

Wenn in einer Gleichung n^^ Grades alle n Wurzeln gleich sind, 
so ist das damit äquivalent^ daß (n — l)-mal zwei benachbarte in der 
Größen-Reihenfolge einander gleich sind. Die 2(n — 1) Doppelstrahleil, 
im allgemeinen verteilt auf 2(n — 1) Gruppen, haben wir hier, als zwei 
t>-fache Strahlen, in zwei Gruppen. 

Die andere Verallgemeinerung der gemeinen Involution ist 138 
folgende. 

In zwei konjektiven Gebilden sei dem Elemente A^ des 
ersten A^ im zweiten entsprechend, diesem, zum ersten ge- 
rechnet, A^ wiederum im zweiten, und durch Fortsetzung 
dieses Prozesses ergeben sich A^y A^, . . ,. Sind die Gebilde in- 
volutorisch, so fällt schon A^ mit A^ zusammen, und zwar gleich- 
gültig, von welchem Elemente A^ ausgegangen wird. 

Nehmen wir nun an, daß, für ein bestimmtes Ausgangs- 
element A^, das Element A^^i der Reihe (und kein früheres) 
mit A^ koinzidiere; so daß eine geschlossene Gruppe von 
n Elementen A^y A^y . . ., ^^ entsteht, in der jedem Elemente 
aus dem ersten Gebilde das folgende im zweiten, dem 
letzten das erste entspricht. Es ist dann: 

A^A^A^ , . . A^ 7\ -^A^ . . . A^ 7\ -^A^ . . . A^A^ /\ • . .. 

Wenn A^^ Aj^(n^q>p) wäre, so würde auch 

sein; mithin A^ = A^^^^j^] dieser Zeiger ist < w; es würde also schon 
ein früheres Element mit A^ koinzidieren. Es sind demnach 
die Elemente einer solchen Gruppe alle voneinander ver- 
schieden. 

Eine derartige Gruppe möge eine zyklisch-projektive Gruppe 
n^*" Grades oder kürzer Zyklus n^^ Grades heißen und binär, temär, ..., 

wenn n » 2, 3, Aber vom Falle n » 2, als dem schon bekannten, 

sehen wir im folgenden ab. 

Ist eine solche Gruppe vorhanden, so führt jedes weitere 
Element B^ des Trägers (das kein Koinzidenzelement ist) zu einer 
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ebenso beschaffenen Gruppe. Denn wenn B^, B^, ... in der 
obigen Weise aus B^ herrorgehen, so ist: 

Ä^A^Ä^Bi A Ä^A^A^B^ 7\ ,,.7\ A^A^A^B^ A A^A^A^B^^^] 

aus: A^A^A^B^ A A^A^A^B^^^ folgt: B^^^^B^. 

Von diesen Elementen B fallt keines mit einem der A oder einem 
andern B zusammen.^) 

Angenommen^ es wäre B^^Aj^, so wäre B^^j^^ A^^f^y also 
Bi^ A^, wol^l+h—i (mod n), und B^ gehörte zur -4. -Gruppe, 
was wider die Voraussetzung ist. 

Es sei zweitens B^ = B^,, wo wieder w ^ g > p, so ist g — p + 1 
schon ausgeschlossen, weil dann B^ und daher auch B^ Koinzidenz- 
element wäre. Wir haben: 

A^A^A^B^^i A A^A^A^Bp A . . • A ^i-4,^s-Bp-i ; 
also JB|,_i = JBj_i 7 ebenso : 5^«* = ^j-»> daher B^ = B^^j , wo 

Dann ist wiederum: 

A^A^Al^B^B^ . . . B^7\ a^a^a^b^b^ . . . jBi a • • • 

Ist Jc> 2, so bedeutet dies, weil mindestens drei sich selbst ent- 
sprechende Elemente vorhanden sind: Aj^^^^A^, aber Ä<n; und 
demnach widerspricht dies der obigen Voraussetzung, daß kein früheres 
Element mit A^ koiuzidiere als A^^^. 

Bei Ä; =» 2 würden wir haben: 

A^A^A^B^B^ A A^A^A^B^B,', 

es würden sich B^ und B^ involutorisch entsprechen, während dem 
A^ in dem einen Sinne A^, in dem andern A^ korrespondiert (n>2); 
was nicht vereinbar ist. 

Jedes Element führt also zu einer zyklisch -projektiven Gruppe, 
und die ganze Projektivität 11 ist zyklisch vom n*^ Grade. 
Daß eine zyklische Projektivität bei Schnitt und Projektion 
erhalten bleibt, ist unmittelbar ersichtlich. 

Eine temäre zyklische Projektivität ist gerade durch einen Zyklus 
festgelegt: 

A.^A^A.^ A A^A^A.^. 

Aber für w > 3 sind Bedingungen zu erfüllen; bei n « 4 haben wir: 

A-y^A^A^A^ A A^A^A^A^ A A^A^A^A^] 

d. h. A^A^y A^A^y A^A^ sind in Involution, oder A^ und A^ sind zu 
A^ und A^ harmonisch. 



1) Zum folgenden vgl. vielfach Lüroth, Math. Annalen, Bd. 11, S. 84. 
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Wir nehmen an, die Projektivität sei von einem Kegel- 139 
schnitte getragen und 8 sei die Projektivitatsaze. 

Wenn bei einer beliebigen Projektivitat auf einem Kegelschnitte 

so schneiden sich 

A«,-w «i^-r, A««-i, ««^-15 . • • 

auf der Axe s, d. h. in unserm Falle, wo 9[j = ^t^i' 

^i^f -^i^n-u ^Ai-i; -^8-^»-j5 •'•5 

daher gehen A^A^, A^A^_^, J.j J.,_,, . . ., also alle Verbindungs- 
linien solcher Punkte des Zyklus, welche die Zeigersumme = 1 (mod n) 
haben, durch einen und denselben Punkt P^ auf 8] und es besteht die 
Involution 

Ebenso haben -4,8l,_i, ^-^n-i? -^'^«-j? '^Ai-s? • • • öüiöii 
Schnittpunkt auf $, oder die Punkte 

mit der Zeigersumme ^ 2 (mod n) sind involutorisch gepaart und das 
Zentrum P, liegt wieder auf s. 

Solcher Involutionen erhalten wir im ganzen n mit 
den Zeigersummen =1, 2, ..., n (modn) und den Zentren 
Pj, P,, . . ., P^ auf der Projektivitätsaxe s. 

Diese Punktreihe P^P^ . , . P^ auf s ist selbst eine zyklisch-pro- 
jektive Gruppe. Denn sie ist die Projektion von A^A^ . . . A^ aus J.^, 
von Ai^Ag . . . A^ aus A^_^, usw. 

Die Involution: A^A^, A^A^^^y . . . lehrt, daß auch 

-^-^-^5 . • • A» A A^A^_^ . . . -dj ; 

so daß alle 2n Gruppen, die n zyklischen des einen Sinnes 
und die n Umkehrungen, zueinander projektiv sind. 

Bei n » 6 z. B. haben wir sechs Involutionen, drei mit drei Paaren 
wie: A^A^y ^^> -^-^4 ^^^ ^^ei mit vier Paaren wie: A^A^^ ^^y 
A^A^j -^4-^4? wegen dieser sind -4,, A^ und ^j, A^ zu A^, A^ har- 
monisch. 

Gehen wir, umgekehrt, von drei solchen Harmonizitaten aus, etwa: 

(A^ A A) - (^ AAA) - (^ AA^) - - 1, 

80 liefern die beiden ersten die Involution: 

1) ^lAf^y -^-^4; -^5-^; -^-^5 

femer A^A^A^A^ A A^A^A^A^ die Involution: 

2) -4i-a4, A^A^y -^-^6- 
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Also ist: 

ÄiÄ^Ä^Ä^A^Äfi 7\ A^A^A^A^A^A^ wegen 1), 

A A^A^A^A^A^A^ wegen 2), 

daher A -^-^-^i-^-^-^4> ^sw. 

\).\. A^^ A^j • V ^ bilden eine zyklisch-projektive Gruppe. 
Oder gehen wir von: 

aus^ so liefern diese Harmonizitaten^ wenn A^j A^, A^ gegeben sind, 
A^, A^y A^y oder wenn A^j A^j A^^ gegeben sind, A^y A^y A^, 

Bei n » 5 ergeben sich ftLnf Involutionen^ sämtlich gleicher Art: 

-^-^6> -^8-^4^ -^8-^8? ^-^f -^8-^47 -^-^iS -^-^2> -^-^> -^4-^4) 

AiA^y A^A^y A^A^] A^A^y A^A^y A^A^, 

Zwei von ihnen, z. B. die beiden ersten, genügen, denn sie führen zu: 

A^A^A^A^A^ A A^A^A^A^Ai A A^A^A^A^A^* 

Also müssen drei Elemente die übrigen bestimmen. 

Wenn A^y A^y A^ auf einem Kegelschnitte gegeben sind, so sei C 
der Pol von A^A^, B^ der vierte harmonische Punkt zu A^ in bezug 
auf -4^, -4.3, also der zweite Schnitt von CA^y femer D^{CA^yA^A^ 
und E der Schnitt von A^A^ mit der Tangente von A^. Die beiden 
Schnitte von DE seien B^y A^ und A^ der zweite Schnitt von CB^. 
Dann ist A^A^A^ durch A^A^ vervollständigt. 

Das Pascalsche Sechseck A^A^A^A^B^A^ lehrt, daß {A^A^yA^A^ 
mit {A^A^y A^B^ — -B und {A^A^y B^A^) — C in gerader Linie liegt; 
da diese in A^ berührt, so sind 

A^A^y A^A^y A^A^ 

in Involution. 

Ferner werden durch die vier harmonischen Punkte A^y B^yCy D 
aus B^ die J^, J?2; A^y A^ harmonisch; demnach geht A^A^ durch 
den Pol von A^B^y d. i. den Schnitt F von A^Al^ mit der Tangente 
von A^'^ folglich liefert dies Zentrum F die Involution: 

AiA^y A^A^y A^A^\ 

und wir haben zwei der obigen Involutionen.^) 

Weil die Schnitte von DE auch umgekehrt benannt werden 
können, so haben wir zwei Lösungen. Wenn A^y A^, A^ reell sind, 
so liegt D innerhalb des Kegelschnitts und DE schneidet reelL 



1) Lüroth, a. a. 0., S. 86. 
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Eine Drehung eines Strahlenbüschels um den Scheitel 140 
f&hrt zn zwei gleichen nnd gleichlaufenden Büscheln mit Eoinzidenz- 
strahlen, die nach den absoluten Punkten gehen (Nr. 76). Geschieht 

die Drehung um den Winkel — 2jc, wo — vollständig ge- 
hoben ist, also n und v zwei teilerfremde ganze Zahlen sind, 
so hat man eine zyklische Projektivität n^^ Grades, wenn n 



n 



ungerade ist, dagegen nur vom Grade y; wenn n gerade ist* 

Denn in diesem Falle ist nach y~^^^S^^ Wiederholung der Drehung, 

d. h. nach einer Drehung um den Winkel vtc, jeder Strahl mit sich 
selbst zur Koinzidenz gebracht, freiUch, wegen des ungeraden v, jeder 
Halbstrahl mit dem er^Lnzenden. Man verfolge auch die auf einer 
Transversale entstehende Projektivität. 

Die Zykeln sind regelmäßige n-, bzw. --^^^^^^^^^ ^^ 

geradem n muß also um den Winkel r— • 2« = — ä gedreht werden, 

damit zyklische Projektivitöt n^^ Grades sich ergibt 

Eine zyklische Projektivität vom Grade n>2 hat stets 141 
imaginäre Koinzidenzelemente. Sie seien M, N, so ist (Nr. 72 
und 73) l - {MNXX") invariant. Also: 

Man erkennt leicht, daß das Produkt dieser n gleichen Doppel- 
verhältnisse 1 ist; daher ist A" = 1. Es muß aber k eine primi- 
tive n^ Wurzel der Einheit sein, d. h. eine solche, von der nicht 
schon eine niedrigere Potenz als die n^ der Einheit gleich ist; weil^ 
wenn A"' =1, n' < n, schon {MN A^,A^ — X wäre, also eine zyklische 
Projektivität von niedrigerem Grade r! vorläge. 

Die w*^ Wurzeln von 1 sind: 

cos h * Sin 1 Ä =» 1, 2, . . ., n -— 1, n: 

primitive Wurzeln ergeben sich bei solchen A, die zu n teilerfremd 
sind. Die n'** Potenz ist cos - + t sin : ist dies 1, so muß 

— ganz sein; wenn A zu n teilerfremd ist und nur dann, ist n'» ii 

der niedrigste Wert, fBr den das gilt. 

Bei n =a 1 ist 1 die einzige Wurzel (h » 1); bei n = 2 sind 1 
und — 1 die Wurzeln, zu Ä — 2, 1 gehörig, also — 1 primitiv^); bei 



1) — 1 gehört bei geradem n zn — , was nicht teilerfremd zu n ist, wenn 
ti>2. 
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n > 2 sind also die primitiyen Wurzeln imaginär. Und daher gilt 
dies auch für M, N, da die Punkte des Zyklus reell sind. 

Zyklisch projektive Gebilde sind infolgedessen, wenn 
n>2, stets gleichlaufend (Nr. 67). 

Bei n^ 2, der Involution; können die Koinzidenzen auch reell 
und die Gebilde ungleichlaufend sein. 

Wenn <p(n) die bekannte zahlentheoretische Funktion ist, die An- 
zahl der Zahlen in der Reihe 1, . - -y n, die zu n teilerfremd sind, so 
gibt es g)(n) primitive Wurzebi und so viele Invariantenwerte beim 
Grade n. Die zu h und n ^h gehörigen Wurzehi sind reziprok und 
zugleich primitiv oder nicht, so daß sich ^g>{n) Paare reziproker 
Invarianten ergeben. 

Zwei Zykeln aus zyklischen Projektivitäten vom Graden 
mit der nämlichen primitiven Wurzel als Invariante oder 
mit reziproken Invarianten sind projektiv. Denn es sei die 

Projektivität: 

(?ß) MNA,AM,N,B, 



festgelegt, wo 



MNA^A^ . . . A MNA^Ä^ . . ., 
M^N^B^B^ . . . A M^N^B^B^ . . . 



die beiden gegebenen zyklischen Projektivitäten sind, so folgt aus der 
Gleichheit der Invarianten: 

daß: 

Ä,A,...Ä,AB,B,-.B,. 

Sind die Invarianten reziprok, so ist: 

(MNÄ^A^) - (N^M.B^B^), . . ., 

und wir haben die Projektivität: 

MNA^ A N^M^B,, 

in der die Zykehi entsprechend sind. 

Da es bei w =« 4 und w = 6 nur zwei primitive Wurzeln gibt, 
welche reziprok sind, so sind zwei Zykebi 4. Grades oder zwei Zykeln 
6. Grades immer projektiv. 

Bei n » 6 können wir es auch aus der obigen Konstruktion 
folgern, durch welche wir A^ A^, A^ aus A^ A^, A^ gewonnen haben. 
142 Es liege eine zyklische Projektivität 77 n*^ Grades (w > 2) auf 

einer Gerade vor. Wir konstruieren (Nr. 75) die repräsentierende In- 
volution der imaginären Koinzidenzpunkte: zu jedem Punkte Z^ X^ Y' 
der Gerade suchen wir die beiden entsprechenden Punkte X', Y und 
in bezug auf sie den vierten harmonischen Punkt Z^ zu Z, so ist ZZ^ 
ein Paar jener Involution. Über diese elliptische Involution stellen 
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wir eine rechtwinklige (Nr. 79) und projizieren aus dem Scheitel 
die n in eine ebenfalls zyklische, deren Koinzidenzstrahlen durch 
diese rechtwinkl^e Involution dargestellt werden, folglich nach den 
absoluten Punkten gehen. Ist also z^x^y' ein Strahl des Büschels, 
so ist der zu ihm rechtwinklige z^ der ihm in bezug auf x und y 
harmonische, mithin halbieren jerund z^ die Winkel :i;'y. Nun sind y, z, x 
drei aufeinander folgende Strahlen eines Zyklus; jeder Strahl des Büschels 
halbiert also in demjenigen Zyklus, zu dem er gehört, den einen 
Winkel der beiden in der Reihenfolge des Zyklus ihm benachbarten 
Strahlen; demnach liegt in dem Zyklus ein regelmäßiger n-Strahl vor. 
Damit ist eine beliebige zyklische Projektivität n^^ 
Grades auf einer Gerade perspektiv gemacht worden zu der- 
jenigen speziellen zyklischen Projektivität im Strahlen- 
büschel, welche durch Drehung desselben um den Winkel 

, bzw. — bei ungeradem, geradem n entsteht 

Die regelmäßigen n-Strahlen stehen über den Zykeln von 77. Da 
jene eine Involution n^^ Grades erzeugen, so bilden in jeder zyk- 
lischen Projektivität die Zykeln eine Involution n^^ Grades, 
worauf schon der Umstand hinweist, daß jedes Element zu einem 
Zyklus gehört. Die isotropen Strahlen des Büschels sind je n-fache 
Strahlen der Involution und repräsentieren aUe 2 (n ~ 1) Doppel- 
strahlen, jeder n — 1 (Nr. 137), also gilt Entsprechendes für die Koin- 
zidenzen von 77. 

Wir wissen, v muß teilerfremd zu n sein, damit regelmäßige 
n-Strahlen entstehen. Wir haben, wie oben gefunden, tp (n) Werte v, wir 
können uns aber auf die ^^(n) Werte von v beschränken, die xmter 
\n liegen, weil die zu n ergäuzenden nur die Drehungen im ent- 
gegei^esetzten Sinne liefern, welche die Umkehrungen der zu jenen v 
gehörigen Drehungen sind. Auch die reziproken Invarianten entsprechen 
den Umkehrungen; denn zu {MNA^Ä^ ist reziprok {MNA^Ä^. 

Ebenso wie bei den regelmäßigen Vielecken, wollen wir v die 
Art des regelmäßigen »-Strahls nennen; nach n Drehungen um je 

— — , bzw. — wird der ganze Winkel 2«, bzw. % i^mal durchlaufen, 

jeder Strahl kehrt in sich zurück: jeder Halbstrahl in sich selbst oder 
in den ergänzenden, je nachdem n imgerade, gerade ist. 

Die Perspektive Lage lehrt nun, daß die Art auch auf den 
allgemeinen Fall übertragen werden kann: sie sagt aus, wie 
oft das Gebilde von einem Zyklus durchlaufen wird, und eine 
zyklisch projektive Gruppe 1. Art können wir eine ordentliche 
Gruppe nennen. 

Für die Drehung um den Winkel ist die Invariante nach Nr. 74: 

e »'* = cos 20+ isin 26, 

Sturm, Geometr. Verwaiidttcluiften. L IS 
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also wenn = , bzw. — : 

n ' n 

cos h i sin — ^ (n ungerade)^), 

COS 1- i Sin (n gerade); 

z. B. zn n BB 5 gehören die nicht reziproken Inyarianten f&r i/ » 1, 2: 

4 ... 4 2 . . 2 

cos — Ä + t sin — 3r, cos -=- 3f — » sin -r- ar, 

O o ' 

bei n = 6 nur für v «■ 1 : cos ir + • ß^^ "o- 

Wir können nun auch sagen: Zykeln gleichen Grades und 
gleicher Art sind unter sich und mit den ümkehrungen 
projektiv. 

Wenn v >- kv, wo k ganz ist, so ist^ infolge der Eigenschaften 
der Wurzeln der Einheit, die zu v gehörige Invariante die Ä;^ Potenz 
der zu v gehörigen. 

Sobald die Art v bekannt ist, kann man drei demselben 
Zyklus angehörige Elemente eines Gebildes geben: A^A^Aj, 
wo iy ky l irgend drei der Zeiger 1, 2, • . . n sind, und die Pro- 
jektivität vervollständigen. Man konstruiere von einem regel* 
mäßigen w^Strahle v*«' Art den i*^, k^, P^ Strahl a^, a^, a„ steUe die 
Projektivität: 

her, vervollständige die zyklische Projektivität der regelmäßigen 
»-Strahlen v**' Art, zu welcher jener n-Strahl gehört, und übertrage 
sie durch ^ in das andere Gebilde. 

Also ist die zyklische Projektivität n*^^ Grades von ge- 
gebener Art durch jede drei Elemente eines Zyklus mit ge- 
gebener Stellenzahl eindeutig bestimmt, bei n « 3, 4, 6, wo 
es nur eine Art gibt, ganz eindeutig, bei n ^ 5, wegen der zwei 
Arten, zweideutig, wie sich das oben (Nr. 139) gezeigt hat. 
143 Aus einer zyklischen Projektivität 77 kann man zu den 

andern Arten auch durqh Potenzierung kommen. Wir haben: 



1) Die Werte von cos \- 1 Bin , v = 1, . . . n und cos \- 

n n n 

2 h^ 
i sin ^h =»1,2, . . . n etimmen derartig überein, daß zu den Werten v^^l,2 ,., 

— ;: — die Werte ^ »» 2, 4. . . . n — 1 , zu den Werten v = , . . . . n die 

2 2 2 

Werte Ä = 1, 3, b, . . , n gehören. 
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Stellen wir neben A^A^ . . . A^ die mit A^^j^ beginnende Form 
des Zyklus: 

n A^A^ . . . A^7\ -^i+t-^+jfc • • • -^4> 

wo rechts jeder n übersteigende Zeiger modnlo n reduziert ist. Diese 
Projektivität ist durch ft-malige Wiederholung der gegebenen 77 er- 
halten und kann, wie in Nr. 86, ihre k^ Potenz genannt^) und mit 
77* bezeichnet werden. In ihr entspricht dem Elemente A^ das Ele- 
ment A^ ^ i] wenn wir also zyklisch anordnen, so haben wir die 
n + 1 Elemente: 

von denen das letzte mit dem ersten identisch ist, daher einen Zyklus 
von n Elementen, und 77* ist ebenfalls zyklisch. 

Man kann aber schon früher zu A^ zurückkehren. Es sei d der 
größte gemeinsame Teiler Ton n und &, so daß n^ nd^ k = Jcd und 
n und 1c teilerfremd sind; dann ist n1c=^n1c, und A^_^^*^^A^^i^'^ 
= A^, Wenn also rf > 1 und daher n' < «, ein Teiler Ton n ist, 
so sind wir schon mit dem (1 -f- ^y^ Elemente der Reihe zu A^ 

zurückgekehrt, und haben nur einen Zyklus von ti' » -^ Elementen. 

Nehmen wir nun ein Element der obigen n- elementigen Reihe 
A^, A^^j^f , . . das noch nicht zu diesem n'-elementigen Zyklus gehört^ 
so führt es zu einem neuen n'-elementigen, der yon dem ersten yöllig 
yerschieden ist; denn gehörte eins seiner Elemente zu demselben, so 
könnte er ja mit diesem Elemente begonnen werden und würde unser 
jetziges Anfangselement als eins seiner Elemente enthalten, was gegen 
die Voraussetzxmg ist. Also zerlegt sich die ti-elementige Reihe in 

d Zykeln von je ^Elementen. 

Z. B. » « 6 A^A^A^A^A^A^ A A^A^A^A^A^A^. 

1) Ä =» J, d ^ Z^ -j ^^ o \ A^A^ . . . A^ 7\ A^A^A^A^A^A^'j 
dies gibt zwei Zykeln 3. Grades A^A^A^, A^A^A^. 

2j k ^ öf » = 0,-3-=»^: ^^.A^ . . . J±^ /\ -i4^ -^g A^ jlj Jl^ jA.^ 

mit drei Zykeln 2. Grades A^A^^ -^^bf ^8^> daher Involution. 

Wenn also k nicht teilerfremd zu n und d ihr größter 
gemeinsamer Teiler ist, so ist die k^ Potenz 77* nur zyklisch 

vom Grade -j. 



1) Die n^ Potenz ist die Identität oder 1 (Nr. 86), also auch die 0** Potenz, 
die (n — 1)^ die Umkehrnng; daher stammt deren Bezeichnung als ( — 1)** Potenz. 

18* 
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Ist aber 1c teilerfremd^ so ist auch i7* n*^ Grades; z. B. 

der Zyklus ist A^A^A^Ä^A^Ä^y die ümkehrong. 

Ic und n-~A; sind zugleich teilerfremd oder nicht; die zugehörigen 
Projektivitaten 77* und 77" ~* sind immer ümkehrungen vonein- 
ander; begnügen wir uns mit dem wichtigeren Falle der Teilerfremd- 
heit. Die beiden Zykeln sind dann: 

Damit diese ümkehrungen yoneinander seien^ müssen das (t + 1)^ 
Element unten und das (1 + ^ -— 0^ ohen. übereinstimmen^ d. h. nach 
dem Modul n kongruente Zeiger haben. Jenes ({ +1)^ hat den Zeiger 
1 + »(n — Ä), dieses (1 + n — t)** den Zeiger ! + (•» — 0*5 heide sind 
= 1 — -iÄ (mod n). 

Die zu 77* gehörige Inyariante ist die k^ Potenz der zu 
77 gehörigen. 

Denn durch die Wiederholung Ton 77 wird an den Koinzidenzen 
nichts geändert; sie gehören zu allen Potenzen. Es war: 

A = {MNA^A^) - {MNA^A;)...^{MNAj,Aj^^^y, 

das Produkt dieser Tc Doppelyerhältnisse ist: 

die Inyariante yon 77*. 

Die Inyariante für eine zyklische Projektiyitat 77 v^^ Art ist 

Avni % vni 

e " y bzw. e " ; je nachdem n ungerade oder gerade ist. Weil 
c««<=-i 1^ 80 ist 77* yon der Art v^, wenn: 

hv = v^ (mod n), 

denn die bei ungeradem n zunächst sich ergebende Kongruenz 
2kv^2vi (mod n) kann, weil 2 zu n teilerfremd ist, auch darauf 
zurückgeführt werden. 

Die Art v einer zyklischen Projektivität finden wir, 
indem wir sie zu derjenigen, welche aus regelmäßigen 
n-Strahlen besteht, projektiv machen, als deren Art (Nr. 142); 
die Kongruenz %i/= 1 (mod n) liefert dann den Exponenten X;, 
durch den ihre Zykeln in ordentliche übergeführt werden. 
144 Die ternäre zyklische Projektivität möge nun — auf der 

Punktreihe — etwas eingehender betrachtet werden. Es ist: 

A^A^A^ A A^A^A^ /\ A^A^A^- 
Nun sei B^^ zu A^ harmonisch in bezug auf A^, A^^ so daß 
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(A^Ä^Ä^Bi) ^ — If und B^B^B^ der aus B^ hervorgehende Zyklus, 
dann ist: 

daher sind diese letzteren Würfe harmonisch; die drei vierten 
harmonischen Punkte Bi, B^, B^ bilden also einen neuen 
Zyklus, und zu jedem Zyklus der Projektivität gehört ein 
solcher zweiter. 

Die drei Paare Ä^B^y Ä^B^, Ä^B^ sind in Involution; denn 
aus den drei Hannonizitäten folgt: 

A^Äj^ Ä^B^ « — ^1^3 • -Bi-ij, A^A^ ' A^B^ « — A^A^ • B^A^j 

AA ' A^i AA • ^»^i; 

daraus durch Multiplikation: 

A^B^ • AB^ ' A^B^ «= — B^A^ • B^A^ • B^A^, 

die Chaslessche Involutionsrelation (Nr. 11). 
Diese Involution gibt wiederum: 

iB,B,B,A,) - (A,A,A,B,) = - 1 ; 

folglich gehen die Elemente J. aus den jB ebenso hervor, wie 
die B aus den A. 

Wenn M, N die Doppelpunkte dieser Involution sind, so sind 
A^y B^ sowohl zu A^y A^y als za M, N harmonisch; daher die Doppel- 
elemente der Involution (^^s^ MN), ebenso A^, B^ die von 
{A^JL^, MN) und A^B^ die von (A^A^y MN), Somit sind in Invo- 
lution A^A^y A^A^y MN , ebenso: A^A^y AyA^y MN\ aus jener folgt: 
{A^A^A^M) = {A^A^A^N)y aus dieser: (AyA^A^N) — {A^A^AyM)\ 
also 

{A^A^A^M) ^ {A^A,A,My, 

d. h. M ist das eine Eoiuzidenzelement unserer zyklischen Projektivitat: 

A^A^A^ /\ A^A^A^y 

imd N das andere; also sind Jf, N imaginär. 

Es empfiehlt sich, eben wegen dieser Imaginarietaty die ganz analog 
verlaufende Untersuchung mit den Parameterrelationen vorzunehmen. 

Die Doppelpunkte der Involution A^B^y A^B^y A^B^ sind 
mit den Eoinzidenzpunkten der Projektivitat 

A^A^A^B^B^B^ A AAA.B^B^By 

identisch, und wir haben in jener die diese repräsentierende 
elliptische Involution. 

Wir fanden: 
(A^A^A^M) '^ {A^A^A^M)j also auch ^ (A^A^A^M)] 
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durcli Multiplikation ergibt sich, wenn q der gemeinsame Wert ist: 

p» - {Ä,A,A^M) . (Ä,A,A,M) . (-4 J,^ Jf) - - 1; 
und ähnlich bei N] also sind 

{A,A,A^M) und (A^t^^) 
die imaginären kubischen Wurzeln der negativen Einheit: 

i(l±»V3), 
oder die Wurzeki der quadratischen Gleichung: 

(>»~p + l-0. 

Sie sind reziprok zueinander.^) 

Ein Wurf von vier Elementen mit einem dieser Werte f&r das 
DoppelverMltnis wird ein äquianharmonischer Wurf genannt. 
Er hat die besondere Eigenschaft, daß aus den vier Elementen 
nicht sechs^ sondern nur zwei verschiedenwertige Doppel- 
yerhältnisse gebildet werden können^ zweimal drei gleiche 

Setzen wir {A^A^A^M) » p, so ist {A^A^A^M), welches eben- 
falls p ist, » (A^MA^A^) = (Nr. 6); und {A^A^A^M)^ welches 

auch Q ist, ist = {A^A^MA^ = - 

Es ist also: 



9 1-p' 

und die drei reziproken sind auch gleich: 

Aus dem Gleichsetzen von je zweien folgt die obige quadratische 
Gleichung. 

Die drei gleichen Doppelverhältnisse bilden einen 
Zyklus, insofern man, von jedem ausgehend, in derselben 

Weise zu den beiden andern gelangt; z. B. wenn ^"" = tf ge- 
setzt wird, so ist: 

1 ,1 c—l 

Q « z und = ; 

usw. 

Wir haben hier zweimal zwölf gleiche Doppelverhältnisse: 

(ABGD) - (ACDB) ^ (ADBG) 
= (BADC) - (BDCÄ) - {BCAB) 

1) Hure beiden Quotienten sind die imaginären kubischen Wurzeln der 
positiven Einheit: ^^*\!. = 1(— 1 + »Vs). 
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- {CD AB) = (CABD) « {CBDA) 

- (DCBÄ) - (DBAC) - {DACB), 

und die zwölf reziproken: {ABDC) usw. 

Es seien nun die Elemente A^yA^yA^ nicht alle drei reell, 
sondern nur eins A^y die beiden andern konjugiert imaginär; 
dann sind gerade M^ N reelL In der Tat^ die Parameter yon 
A^y A^f A^j M seien a, & ± ci, Xy so haben wir: 

diese Gleichung ist reell: 

■ 

a6 — 6*— c' — aa; + 6a; = l/3(ca;— ac), 

B^ ist reell, J?,; ^s ^^^^ ebenfalls konjugiert imaginär. Die Iuto- 
lution A^B^y A^B^y ^B^ besteht also aus einem reellen Paare und 
zwei imaginären, die zueinander konjugiert sind: sie ist hyper- 
bolisch. 

Zu einem regelmäßigen Dreistrahle a^CL^a^ ist der harmonische 
i]&s&3 der zu ihm senkrechte; denn weil o^ die eine Halbierungslinie 
Ton a^a^ ist, so ist i^ die andere und zu jener senkrecht. 

Ist der Anfangsstrahl, yon dem die Winkel gemessen werden, 
einer der a, so isfc die Gleichung der a-Qruppe in Tangenten: 

und die der &-(}ruppe 

• a;« + 3a?' - 1 - 0; 
die Wurzeln sind 

Wir wollen für diese Figur wiederum einen Kegel- 145 
schnitt K als Träger annehmen; das Dreieck der Tangenten 
der Punkte Ay^y A^y A^ sei C^C^C^, Die drei Verbindungslinien 
A^Cj, A^C^y A^C^ laufen in einen Punkt S zusammen; schneiden wir 
sie mit K zum zweiten Male, so erhalten wir die vierten harmonischen 
Punkte B^y B^y £,; denn A^A^ und A^B^ sind konjugierte Geraden. 
S ist daher das Zentrum der Involution A^B^y A^B^y A^B^ und die 
Polare s von 8 schneidet die Doppelpunkte Jf, N ein. Es sei nun D^ 
der Schnittpunkt von A^A^ mit A^C^y so daß der Wurf A^B^C^D^ 
harmonisch ist; S und C^ sind zu ^^, 2)^ harmonisch. Das gibt eine 
einfache Konstruktion von S und infolgedessen von s, Jf, Ny die auch 
reell bleibt, wenn A^y A^ konjugiert imaginär werden und durch eine 
Involution auf K dargestellt sind; denn C^ ist das Zentrum derselben, 
und D^ liegt auf ihrer Axe. Sind A^, A^ reell, so liegt C^ außerhalb JT, 
also 2)^ innerhalb und deshalb auch 5, mag A^Bi Außen- oder Innen- 
sehne sein; also sind M, N imaginär. Sind aber A^y A^ konjugiert 
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imaginär^ so liegt C^ innerhalb, D^ außerhalb; und dieselbe Lage 
hat S, also sind Jf, N reelL Die Involution (B^^ B^), welche <üe 
Punkte B^, B^ darstellt, geht aus der Involution (A^, Ä^), welche 
A^y A^ darstellt, durch diejenige hervor, welche S zum Zentrum hat; 
denn diese führt die einen Doppelpunkte in die andern über; A,B 
ist allen dreien gemeinsam. Also liegt das Zentrum E^ von (jBj, B^ 
ebenfalls auf A^B^, 

Es seien X und Xj zwei gepaarte Punkte der Involution (-4^, A^^ 
also in gerader Linie mit C^; projiziert man dann die harmonischen 
Würfe A^B^G^D^ und A^D^C^S aus X auf den Kegelschnitt in die 
harmonischen Würfe A^B^XiF und -^iPXjX,, wo P der zweite 
Schnitt von XD^ und Xj derjenige von XS mit K ist, so wird da- 
durch XXj ein zweite» Paar, neben A^B^, der Involution (S), welche 
die Doppelpunkte Jf, N darstellt, und wir gewinnen die Schrotersche 
Lösung,*) die nun für beliebigen Träger ausgesprochen werden mag: 

Es sind auf ihm das Element A^ und eine Involution / 
gegeben, welche zwei andere Elemente A^fA^ darstellt; in 
ihr sei B^ dem A^ gepaart; man konstruiert, wenn X und X^ ein 
beliebiges Paar von I bilden, P so, daß A^B^X^P harmonisch sind, 
und dann wiederum X, so, daß A^PX^X^ harmonisch sind; dann 
aiRdA^Bj^ und XX, zwei Paare derjenigen Involution, welche 
die Elemente M, N definiert: die Koinzidenzen der zyklischen 
Projektivität A^A^A^ A -^-^-^u oder diejenigen Elemente, 
die mit A^, -4,, -4, äquianharmouische Würfe bilden. 

Wenn in bezug auf ein Dreieck ABC der Punkt P und die Ge- 
rade p harmonischer Pol und harmonische Polare sind (Nr. 52), so 
sind die Punkte Ä^{BG, PA), B'^{CA, PB), C'^(AB, CP) 
bzw. zu den Schnitten Ä\ B", C" von p in bezug auf die Ecken 
harmonisch. Es gibt einen Kegelschnitt A, welcher die Seiten in 
A', B', C berührt, und einen ^, welcher in A,B, C die Geraden 
AA'\ BB'\ CG'' tangiert (Nr. 119). 

Die Polare von Ä' in bezug auf ß geht durch A und den vierten 
harmonischen Punkt zu A' in bezug auf jB', C", die ja mit A" in 
gerader Linie liegen; dieser harmonische Punkt liegt auf PA A', und 
daher ist PAA' die Polare von A' und PBB\ PCC sind die von 
jB", C'\ und P der Pol von p. 

Die drei Schnitte dieser Polaren mit p sind aber die drei vierten 
harmonischen Punkte, den A\ B'\ C" zugeordnet in bezug auf 
B", C"; C", ^"; A\ B'\ Also sind die Schnittpunkte von p mit Ä, 
die Doppelpunkte der Involution in bezug auf ^ konjugierter Punkte 
auf p, die beiden imaginären Punkte Jf , N, welche mit A\ J5", C" 
oder mit p{PAy PBy PC) äquianharmonische Würfe bilden; und 

1) Mathem. Annalen, Bd. 10, S. 420. 
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ihre Tangenten T(My N) bilden mit P {Äy B, C) äqnianliannonische 
Würfe. 

Ebenso ist Ä" Pol von PÄA' in bezog auf Äj, weil ÄÄ" in 
Ä berührt und Ä\ Ä' konjugiert sind; JB", G" sind Pole von TB, PC 
und P von p. Daraus folgte daß A und A^ sich in M, N auf p 
imaginär berühren mit P{M, N) als zugehörigen Tangenten^). 

Die Bedingung für eine zyklische Panktprojektivität 146 
läßt sich durch eine Relation zwischen der Potenz p und 
der Entfernung Q'B » d der beiden Fluchtpunkte ausdrücken. 

Fällt Ä^, der Punkt der ersten Beihe^ in den Fluchtpunkt Q' der 
zweiten, so tut es auch ^«^i; also föllt A^ in den unendlich fernen 
Punkt üy Ä^_j^ in den Fluchtpunkt B. Kennzeichen der Zyklizität 
ist daher: Geht man mit Ä^ (aus der ersten Reihe) von Q' aus^ 
so fällt Ä^^i in JB. 

Bei n «- 2 ist A^^^^A^*^ also fallen, wie bekannt^ beide Flucht- 
punkte zusammen: d ^0. 

Bei n «- 3 ist A^_i^A^ Kennzeichen der zyklischen Pro- 
jektivität 3. Grades ist^ daß die beiden Fluchtpunkte^ je zur 
andern Reihe gerechnet^ einander entsprechen. Also haben wir: 

p^BQ'Q'B^-d^. 

Bei n = 4 muß, wenn A^ in Q' liegt, A^ in 12 liegen; d. h. es 
müssen die Punkte, welche dem Q' als Punkt der ersten und 
dem 22 als Punkt der zweiten Reihe entsprechen, in den- 
selben Punkt M (^ A^) zusammenfallen. Wir haben die beiden 
Werte der Potenz: BQ' -Q'M ^ BM- Q'B-, daraus folgt, daß M die 
Mitte von BQ' ist. Dies ergibt sich auch aus dem Zyklus Q'MBU, 
in welchem M und ü zu Q\ B harmonisch sein müssen. Daher ist: 

Allgemein haben wir, weil A^ = Q', A^_^^ B: 

p « BQ''Q'A^^BA^'Q'A,^BAyQ'A^^ . . . 

-^BA,^,Q'A,^,^BA,^,Q'B', 

daher: Q'A^ — — BA^_^ und BA^ =- — ö'A-s- 
Daraus folgt: 

und: 

Q'A, = - i2^,_„ BA, = - ÖX-i; 

folglich liegen A^ und A^_^ symmetrisch in bezug auf die 
Mitte von BQ\ 



1) Steiner- Schröters Vorlesungen, 3. Aufl., Anhang Nr. 60. 



1 
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Bei geradem n liegt also Ä^ in dieser Mitte. Setzt man Q'A^^a^ 
und bildet die Potenz für die Paare Q\ Ä^] A^y -4^; ... -4^ , Jf, so ist: 



i-' 



Ist 



aber n ungerade, so sind A^ und Ai , zwei im Zyklus 

aufeinander folgende und also entsprechende Punkte, symmetrisch in 
bezug auf M gelegen. Die Potenzen für die Paare Q', ^; ^; ^; . . . 

i) — — da, — (o, — d)a, «... — — (oi ^^^— rf)*. 

Werden a,, o, . . . eliminiert, so ergibt sich die gewünschte 
Relation und lautet in den einfacheren Fällen folgender- 
maßen: 

w= 2 d-0, 

n= 3 (p + j) = 0, 

n= 4 (?+2p=.0, 

n= 5 d*+3d*i>+jP*-0, 

n=. 6 c?+3i?-0, 

w- 7 d«+5d*i) + 6rfV + y-0, 

n- 8 d*+4(i»i? + 2i)«-0, 

«= 9 (d« + jp)(d«+Gd*jp + 9cPjp« + jp») = 0, 

n«10 d*+5d»i)+5y--0, 

n« 12 (t? + 2jp) (d*+ 4d«i) -t-jp») - 0, 

n- 15 (d* +p) (rf* + 3d«p + P*)(<P+ 9d*i? + 26rf*i)« 

-t-24d«i?» + i)*)-0. 

Wir sehen, daß in einigen Fällen sich Faktoren ergeben, die zu 

Teilern Yon n gehören, bei n » 12 nur der zum Teiler 4 gehörige 

Faktor, bei n » 15 aber die zu beiden Teilern 3, 5 gehörigen. 

Wir fanden, bei geradem n, daß A^ in M fällt; bei einer andern 

¥ 
zyklischen Projektivität 77^ von geradem Grade % < n fallt ebenfEdls 

^ nach M, also, wenn der Prozeß fortgesetzt wird über JL hinaus, 

auch A^ , wo h ganz ist. Ist nun n^ so beschaffen, daß ^n^ -f~ ^^i 

«" ^n, so fallt auch in 77^ der Punkt A^ nach Jlf . 

¥ 
Für ungerades n fanden wir Ai und Ai symmetrisch in 

m Z 



Relationen fQi zykÜBohe Projektivit&t. 203 

bezng auf M gelegen^ also auch wenn n^<in ungerade ist, Ai 
und Ai. . daher, bei Fortsetzung des Prozesses, auch Ai 
und Ai . Ist n^ so, daß ^{n^-~ 1) + Än^ • J(n — 1) und 

daher auch ^(n^ + 1) + äh^ ^ ^(n + 1), so liegen in 77 auch Ai 
und Ai symmetrisch in bezug auf M. 

In beiden Fällen ist n » (2%+l)n^; folglich ist n^ ein Teiler yon 
w, der ebenso gerade und ungerade ist wie n. 

Bo zeigt sich, daß in den obigen Relationen diejenigen 
Faktoren auszuscheiden sind, die zu solchen Teilern yon n 
gehören, welche ebenso gerade und ungerade sind wie n. 
Eine Ausnahme macht jedoch bei geradem n der Teiler 2; denn die 
Bedingung d^Q kann bei höheren zyklischen Projektiyitaten nicht 
erfällt werden, weil Koinzidenz yon R und Q' nur zyklische Pro- 
jektiyitat 2. Grades, Inyolution bewirkt. Die reduzierten Rela- 
tionen sind also: 

n-12 d*+4rf«i>+jP*=-0, 

n - 15 («8+ 9d«i) + 26d*i)«+ 24rfy + p*- 0. 

Wir fElgen noch für die einfachsten Fälle die Relation für 
zyklische Projektiyität in den Koeffizienten der bilinearen 
Relation 

hinzu. Bei n -> 2 ist, wie wir wissen, f^ — f*' =- (Nr. 72). 
Bei n >— 3 haben wir die drei Gleichungen: 

eliminiert man ^ aus den beiden ersten Gleichungen, so ergibt sich: 

zieht man hieryon die mit (ji — fi) multiplizierte dritte Gleichung ab, 
so hat man, da g^ ^ l, ist: 

Bei n — 4 treten an Stelle der ob^en dritten Gleichung als dritte 
und vierte: 
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ans a) und der dritten ergibt die Elimination Ton |,: 

wird hiervon wieder die mit (ji — (lY + (fi^' — Xv) multiplizierte yierte 
Gleichung abgezogen^ so ergibt sich, weil Si^§4 und fi^fi: 

(ji-liy+2(ji(i--Xv)^0. 

Nur die Verbindungen fi — /t' und ii(i—Xv treten auf. 

Sind speziell die Parameter Abszissen, so lassen sich, weil die- 
jenigen der Fluchtpunkte — ^ und — ^- sind und die Potenz ^^-^--- 

ist, diese Formeln leicht in die obigen umwandeln. 

147 Wir kommen zu dem Prozesse der Bildung der Elementen- 

reihe Ä^A^A^A^... zurück und wollen dartun, dafi, wenn die Pro- 
jektivität nicht zyklisch ist und reelle Koinzidenzelemente 
Jf, N besitzt, jene Reihe nach einem derselben und die im 
entgegengesetzten Sinne konstruierte nach dem andern kon- 
vergiert. Die erste sei bis A^^^ konstruiert; dann ist: 

Die zweite im entgegengesetzten Sinne konstruierte Reihe sei ebenso 
weit geführt: B^B^ , , , B^^^, wo dem B^ aus dem zweiten Gebilde 
B^ im ersten entspricht, usw. Es ist dann: 

X = {B^B^MN) = {B^B^NM) = (B^B^NM) (B^B^^.NM), 

Beide Doppelverhältnisse (A^A^MN) und (B^B^MN) sind gleich 
der Invariante (XX' MN)^ wo X aus dem ersten Gebilde und X' im 
zweiten einander entsprechen. Daher ist: 

iA,A,^,MN) =- {A^A,MN) ■ ■ ■ (A,A„^,MN) = X", 

also auch (B^B^^^NM) = /L". Nehmen wir an, daß die Bezeichnung 
der Eoinzidenzelemente so sei, daß von den beiden reziproken Werten 

(XX' MN) =« X und (XX'NM) — y der erstere echt sei-, dann konver- 
gieren mit wachsendem n die beiden Doppelverhältnisse (A^A^^^^MN) 
und (BiB^^^NM) gegen NuU; das bedeutet, daß A^^^ nach N und 
B^^i nach M konvergiert. 

Handelt es sich um zwei ineinander liegende Punktreihen, so 

seien R, Q' die Fluchtpunkte ; die Invariante (XX' MN) wird ^-^ = ^~m' 

Weil dies echte Brüche sind, so sehen wir, daß N derjenige Koinzi- 
denzpunkt ist, der weiter von i2, und M derjenige, der weiter von 
Q' entfernt ist. In jedem Falle ist also Konvergenzpunkt der 
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Yon dem FlncIitpQiikte der Ausgangsreihe weiter entfernte Eoinzi- 
denzpunkt^). 

Ist 12 gleicli weit yon M und N entfernt, also in der Mitte Ton 
MN gelegen, so ist die Invariante (RR'tK^MN) » — 1-, also liegt In- 
Yolution, zyklische Projektivitat 2. Grades vor; Q' ist mit 12 identisch. 

Wir lassen die Voraussetzung über die Eoinzidenzelemente wieder- 
um &llen. 

Das Doppelyerhältnis yon yier aufeinanderfolgenden Ele- 
menten der Reihe ist konstant. Es seien J.^^ ^3 ^4, B^B^B^B^ 
zwei solche Würfe, so daß: 

Ä^A^A^B,B^B^ A Ä^Ä^Ä^B^B^B^', 
daher ist: 

A,A^B,B, A AÄ,B,B^ A B^B.A^A,, 

A^Ä^B^B, A AÄ^B^B^ A -83^ AA; 
daraus folgi^ daß 

A^Jj^y Af^Jj^f A^B^y A^B^ 

zu der nämlichen Inyolution gehören, demnach: 

B^B^B^B^ A A^A^A^Ai A A^A^A^A^. 

Ist der Träger ein Kegelschnitt, so ist die gefundene Inyolution 
eine der in Nr. 139 besprochenen Inyolutionen (mit Zentren auf der 
Projektiyitätsaxe), denn diese bestehen auch ohne daß A^_^^^ A^ 
statt hat. 

Aus der bilinearen Relation ergibt sich für dies konstante 
Doppelyerhältnis ein interessanter Ausdruck; wir haben: 

also: 

fc _ 1^% + ^ fc __ __ ffii+J! fc _ f^'S> + y t _ ftSs + y . 
«i"" x^ + il' «»- U, + fi'' ^" ~Xi, + iL' ^" X6b+^'' 

wir bilden l^ — 1„ i^ — I4, li — I4, indem jedesmal zum Zähler die 
yerschwindende Größe 

addiert wird: 

fc fc „ (ft — f^O (I« -- £s) |:__fc (f^ — f*0 (£1 — 6s) 

also: 



,'M 



6.~6»-6»-64 (i^^iLy+i^fi'^Xv) 



1) London, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Yereinigung^ Bd. 11, 
8. 274. 
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Wir heben hervor: 

^ =» 0, wenn (i =« f*', Inyolution; 
^ — 1, wenn /Lif*'— Av «= 0, ausgeartete Projektivitat; 
< ^ < 1, wenn f*^'— Av > 0, ungleichlaufende Gebilde; 

^ «- g, wenn (ii — ;*')* + 4 (fi^' — Xv) = 0, vereinigte Eoin- 
zidenzelemente; 

A = oo, wenn (ji — /i')* + (ßfi' — Xv) = 0, temäre zyklische 
Projektivitat. 

Es ergab sich oben, daß 

A^H^ A^Ij^j A^lS^f A^ß^ 

zur nämlichen Involution gehören. Wir wollen die Bezeichnung etwas 
ändern; A^, B^ welche beliebige Elemente sind, seien mit Ay B und 
A^j A^, A^ die in dem einen Sinne aus A hervorgehen, mit A^yA^jA^y 
hingegen B,, 1?„ B^, die aus B im andern Sinne sich ergeben, mit 
B_^, B_^y JS_3 bezeichnet. Danach sind die vier Paare der aus Ay B 
abgeleiteten Involution, die deshalb {AB) heiße: 

ABy A,B_,y A,B^,y A, B _ ,', 

die Involution (A^B^j) ist dann: 

AiJy^iy A^B^^y -4jx>_3, A^B^^ 

mithin dieselbe; und gleichfalls identisch ist die Involution (JL_^jSj): 

A^^B^yABy ^iJ?_i, ^,J5„,. 

Folglich enthält die Involution (AB) alle Paare Aj^B^j^ 
und alle Paare A_j^Bf^. 

Nennen wir sie der gegebenen Projektivitat TI adjungiert^). 
Ist CD irgend ein Paar derselben, so folgt aus TIx 

BA^DC^ A B^^AD_^C A AB^^GD^^-, 

dies bedeutet, daß C^D^i zur Involution ABy A^B_^y CD gehört, daß 
also (OD) mit (AB) identisch ist und diese aus jedem ihrer Paare 
in derselben Weise abgeleitet werden kann. Folglich ist es erlaubt, 
eins der Ausgangselemente festzuhalten. 

Es gibt oo^ der gegebenen Projektivitat 77 adjnngierte 
Involutionen. 

Weil die Involution (AB) schon durch AB,A^B_^ bestimmt ist, 
so ist sie allen Projektivitäten adjungiert, in denen den Elementen 
Ay B_^ die Elemente A^, B entsprechen. 

1) R. Böger^ Mitteilungen der Math. Ges. in Hamburg, Bd. 4, S. 271. 
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Wenn ^' zu ^ in bezug auf Ä^ und A^^, B" zu B in bezug 
auf B^ und B^^ barmoniscli ist^ so hat man: 

A^^Ä^ÄÄ' A B^B_^BB; 

daher ist A'B ein Paar der Inyolution (AB). 

Als Inyolution mit den beiden Paaren AB, A'B stützt sie sich 
(Nr. 86) auf die Involution {AA', BBT), also auf die Involution, durch 
welche die Eoinzidenzelemente von TI dargestellt werden (Nr. 75). 

Die einer gegebenen Projektivität adjungierten Invo- 
lutionen sind demnach diejenigen, welche sich auf die ihre 
Eoinzidenzelemente darstellende Involution stützen. 

Die adjungierte Involution {AA) ist: AAj A^A_^\ also ist A"^ 
das andere Doppelelemeni Nun ist: 

AA^^ÄAL^ A A^AA^A A AA^AA^-, 

d. h. A'^^A^ gehört auch zu {AA) und A ist das vierte harmonische 
Element zu A' in bezug auf A^^A^\ so daß A und A sich in 
gleicher Weise auseinander ergeben. Jedes ist harmonisch zum andern, 
in bezug auf die beiden Elemente, welche diesem (in i7) in beiden 
Sinnen entsprechen. 

Weiter fanden wir oben die Projektivität: A^A^A^A^ A ^x^^^a. 
oder in der veränderten Bezeichnung, indem wir zugleich B durch It 
ersetzen: AA^A^A^ A LL^L^L^ Sie erweitert sich sofort zu: 

Werden also aus einer Projektivität 77 ineinander lie- 
gender Gebilde aus beliebigen zwei Elementen A, L die 
Reihen der homologen Elemente in beiden Sinnen herge- 
stellt, so ergibt sich eine neue Projektivität ^, in der di» 
gleichvielten Elemente dieser Reihen entsprechend sind. Sie 
heiße [AL], Ersichtlich können beliebig zwei homologe Element» 
als Ausgangselemente genommen werden; [A^^Lj^^ [A_j^L__j^ = [AL]. 
Daher gibt es oo^ solche Projektivitäten ^, weil wiederum das 
eine Äusgaugselemant festgehalten werden kann. Aus A^^A^AA^^ 
A L_^L^LL' folgt, daß auch A und L' homolog sind. 

Unter den ^ befindet sich 77 selbst, als [^^], und die Identität^ 
als {AA\ 

Es sei wieder {AB) eine der 77 adjungierte Involution, und iu 
ihr K dem L gepaart, so ist: 

AA^A^K7\ BB_^B^^L] 
wegen der adjungierten Involution {LB) ist: 
also: LL,L,BABB_,B_,L; 
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d.h. in [AL] entspricht dem K das Element B, Weil nun diese Pro- 
jektiyitat die homologen Elemente Ä und L^ K und B hat, so ist die 
Involution {AB, LK)^ also die {AB) ihr adjungiert. 

Alle InTolutione'n, welche der 77 adjungiert sind, sind 
auch den aus ihr abgeleiteten ^^) adjungiert. Auf alle jene 
Involutionen stützt sich aber diejenige, welche die Eoinzidenzelemente 
Yon n darstellt; also stellt sie auch die Koinzidenzelemente einer 
jeden ^ dar. 

Die ^ erweisen sich einfach als diejenigen Projektiyi- 
täten, welche mit TI die Eoinzidenzelemente gemeinsam 
haben, und jede yon ihnen kann die 77 sein. 

Wir &nden oben für reelle Eoinzidenzelemente Jlf, Nj daß jede 
Reihe, Yri^ . , , A_^A_^AA^A^ , . . in den beiden Sinnen nach den 
Eoinzidenzelementen konvei^ert; gleichyielte Elemente in zwei solchen 
Reihen sind homolog in einer ^, also war zu erwarten, daß die 
gemeinsamen Eonyergenzelemente sich selbst homolog sind. 

Sind My N die Eoinzidenzelemente yon TT, so ist 

MNAL A MNA^L^ A NML^A^, 
also sind (Nr. 71) MN, AL^, LA^ in Involution; demnach wiederum: 

MNAA^ A NML^L A MNLL^, 
ebenso: 

MNA^A^ A MNL^L^, 
also: 

MNAA^A^ 7\ MNLL^L^', 

M, N sind die Eoinzidenzelemente yon [^I/]. 

§ 23. Elemente der Invariantentheorie. 

148 Es sei wieder ein Elementenpaar durch eine quadratische Gleichung 

definiert: 

deren Wurzeln x\ x" die Parameter seiner Elemente sind. Diese Wurzeln 
sind reell, gleich oder imaginär, je nachdem die Diskriminante 

^ = ac — 6* < 0, == 0, > 0«) 
ist; wir wissen 

X + X == , X X =* — • 



1) B5ger nennt sie der 11 konjugiert. 

2) Die Form ac — &' der Diskriminante ist der bisherigen &' — ac Torzn- 
ziehen. 
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Ein zweites Paar in demselben Gebilde sei: 

Qi — a^x^ + 2bXy^ + Cj = 0, 

die Wurzeln x^\ x(\ die Diskriminante A^, 

Ans der Harmonizitäts-Bedingung für die Parameter: 

folgt diejenige in den Koeffizienten Ton Q => und Qi — 0: 
(Ä) aq + coi — 2 66i = 0, 

deren linke Seite mit 2 jd^^ bezeichnet werden möge. 

Aus , , , — 

a ' a 

und den ähnlichen andern Ausdrücken ergibt sich: 



[x' ^x") {x" — a: ") — («^ -- ^^)' — («1 V — ^ -- ^ VjiA)* 

und 

folglich ist das Doppelyerhältnis der beiden Paare: 



K. « 



^01 +y^^ 



Ol ~ ^ ^r-r-. y 



also — 1, wenn ^^^ » 0; sonst reell oder imaginär, je nachden ^ und z/, 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben^ die beiden Paare gleich- 
artig hinsichtlich der Realität und Imaginarietät sind oder nicht. 

Vqi ist, wenn imaginär, von der Gestalt -^^^, d. L sein Modul 

ist 1. 

Wir führen eine lineare Substitution ein: 



ccX+ß 



yX + d' 

d, h. wir gehen zu einer neuen parametrischen Bestimmung über, oder 
auch wir beziehen das Gebilde projektiv auf ein anderes; reelle, ima- 
ginäre, zusammenfallende Elemente bleiben im ersten Falle selbst- 
yersISndlich ebenso, gehen im zweiten Falle in eben solche Elemente 
über. Das Vorzeichen und das Verschwinden der Diskrimi- 
nante sind invariant; ebenso sind die Harmonizität und all- 
gemeiner das Doppelverhältnis invariant. 

Aus Q » entsteht durch die Substitution die neue Gleichung: 
Qf - a(aX + ßy+ 2h(€cX + ß)(yX+d) + e(yX + *)»- 

Sturm, 0«ometr. Verwandtsohaften. L 14 
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^^^^' o'X«+2&'X + <;'-0, 

worin: 

a' — a«*+ 2bay + cy* — a(aa + by) + y(6« + cy), 

b' - aa/J + 6(a* + ßy) + cyS - ß(fla + 6y) + *(ftc + cy) 

~a{aß + bd)+y{bß + cd), 
e' - aß'+ 2bßd + c*»- /J(a/J + 6*) + S(bß + cd). 
Daher ist: 



^ 



a'c'- 


&'»- 


h',e' 


• 


- 


a, 
ß, 


r 

m 

8 






a,y 


I 


a, b 


-(c 




-^ 












ß,i 




b, 


e 



aa + by, ba + cy 
aß + bdy bß + cd 



= (ad - ßyy (ac - 6*) - (ad -ßyY^. 



Wir transfonnieren ebenso die Gleichung des zweiten Paars, wo 
dann 

Oj' ==» «1«* + 2b^ay + c^y*, usw. 

ist^ nnd finden natürlich auch: J^ ^{ai — ßy^A^ femer ist: 



2z^ii - aV- 2fcV+ «V 



davon ist: 
also ist: 



a,y 

a,y 



a/) 



a/) 



a^ b 



+ a* 



+ a* 



2^ii = (a*-/Jy)j «*( 






+ 



a, b 

b, c 



+ ßy 

+ ßy 



+ 






6, e 
a, b 



+ yS 



+ yd 



b, e 









und 



(a<y - ßyy (aq - 266i + ca,) = 2(a* - ßyY^oü 






Ol 



Jede der Größen ^i/l^yJ^^ V^ ist also in der neuen Gestalt 
das Produkt aus derjenigen in der alten Gestalt in eine 
Potenz der Sub'stitutions-Determinante ad — ßy, und zwar 
einer geraden^ im letzten Falle der nullten; so daß in diesem 
beide Größen gleich sind. 

Aus diesen Beziehungen folgt das gleichzeitige Verschwinden^ 
sowie die Eonstanz des Vorzeichens. Es werden deshalb unsere 
Größen Invarianten genannt; und zwar ^ eine Invariante der 
quadratiscl^en Form Q allein, J^ und V^^^ sind simultane In- 
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yarianten von Q und Q^; letztere wird^ weil sie sich ToUstandig 
gleich bleibt, absolute Inyariante genannt. 



In Nr. 135 haben wir ^m^^^^ 



ois 



a, 


h 


c 


«1, 


h, 


Cl 


<h, 


K 


«» 



als Involutions- 



bedingung fQr drei Paare Q — O, Qi""^; Q%^^ gefunden. 

Auch diese Größe ^^i, muß, weil die Involutionslage eben&Us 
von der parametrischen Bestimmung unabhängig, bzw. projektiv ist, 
InYariante von Q, Q^y Q^ sein. In der Tat ist: 



dM% = 



a, Oy c 




a, i, c 




<hy W> K 


- 


«i; hf ^1 


• 


<hy h\ ^'> 




öj> K ^ 





a/J, ad + ßy, yd 
ß', 2ßi> i' 



^012 • («* - ßrY' 



Nach Nr. 22 ist die Gleichung für die Doppelelemente der 149 
Involution, welche durch die beiden Paare ^ — 0, öj — be- 
stimmt ist, oder für das gemeinsame harmonische Paar zu diesen 
beiden Paaren: 

x^ {x + x" — x^ — x^') — 2x{xx' — ^i^i') + xx'(x^ + a?i") 

— x^x('(x + a?") = 0, 

oder, wenn wir x + x''^ . . . wieder durch die Eoefüzienten von Q und 
Q^ ausdrücken: 

Jqi — 7?{a\ — Ol 6) + a;(aCi — Ojc) + (ftq — ft^c) = 
-^a;»+2Ba; + (7»0, 

wo also 25 =a acj — OjC ist. 

Transformieren v^ir auf den neuen Parameter X, so gilt es dann 
wiederum den Invarianten -Zusammenhang dieses neuen Paares mit 
dem gegebenen, d. h. das gleichzeitige Verschwinden von I^ und /J^ 
zu bestätigen. Aber wir wollen nunmehr doch eine Veränderung ein- 
führen, die nur scheinbar komplizierend ist, in Wirklichkeit größere 
Symmetrie herbeiführt und die Brüche entfernt: wir führen, jedoch nur 

vorübergehend, homogene Variabein ein. Wir ersetzen x durch — ; 

y 

das bleibt im Grunde die bestimmende Größe, und die homogenen 
Variabein sind proportional veränderbar. Q = geht über zunächst in: 



und dann in: 



ax*+ 2bxy -f- cy*= 0. 



u* 
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Die linke Seite, das nunmelirig^ Q, heißt eine binare Form 
2. örades. Ersetzen wir auch X durch yy so wird: 

a- +ß 

y'r^ + ; rx + er'^ 

wBSy wegen der proportionalen Veränderlichkeit von x, y, zerspalten 
werden kann in die beiden Substitutionsgleichungen: 

x^aX+ßY, y^yX + dT, 

in der nur ganze Funktionen auftreten. Es geht also 

ax*+ 2bxy + cy^ 
über in: 

a{aX + ßY)^+2h{aX + ßY){yX + 8Y) + ciyX + 8TY 

^aX^+2VXY+cT^y 

wo a\ h\ e' dieselben Definitionsgleichungen haben wie oben. 
Nachdem dasselbe mit Q^ geschehen, bestätigen wir, daB: 

(a'V-ai'60^*+ {a'c^-a^c)XY+ {Vc^'-b^'c)Y^ 
— [(a6i— aifc)a:* + (aq — C4c)xy + (bCi—htC)] • (ad — ßy) 
oder kürzer 

indem wir links die gestrichenen Koeffizienten durch ihre Ausdrücke 
in den ungestrichenen, rechts aber x, y durch ihre Ausdrücke in Z, F 
ersetzen, oder auch, was jedoch weniger einfach ist, links X, Y durch 
ihre Ausdrücke in den x, y: 

ad — ßy^ ad — ßy 

Diese neue Invariante unterscheidet sich von den bis- 
herigen dadurch, daß sie auch von den Veränderlichen ab- 
hängt, nicht bloß, wie jene, von den Koeffizienten der gegebenen 
Form oder Formen. Während für die früheren der Name InTarianteii 
(im engeren Sinne) beibehalten wird, nennt man diese Koyarianten. 
Iqj^ ist also eine simultane Koyariante von Q und Q^, 

Das Verschwinden (oder auch das Vorzeichen) einer Invariante im 
engeren Sinne drückt eine projektive Eigenschaft des oder der durch 
die gegebene Form oder Formen dargestellten Gebilde, das Ver- 
schwinden einer Ko Variante liefert ein Gebilde, welches mit diesen 
Gebilden projektiv oder invariant verbunden ist, wie das gemeinsame 
harmonische Paar zu zwei Paaren. 

Für die Parameter l derjenigen beiden Paare der durch Q » 
und Qx "- bestimmten Involution, deren Elemente sich in das eine 
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oder andere Doppelelement vereinigen, fanden wir in Nr. 135 die 
quadratische Gleichung 

(ac— &*) + (aCi+cai-266i)A + (aiCi- 6i*) A«= 0, 

oder^ mit den jetzigen Bezeichnungen: 

Ihre Diskriminante ist z^^^ — z/J^, und je nachdem diese < 0^ =» 0, > 0, 
sind diese Paare reell, vereinigt, imaginär, die Involution hyperbolisch, 
parabolisch oder elliptisch. Es ist nicht schwer, den Zusammenhang 
mit dem Produkte der Differenzen der (unhomogenen) Parameter der vier 
Elemente von Q =» 0, Q^^O (Nr. 9, 22) zu zeigen. Wir ersetzen zu- 
nächst in: 

JJ^ — z/Jj -X {ac — 6*) (ajCi — ^i^ — i iflc^ + co^ — 26fci)- 

die Koeffizienten 6, c durch — ^a(a?'+a?"), axx" und erhalten: 

- \a\a^x'^+ 2\x+ e^) {a^x"^+ 2\x"+ q) 

weil 

a^x^^ 2h^x + Ci = a^{x — x^) {x — x^'). 

Denmach ist dQj:J^'—^Q^<iOy = 0, > äquivalent mit 

(a; - xC) {x- x^") {x"^ <) {x'- x/') > 0, == 0, < 0. 

Im mittleren Falle, wo die Involution parabolisch ist, haben die 
beiden konstituierenden Paare ein Element gemein, das dann allen 
Paaren gemeinsam ist; die beiden Gleichungen Q — 0, Qi -» haben 
eine Wurzel gemein, und 

oder 

JJ - 4(ac - 6*) (fl^q - V) - (aq + <?»!- 266i)* - 

oder, wie diese Gleichung umgeformt werden kann: 

R ■= 4:{a\ — fcai) {bCy — cb^ — (ac^ — ca^y — 

ist die Bedingung dafUr. 

Derjenige aus den Koeffizienten zweier algebraischen 
Gleichungen gebildete Ausdruck, dessen Verschwinden die 
Bedingung dafür ist, daß sie eine gemeinsame Wurzel haben, 
heifit ihre Resultante (Eliminante). Wir haben daher in R die 
Resultante zweier quadratischen Gleichungen, offenbar eine 
simultane Invariante der linken Seiten; in der Tat, aus den 
Invariantengleichungen für ^, ^|, ^^ ergibt sich sofort: 

^J,' - J',\ - (JJ,- O {ad - ßy)*; 

wir mußten eine gerade Potenz der Substitutionsdeterminante erhalten, 
weil auch das Vorzeichen invariant ist. 
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Daß unsere Resultante auch in der Form: 

4(a6i — 6fl4)(Jci— cfcj — (aq — coi)* 
geschrieben werden kann^ lehrt die Eoyariante: 

denn wenn die Involution parabolisch ist^ so hat sie nur ein Doppel- 

dement; die Gleichung I^'^O sswei gleiche Wurzeln. 

Nehmen wir in Q^^O an^ daß q « sei, und entfernen die 

Wurzel 0; welche die Gleichung dann besitzt, so daß nur noch die 

lineare Gleichung 

€tiX + 6i = 

vorliegt, wo jedoch b^ statt 2&^ geschrieben ist, so ist 

E^^ 4(a^ - ftoi)^ - c»V= - c(aV+cai»- 260^61) 

oder nach Entfernung von — c, was ^ ist: 

abj^+ ca^^— 2baib^j 

die Resultante der quadratischen Gleichung ax^ + 2bx + c^O und 
der linearen a^x + fc^ -= 0. 
150 Zu drei Elementen, deren Parameter l^, A,, A, seien^ haben wir 

gelernt, drei andere mit den Parametern f^i, thf ih ^^ konstruieren, 
welche die drei vierten harmonischen sind, f4 dem A^ zugeeordnet in 
bezug auf A,, A, usw. Ist nun 

^ = aar» + Sbx^ + 3ca: + d « 

die kubische Gleichung, von welcher A^, A,, A, die Wurzeln sind, 
so haben wir, wenn die kubische Gleichung J^O die Wurzeln 
fi^j fi^y fi, hat, eine kubische Eovariante von Q] und weiter, die 
drei Paare A^fii; ^lh> ^N befinden sich in Involution; ist H^O 
die quadratische Gleichung, von welcher die Parameter der Doppel- 
elemente die Wurzeln sind, so ist jET eine quadratische Eovariante 
von Q. Wir wollen diese Eovarianten herstellen. Die Bedingung, 
daß ^ zu A^ harmonisch ist in bezug auf A|, A3, ist: 

2l,x - (Ai +ä)(A, + A.) + 2A,A, = 
oder: 

(2Ai- A,- A,)^ - AiA, - AjAs -f- 2A,A, - 

und entsprechend in den andern Fallen: 

(2A,-A,- A,)a: - A,A, - A^A^ -f- 2A,A, - 0, 

(2A,- Ai- A,)a: - AjA, - AjA, + 2AiA, « J 

Multipliziert man diese drei Gleichungen miteinander, so erhält 
man die kubische Gleichung J^O. Wir schreiben zunächst die 
Gleichungen so: 



(1) 



8 6\ . « . * Sc ^. j 
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oder: 






abo wird der Koeffizient von a?: 

+ (i, + ^ + A,)^4. -. = - _ + --^ _ _,- + -j 

a*d — iahe-\-t h* 

Das abeolute Glied wird: 

Der jetzig^ Zähler ergibt sicli aus dem yorigen durch Yertauschuiig 
Yon a mit d und h mit c und ümkehmng des Vorzeichens. Dasselbe 
gilt für die beiden Koeffizienten von a? und x. 

Der von ar* ist: 

-2(Xj + A, + A,)|-^ + (A,A, + A,Ai + I,A,)^;-3*;^. 

Hier treten zwei symmetrische Funktionen auf, die nicht ele- 
mentar sindy d. h. nicht unmittelbar durch die Koeffizienten der 
kubischen Gleichung sich ausdrücken lassen, aber doch leicht auf ele- 
mentare zurQckgefÜhrt werden können; denn es ist: 

(A,A,)» + (A, A,)« + (Ai i,)» - (A, A, + 1,1, + Ai A,)» - 2 Ai A, V^i + A, + A,) 
- (1,A, + A,A, + A,A,)(A, + A, + A,)- 3A,A,A, - - ?^ + ?^; 



also wird unser Koeffizient: _ ?.(£»^+i*<Lll.«£^ „nd der 



Ton X 
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wird: ^ j -] daher ist, nach Wegwerfung von j: 

e7^= (a^d-Sabc + 2b^)x^ + S(abd + Vc - 2ac^x^ 
+ Z(2h^d-acd-hc^)x + (36cd-arf«-2c»). ^^^ 

Wir haben in Nr. 144 gefunden, daß die Doppelelemente der In- 

Tolution ^/ii; A,/t2; ^/^ ™^^ ^n^^^ ^^ beiden äquianharmonischen 
Doppelyerhältnisse bilden; für ihre Parameter x gilt also: 

oder: 

A,A, + il,Ai-2A,A3 + (A, + i,-2^i)a;q:tl/3(A,-^)(X,-a;)-0, (3) 

also nmltipliziert: 

[Ai A, + A,Xi - 2A,A, + (i, + A, - 2;i,)a;]» + 3(;., - A,)»(A, - «)»- 0. 

Der Koeffizient von x* ist: 
der von xi 

nnd das absolute Glied: 

= 4[(A,;i, + ^Xi + X, A,)> - 3(X, + ^ + ^) Xi A,!,]. 

Die quadratische Gleichung wird: 

H^ (ac-6^a?*+ (ad-6c)a; + {Id-c^) = 0, (4) 

also ohne Binomialkoeffizienten, oder: 

j a, 6, c 
i 6, c, d = 0. 
1, -a;, x^ I 

Die beiden Elemente H^O werden gewohnlich die den drei 
Elementen Q ^0 zugeordneten Hess eschen Elemente genannt. 

Wir haben uns a. a. 0. klar gemacht: wenn Q » drei reeUe 
Wurzeln hat, so sind die von H ==0 imaginär; wenn von jenen nur 
eine reeU ist, so sind diese reell. Dazu kommt: wenn von den 
drei Großen l zwei einander gleich sind, etwa ^2 "^ ^^ ^^ ^^^ üi (3) 
der Unterschied der Vorzeichen weg, und jff — « hat zwei gleiche 
Wurzeln; die (1) verwandeln sich, nach Wegwerfung von >li — 'Ij ^ 0, 
alle drei in rr — A, = 0; alle drei (i werden A,, wie ja auch aus be- 
kannten Eigenschafken harmonischer Elemente folgt; und die Invo- 
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lution A|f4, ^fh» ^(H ^^^^ parabolisch. Es wird also J ein Kubus 
und H ein Quadrat^) 

Die Diskriminante von H sei 

Dl - 4(ac-fc«)(6J~c*) - (ad-bcy-, 

sie ist > 0, «= 0, < 0, wenn die Wurzeln von IT— imaginär^ gleich, 
reell sind; dann hat; wie wir wissen, Q ^ drei reelle Wurzeln, zwei 
gleiche oder nur eine reelle. Wir haben daher D^ oder — 2)^ als 
Diskriminante D Yon Q; wir nehmen - D, und haben: 

D ^ a^d^ + 4ac» + 46'd — 6a6crf — 3fcV; 

also je nachdem D < 0, —0, >0 ist, hat ^ — drei reelle 
Wurzeln, zwei gleiche oder nur eine reelle Wurzel.*) D ist 
natürlich Invariante f&r Q, 

Macht man binär und transformiert linear, so geht: 

^ « aa;* + 36a:*y + 3ca;y* + dy* 
über in: 

Q[ - a'X» + 36'X* r -4- 3c'X F* + cT Y», 
worin: 

6' = aa*/J + 2haßy + fcaM + 2cay8 + c/Jy*+ rfy**, 
c' =- aa/J* + 26a/5* + bß^y + 2c/Jyd + ca*» + dy**, 
cT« a/J«+ 36/J»* + 3c/J*»+ dÄ». 

Wird nun D' aus a', &', c', et ebenso gebildet wie D aus a, 6, c, d, 
femer H\ «T aus a, 6', c', (f, JC, Z ebenso wie J?, J aus a, fc, c, d, a:, y, 
so prägt sich die Invarianten-Eigenschaft in folgenden Relationen aus: 

D'^D{a8-ßy)\ R' ^ H^ {aS- ßyf, J' -- J- (ad-ßyY, 

wie man in ahnlicher Weise als oben durch Einsetzen bestätigen kann. 

Die Methoden der Invariantentheorie, durch welche dies einfiEMsher 
erkannt wird, zu erörtern, würde hier zu weit führen. 

Für die bi quadratische Gleichung: 151 

Q^aa^+4bar^+6cx^+4dx + e^0, 

welche die vier Elemente X^, X^, L^, L^ liefert, entwickeln wir 
zuerst zwei Invarianten, indem wir die Bedingungen dafür aufsuchen, 
daß die vier Elemente einen äquianharmonischen bzw. einen harmo- 
nischen Wurf bilden. 



1) Ist X| «B 2^ SB 1, , 80 werden sie identisch null. 

2) Für die kubische Gleichung x*+px-\-q*^Q ist 



„_^+.g..(i%g). 
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Hat etwa {L^L^L^L^ = q den Wert ^(1 + f)/3) oder |(1 - »1/3), 

so habeii| wie wir wissen, {L^L^L^L^ = jj- und {L^L^L^L^ — ?.IZ_ 

denselben Wert nnd die reziproken den andern. Es genügt also eine 
der Bedingungen zu erfüllen: 

(Xi - A,) (A, - AJ - i (1 ± »>^) (A, - A.) (X, - AJ - 0. 

Das Produkt ist: 

- (ii - ^) (^ - iJ (^ - ^) (^ -AJ-O. 

Bezeichnen wir symmetrische Funktionen durch ein typisches 
Olied mit dem Summenzeichen davor, welches anzeigt, daß die Sum- 
mierung über alle ähnlichen Glieder ausgedehnt werden soll, so laßt 
sich die Gleichung schreiben: 

Nun ist aber: 

27Ai%»- (-SiliA,)»- 2ZAi«XjA,- 6iiA,A,A,; 

mithin haben wir zunächst: 



femer ist: 

daher: 

oder: 

also: 



(LY-3.^.i-'+12^«0; 
\a / a a * a ' 



Wird diese Bedingung Yon den Koeffizienten von Q er- 
füllt, so bilden die vier Elemente, wie sie auch angeordnet 
seien, einen äquianharmonischen Wurf. 

Im zweiten Falle muß einer — und nur einer — der drei Würfe 
L^L^L^L^^ L^L^L^L^y L^L^L^L^ harmonisch sein, weil darin alle 
Fälle des Zugeordnetseins vertreten sind. 

Die Harmonizitäts-Bedingung: 

2(X, A, + A3AJ - (Ai + A,)(A, + AJ - 
kann man: 

3(AiA, + A,AJ-2:AiA,«0 
oder: 

schreiben; also haben wir: 

{a(AiA,+ AsAj-2c){a(AiA, + A,A,)-2c}{a(A,A,+ A,A,)-2cH0 
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Der Faktor von a* ist: 

deijenige von — 2a^c ist: 

4ac* hat den Faktor Sk^Ti^ = — , dazu kommt — 8(^. 

Also wird die Bedingungsgleichung für Harmonizität: 

a^ bj c 
T« ace + 2 bcd — ad* — fc^e — c* « 6, c, d j — 0. 

c, rf, e I 
Oehoren wieder S\ T' zu der linear transformierten Form, so ist: 

Daraus folgt: 



80 daß j,^ eine absolute Invariante ist. 

Absolute Invarianten bei vier Elementen sind die sechs 
Doppelverhältnisse; ist eins von ihnen, so läßt sich ^ als 
Funktion von tf darstellen und zwar als eine solche, die sich nicht 
ändert, wenn 6 durch die fünf andern — , 1 — tf, :; , ~ , 7 

(Nr. 5) ersetzt wird. 

Wir können zu S und T auch in folgender Weise gelangen: 
i(l ± *y^) sind die Wurzeln von <y*— <y + 1 — « 0; setzt man also in 
diese Oleichung: 

rt SS _LlZ__? . -»"Tlr* 

ein, so muß sich iS — ergeben. Wird mit dem Nenner (A, — il,)* (ii — Aj' 
multipliziert und noch ein Faktor fi eingeführt, der nachträglich zur 
Vereinfachung entfernt werden kann, ein, so muß also sein: 

Bei vier harmonischen Elementen hat das Doppelverhaltnis 6 
einen der drei Werte — 1, 2, ^, genügt also der kubischen Gtleichung 
(tf + l)(<y - 2)(2tf - 1) - 0. Wir erhalten ebenso: 

t.r= (<^ + 1)(<^ - 2)(2<y - 1)(A,- A,)»(A, - A,)»; 
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also: 



Nimmt man den Spezialfall d^ e^^Q an, so wird 5 » 3 c*, 
T = — {?•; die Gleichung ^ = hat zwei Wurzeln 0, also zwei Ele- 
mente sind vereinigt^ und eins der Doppelverhaltnisse, das wir als 6 
nehmen; ist 0; daher: 

Wir haben, wenn wir ^ » 27 setzen, die Gleichung 6. Grades: 



(ff+l)t(tf_2)«(2ff— 1)' 

welche die sechs zur absoluten Invariante ^ gehörigen Doppelver- 

hältnisse liefert. 

Sie ist eine reziproke Abelsche Gleichung und kann in die Form: 

(^+ i.) _ 3(,H J.) + 1|±«(, + I) - SU^ - 

gebracht werden (vgL Nr. 6, wo a = .^'_ . ). 

152 Wenn zwei der Elemente sich vereinigen, so werden je zwei von 

den sechs Doppelverhältnissen 1, 0, c»; jeder dieser Werte fährt zu 

— 1, und danach ist ^ = 27, also: 

D = fif»-27T»«0; 

womit die Diskriminante der Gleichung 4. Grades gewonnen 
ist. Für sie ist: 

Je nachdem D>0 oder <0, sind die vier Wurzeln gleich 
artig (alle reell oder alle imaginUr) oder ungleichartig. 

In der Tat, wenn alle vier Elemente reell oder alle vier imaginär 
sind, so ist 6 reeU; es ist dann >1, denn: 

4(<y«- <y + 1)»- (6 + l)»(<y- 2)«(2<y ~ 1)>« 27(<^- l)«tf«>05 

also ist: —^ > 27 oder D > 0. 

Sind aber zwei Wurzeln reell, die andern konjugiert imaginär, 
so ist ein Doppelverhältnis, in dem jene und diese zugeordnet sind, 

von der Gestalt ^^^^A : für 6 erhalten wir: 

a — 0»' 

denn o»(a*+ 18a*6*+ 816*) - (a»-36»)»-27fc»(o*+2a«6»+36*)>0. 
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Wenn eine Involntion 4. Grades vorliegt: 

aa?* + 4ba^ + 6^^* + ^^^ + ^ 

so fährt die Einsetzung von a + Xa^, ... an Stelle von a^ . . . in 
5«0, r= 0, S»- 27 ÖT*« zu Gleichungen 2., 3., 6. Grades in k, 
aus denen folgt^ dafi eine luTolution 4. Grades zwei äquianharmanische, 
drei harmonische Gruppen und sechs von beliebigem gegebenen Doppel- 
yerhältnisse enthält. 

Wir bilden aus den vier Wurzeln A^, A,, k^, A^ folgende drei 
Größen 

welche durch Yertauschung der k ineinander übergehen; sie sind alle 
drei reell, wenn die k reell, aber auch, wenn sie zweimal je zwei 
konjugiert imaginär sind: k^, k^ und A,, A^-, denn dann sind A^A,, 
A9A4 reell und sowohl A^A, und A^A^, als auch A^A^, A,A, konjugiert 
imagiiuir. Sind aber A^, A, reeU und A3, A4 konjugiert imaginär, so 
ist nur A^A, + A,A4 reell, die beiden andern sind konjugiert imi^pnär. 
Wir konstruieren die kubische Gleichung mit den Wurzeln 

i[2c-a(Ai^H-A,Aj], H2c-a(AiA, + A,iJ], i[2c-a(X,A, + A,;,)], 

die sich hinsichtlich ihrer Realität ebenso verhalten; die Summe der 
Wurzeln ist null; das Produkt aller drei ist — - i T, die Summe der 
Produkte zu je zweien ist — \8, Also ist die gesuchte kubische 
Gleichung — eine sogenannte Resolvente der biquadratischen: 

Ax^'-Sx + T^O, 

Ihre Diskriminante ist 16 T« - ^f-' g (S» - 27 T«); je nachdem 

die biquadratische Gleichung vier gleichartige Wurzeln hat oder zwei 
reelle und zwei imaginäre, hat die Besolvente drei reelle Wurzeln 
oder nur eine, ist ihre Diskriminante <0 oder >0, also /S'— 27T">0 
oder < 0. 

Die vier Elemente L^, L,, L,, L^ von 153 

Q - aa?*+ 4ba^+ Gcx^+4dx + c - 0, 

jetzt nicht notwendig alle reell, können wir auf drei Weisen in 
zwei Paare zerlegen und erhalten drei Involutionen: 

A-^8?A^4? -^Aj A-^47 L^L^yL^L^. 

Je zwei von ihnen stützen sich (Nr. 85); denn z. B. durch die zweite 
geht das Paar L^L^ der ersten in das Paar L^L^ über, das ebenfalls 
der ersten angehört. 
Es seien 

M„N,', M„N,; M,,N, 
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die Doppelelemente; aus: 

folgt^ daß M^N^, AA? -^8-^4 ^ InYolution sind und ebenso M^N^^ 
L^L^y I^L^7 daB also die Doppelelemente einer der Inyolntionen in 
jeder der beiden andern ein Paar bilden. 

Sind die vier Elemente reell^ so Haben wir den uns schon be- 
kannten Fall: zwei Involutionen sind byperboliscliy etwa die beiden 
ersten, die dritte elliptisch; das zu den elliptisch gelegenen M^N^^ 
M^N^ gemeinsame harmonische Paar M^N^ kann nicht aus reellen 
Elementen bestehen. Es seien alle vier Elemente imaginär^ und zwar 
L^ und L^, L^ und L^ konjugiert; so sind diese Paare L^L^, ^z^a 
durch reelle Oleichungen definiert, reell -imaginäre Paare und die In- 
Yolution ist reell, und zwar hyperbolisch eben wegen dieser reell- 
imagii^ren Paare. Die Gleichungen von L^L^ und L^L^ sind kon- 
jugiert imaginär zueinander: R + Si = 0^ R — Si ^ 0'^ sie befinden 
■ich in der durch die reellen (oder reell-imaginären) Paare 22 *» 0, S^O 
bestimmten reellen Involution, und dasselbe gilt für die dritte Invo- 
lution L^L^y A^4* Beide können^ weil einander stützend, nicht 
elliptisch sein. Wenn wir die Art mit Hilfe von jd^^ — ^^ fest- 
stellen wollen, so müssen wir, weil nur bei reellen Konstituenten zu 
einem reellen k ein reelles Paar gehört, reelle Konstituenten zugrunde 
legen. Sind die Wurzeln cc ± ßi, y ± dij so sind solche für die eine 
dieser Involutionen: 



es ist: 



also 



R « x^— {a + y)x + ay'-ßd^O, 
^ = ^j{4/l* + (a-y)«}, ^^^-:^(ß + äy, 
J^,^^,l^\ßd[{a^yy+{ß + dy]. 



Für die andere haben wir d mit — ^ zu vertauschen (oder ß mit 
— /)); dadurch wechselt diese Größe ihr Vorzeichen; die beiden In- 
volutionen sind also verschiedenartig. 

Wenn alle vier Elemente L imaginär sind, so führen 
sie auch zu zwei hyperbolischen und einer elliptischen In- 
volution. 

In dem Falle hingegen, wo Z^, L^ reell und Z,, L^ kon- 
jugiert imaginär sind, ist nur die Involution J^£^, L^L^ 
reell; die beiden andern sind imaginär (denn in einer reellen 
muß einem reellen Elemente ein ebensolches gepaart sein) und zwar 
konjugiert zueinander. 
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Die drei Paare der Doppelelexnente M^N^, . . . führen zu einer 154 
zur biquadratischen Form 

gehörigen Kovariante 6. Grades. Denn die quadratische Glei- 
chung fttr M^, N^ ist (Nr. 23): 

wird diese mit den beiden analogen Gleichungen fftr M^N^y M^N^ 
multipliziert und werden in ahnlicher Weise wie früher die sym- 
metrischen Funktionen der A durch die Koeffizienten der Form Q 
ersetzt, so ergibt sich: 

/== {a^d-^alc + 2V^x^+{a^e+ 2a6d- 9ac*+ %Vc)üfy 

+ b{ahe - Sacd + 2b^d)ai^y^+ 10(6^6- acP)si^y^ 

+ 5(— ade + 3&ce — 26(iVV + (-«ö* — 2fcrfe + 9c*c — 6ccP)ii?y* 

+ (-b^+3cde - 2e?)»*-= 0; 

die Invariantengleichung ist: 

Diese Eovariante gehört nicht bloß zu dem Quadrupel Q = 0, 
sondern zu einer ganzen Involution 4. Grades von Quadrupeln (Nr. 136). 

In der bilinearen Relation der Projektivität 155 

haben wir auch zwei Invarianten; wird die lineare Substitution: 

« yn + 9' ^ yri+9 

vorgenommen, so geht die Relation über in: 

^VV +lhV + fhV + ^1 ^ 0, 
worin: 

X, « Xa^+ {(i + (i')ay + vy\ v^ = A/J«+ (^ + fi^/J* + v6\ 
f*!« Aa/3 + f*a* + ^^y + vyd, f*i'= Aa/J + /A/3y + ft'atf + vyS. 
Die beiden Invarianten sind: 

fi — (i und II (i — Av, 
die uns schon häufig entgegengetreten sind; es ist: 

Es ist ft — fi' » 0, bei ineinander liegenden projektiven Gebilden, das • 



1) Handelt es sich um die Eovariante einer einzigen Foim n**° Grades nnd 
ist m der Giad der Eovariante in den Variabeln, r derjenige in den Koeffizienten 
der Grundform, so ist der Exponent der Potenz von ad — ßy^ wie die Ver- 
gleichnng der beiden Seiten der Invariantengleichnng in bezng anf den Grad 
von a, ß, y, 8 zeigt, gleich i{rn — m); bei einer Invariante ^rn. 



224 I- § SB. Elemente der Inyariantentheorie. 

Eennzeiclien^ daß sie inyolutorisch sind, und ii(i—Xv^O drückt 
aus^ daß die Projektivität ausgeartet ist; beides sind projektive Eigen- 
schaften. Und die Kennzeichen für die zyklische Projektiyität 3. und 
4. Ghrades (Nr. 146) bestehen in Beziehungen zwischen diesen Großen, 
und wird dies auch für die höheren Gh^e gelten. 

Von gifi — Xvy in dessen Invariantenformel die zweite Potenz der 
Substitutionsdeterminante auftritt, ist auch das Vorzeichen invariant. 
Wir fanden (Nr. 67, 68), wenn die Variabein Abszissen sind, daß 
wir aus dem positiven, negativen Vorzeichen auf Ungleich- 
sinnigkeit, bzw. Gleichsinnigkeit der ineinander liegenden 
projektiven Punktreihen schließen können; wir folgern nun, 
daß das auch für allgemeine Parameter, die ja linear aus Ab- 
szissen ableitbar sind, und andere Gebilde gilt. 

Diese Invariante ist aber, wie ja aus ihrer Bedeutung auch 
für nicht ineinander liegende Gebilde hervorgeht, im weiteren Sinne 
invariant; wir können auf | und |' verschiedene lineare Substi- 
tutionen : 

anwenden, die bilineare Relation wird dann: 

^iVV + IhV + f^iV + Vi = 0, 
wo 

l^ «= Xaa -f- fiay -j- fiycc + vyy\ 

(i^ =» Xaß^ + fiad' + (lyß' + vyd\ 

fi/=- lßa+ iAßy+(iia+ vdy, 

es ist: 



Zweiter Teil. 

EinffUnwig melirdeiitiger Verwandtschaften. 

§ 24. Melirdeiitige Verwandtschaften oder Korrespondenzen. 
Eorrespondenzprinzip. Vielfachheit der Koinzidenzen. 

Einstufige Gebilde haben wir bis jetzt schon acht erhalten, die 156 
drei ursprünglichen Grundgebilde und die fünf auf Trägem zweiten 
Grades. Ihr Bereich wird sich bald noch mehr erweitem. Aber be- 
gnügen wir uns zunächst mit jenen acht; u, u^ seien irgend zwei 
gleichartige oder ungleichartige von ihnen; es sollen zwischen ihnen 
nun mehrdeutige Korrespondenzen hergestellt werden. In jedes wird 
eine parametrische Bestimmung gelegt (Nr. 102) und dann eine alge- 
braische Yerwandtschaftsgleichung zwischen den Parametern 
Xj x^ entsprechender Elemente X, X^ festgelegt, welche in 
bezug auf x vom n*^"", in bezug auf x^ vom n^^"^ Grade ist. 
Diese lautet in ihrer allgemeinen Form, etwa nach x geordnet: 

(«•.14 V* + ««, n,-l^l"*"' + • • • + «n.o)^ 
+ 



worin a^ ^ von a^^ ,. verschieden ist. Z. B. wenn n « 3, n^ « 2 : 
(<hi^i^ + «31^1 + «so) ^ + (^J^* + «n^i + ^o) ^* 

+ («12^1* + »11^1 + »lo) ^ + («M^l* + «01^ + «oo) == 0^ 

oder nach x^ angeordnet: 

{(hi^^+ (h%^ + «12^ + »02) ^1* + («»1^' + ^1^ + «11^ + %) ^1 

+ (ajoiP» + Ojo^' + «10^ + «00) - 0- 

Es werden durch diese Korrespondenzgleichung jedem Element X des 
ersten Gebildes n^ Elemente X^ des zweiten und jedem aus diesem 
n Elemente aus jenem zugeordnet; wir nennen die Verwandtschaft 
eine [n, wj-deutige oder kürzer eine Verwandtschaft oder Kor- 
respondenz [n, nj. 

S t u X m , Oaometr. Venraadtsohafken. I. ^^ 
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Das Gebilde u^ in welchem n Elemente einem Elemente des 
andern entsprechen^ können wir auch das n-dentige Gebilde nennen 
und u^ das n^- deutige. An der Reihenfolge soll festgehalten werden: 
ist das zuerst genannte Gebilde das n-deutige, so wird [n, n^\ nicht 
umgekehrt gesagt werden. 

Weil die Beziehimg in den Parametern entsprechender Elemente 
ausgedrückt ist, so ist die Yerwandtschafk projektiv; d. h. wenn u 
und u, sich in einer Korrespondenz [n, n^] befinden, so kommen auch 
zwei Gebilde u und u^', die zu ihnen bzw. projektiv sind, in eine 
solche Verwandtschaft. Deshalb benutzt Thomä^) das Projektivitats- 
zeichen A für die Verwandtschaft [2, 2] zwischen u und u^ in fol- 
gender Weise: 

Diese projektive Überführung von u in u, u^ in ti^' geschieht 
durch zwei lineare Substitutionen zwischen x und y, x^ und y,; durch 
dieselben geht die Gleichung in x und x^ in eine Gleichung in y und 
jj über, die wegen der Linearität in y vom w*®°, in y^ vom n^^ Grade 
ist. Im engeren Sinne sind solche lineare Substitutionen nur Ände- 
rungen der parametrischen Bestimmung, welche an den Gebilden und 
ihrer Korrespondenz nichts ändern. 

Die Anzahl der Glieder der Verwandtschafbsgleichung ist 

(n+l)(»,+ l), 
daher die Anzahl der wesentlichen Konstanten 

(» + 1) (wi + 1) — 1 = w^i + w + «i- 

Zwischen zwei gegebenen Gebilden sind demnach cx)'"'»+'»+'h 
Korrespondenzen [n, wj möglich; z. B. oo^ Korrespondenzen [1, 2], 
cx)® Korrespondenzen [2, 2]. 

Femer, w«j-|-w + % Paare entsprechender Elemente geben ebenso 
viele Gleichungen für diese Konstanten, welche, da sie linear in ihnen 
sind, die Konstauten und die Verwandtschaft eindeutig bestimmen. 

Eine Korrespondenz [n, nj zwischen gegebenen Gebilden 
ist eindeutig durch nn^ + n + n^ Paare entsprechender Ele- 
mente bestimmt. 

Wird ein Paar entsprechender Elemente weniger gegeben, so 
bleibt eine der Konstanten, die dann X heiße, unbestimmt und die 



1) J. Thomä, UntersuchuDgen über zweizweideutige VerwandtBchaften, 
Abb. der Ges. der Wiss. zu Leipzig (matb. pbys. Klasse), Bd, 21, S. 437. — Aucb 
Cremona bat neben der Ausdrucks weise, daß die beiden Gebilde die Korrespon- 
denz [n, nj baben, gelegentUcb von zwei projektiven Grebilden [n, n^] gesprocben; 
z. B. in seiner Abbandlung über die Regelfläcben 4. Grades : Memorie delFIatituto 
di Bologna, Ser. U, Bd. 8. 
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übrigen sind lineare Funktionen derselben; die Yerwandtschafisglei'' 
chang bekommt die Form 

/*(a:,a;i) + A/i(a;,a;,)«0, 

und führt zu einem Büschel Ton Korrespondenzen zwischen 
denselben Gebilden, jede einem Parameter X zugeordnet. Die konsti- 
tuierenden Korrespondenzen f{x, x^ « 0, /i (Xj x^) =« können^ auf 
Grund der nämlichen Überlegung wie bei den Involutionen in Nr. 136, 
durch beliebige zwei Korrespondenzen aus dem Büschel ersetzt werden. 

Und ebenso wie dort schließt man, daß alle Paare entsprechen- 
der Elemente, welche den beiden konstituierenden Verwandt- 
schaften gemeinsam sind, auch zu den übrigen Korrespon- 
denzen des Büschels gehören. Unter ihnen befinden sich die 
nn^ + ^ + ^ — 1 gegebenen; aber dieser gemeinsamen Paare können, 
wie wir später erkennen werden, mehr sein. 

Wenn die beiden Gebilde gleichartig sind und ineinander liegen, 157 
so kommen wir wiederum zu der Frage nach den Koinzidenzelementen. 
Wir nehmen dann, wie in Nr. 67, 68, an, daß in beiden Gebilden die 
nämliche parametrische Bestimmung gilt, damit aus gleichen Para- 
metern auf identische Elemente geschlossen werden kann, setzen, wie 
dort, x^^x und erhalten eine Koinzidenzgleichung {n + n^^^ 
Ghrades, aus welcher sich der fundamentale Satz, das sogenannte 
Chaslessche Korrespondenzprinzip^), zufolge des Ghrundsatzes 
der Algebra ergibt: 

Zwei ineinander liegende Gebilde, welche in einer Kor- 
respondenz [n, nj stehen, haben n -f n^ Koinzidenzelemente. 

Dieser Satz umfaßt den früheren Satz über die zwei Koinzi- 
denzen konjektiver Gebilde. 

Dies Prinzip gilt zunächst für die acht Gebilde; aber 
man erkennt sofort, daß es auf alle Gebilde übergeht, für 
welche sich dartün läßt, daß sie sich eindeutig — aber in 
beiderlei Sinne — auf eins der genannten Gebilde (und damit 
auch auf die übrigen) beziehen lassen. Alle diese Gebilde sollen 
unikursal heißen. Unikursal ist z. B. die Punktreihe auf einer ebenen 
Kurve 3. Ordnung mit einem Doppelpunkt, wie der Strahlenbüschel 
um diesen Punkt zeigt, aber nicht diejenige auf einer allgemeinen 
(doppelpunktslosen) ebenen Kurve 3. Ordnung. 

Für alle unikursalen Gebilde gilt das Chaslessche Korrespondenz- 
prinzip. Eine Korrespondenz auf einem unikursalen Gebilde kann 
man ja immer übertragen denken durch die eindeutige Abbildung 
auf eins der obigen Gebilde, etwa auf eine Punktreihe, und koinzi- 



1) AuBgesprochen von Ghaalesin den Gomptes renduB, Bd. 68 (1864), S. 1176 
und in vielen folgenden Artikeln der Gomptes rendns verwertet. 

16* 



228 n. § 24. Mehrdentige Verwandtschaften, Viel&oliheit der Koinzidenzen. 

dierende entsprechende Elemente bilden sich ab in ebenfalls koinzi- 
dierende entsprechende. 

Ferner, die Yerwandtschaftsgleichung ist algebraisch. Grund- 
bedingung für die Anwendung des Eorrespondenzprinzips 
ist daher, daß man es nur mit algebraischen Beziehungen 
zu tun hat; man muß sich des algebraischen Charakters aller 
vorkommenden Operationen bewußt sein. Die Yerwandtschaftsglei- 
chung herzustellen, d. h. alle ihre Eoef&zienten zu ermitteln, wird 
jedoch in den meisten Fällen nicht notwendig sein. Die Bestimmung 
der beiden Zahlen n, n^ reicht hin. Die Beispiele werden darüber 
orientieren. 
158 Der schwierigste Punkt der Anwendung des Eorrespondenzprin- 

zips ist die Bestimmung der Yielfachheit der Eoinzidenzen. Dazu 
ist eine längere Erörterung unerläßlich. 

Im Gh*unde ist die Existenz Yon (ebenen) Eurven n^' Ordnung nur 
durch die analytische Gleichung bewiesen; wenn es auch möglich ist^ 
allmählich in die Höhe steigend, mit Hilfe von Eurven niedrigerer 
Ordnung, also zunächst von Geraden und Eegelschnitten, durch geo- 
metrische Eonstruktion zu Eurven höherer Ordnung zu gelangen, 
weit ist man auf diesem Wege noch nicht gekommen. 

Es liege also eine durch ihre Gleichung n^^ Grades in gewöhn- 
lichen Carte siechen Eoordinaten definierte Eurve n^^ Ordnung vor. 
Sie liefert uns eine Eorrespondenz [n, n] zwischen den Büscheln der 
Parallelen zu den Axen: Parameter eines jeden dieser Strahlen ist die 
Eoordinate, die er von der andern Axe abschneidet, und Yerwandt- 
schaftsgleichung ist die Eurvengleichung. Wir wissen, dieselbe steigt 
bis zum n^ Gh-ade in x und y zusammen, während die allgemeine 
Yerwandtschaftsgleichung einer Eorrespondenz [n, n] zwischen den 
Büscheln auch Produkte von x und y in den Dimensionen n -f 1 bis 
2n hat. Erläutern wir das Fehlen dieser oberen Glieder. 

Auf einer Gerade v entsteht ebenfalls ein Eorrespondenz [n, n], 
deren entsprechende Punkte von entsprechenden Strahlen der Büschel 
herrühren, d. h. von solchen^ die sich auf der Eurve schneiden. 

Zu den 2n Eoinzidenzen dieser Eorrespondenz gehören ersicht- 
lich die n Schnitte der Eurve mit der Gerade, andere endliche Punkte 
nicht; folglich müssen die n übrigen sich im unendlich fernen Punkte 
vereinigen. Und daß dieser vielfache Eoinzidenz ist, ergibt sich daraus, 
daß der unendlich fernen Gerade als Strahl des einen Büschels die 
n Strahlen des andern korrespondieren, welche nach ihren Schnitten 
mit der Eurve gehen, also n in ihr selbst vereinigte Strahlen. Daraus 
allein könnte man auf die n-fachheit der Eoinzidenz im unendlich 
fernen Punkt der Gerade v noch nicht mit Sicherheit schließen; sie 
folgt daraus, daß nur n andere Eoinzidenzen vorhanden sind. 
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Denken wir uns zweitens die Gleichung der durch die Kurve 
Termittelten Verwandtschaft zwischen den beiden Parallelstrahlen- 
Bfischeln in der allgemeinen Form von Nr. 156 geschrieben: 

t = 0, ib = 

Die Gerade v sei eine durch den Anfangspunkt gehende y ^ qx] so 
ergibt sich durch Elimination von y, wodurch für die Punkte auf der 
Gerade die o;- Koordinate Parameter wird^ die Koinzidenzgleichnng: 

+ K— j+ «— 1,— 1^ + »1.-1.1.«')^*""*+ • • • 

+ Ki+ ««-1..^ + • - + «1.1.3"-')^+' + 0. 

* Auf jeder Gerade ist der unendlich ferne Punkt eine n-fache Koinzi- 
denz; diese Gleichung hat also, für jeden Wert von q, n Wurzeln oo, 
es fallen die n oberen Glieder weg. Die Koeffizienten von x^^ bis 
a;"+* sind, für jeden Wert von j, gleich 0, d. h. alle a^^ sind 0, 
bei denen t -f X; > n. Es fehlen in der Korrespondenzgleichung alle 
Glieder, welche in x und y von höherer als n^ Dimension sind; es 
bleibt eben die Kurvengleichung. 

Betrachten wir nunmehr die allgemeine Korrespondenzgleichung: 

^a,j,7fx^^^0, 

I = 0, A B 

in welcher die oberen Glieder nicht fehlen, und fassen in ihr 
X und x-^ als Koordinaten auf. Dann stellt sie eine Kurve von der 
Ordnung n + n^^ dar, aber mit spezieller Eigenschaft hinsichtlich der 
unendlich fernen Punkte der Koordinatenaxen. Jede Parallele x = lz 
zur Axe a; =« führt zu einer Gleichung in a?i, die statt (n + ny^^ 
nur n^ Grades ist; die n oberen Glieder fehlen, sie hat n, endliche 
Wurzeln und n Wurzeln oo. Von den Schnitten der Gerade mit der 
Kurve sind n^ endlich und n haben sich im unendlich fernen Punkte 
vereinigt; und da dies für jede Parallele zu o; » gilt^ so wird der 
unendlich ferne Punkt der Axe x^O ein n-facher Punkt 
der Kurve, und der von x^^O ein nj-facher. Sie repräsen- 
tieren so die n + ^ Schnitte der unendlich fernen Gerade mit der 
Kurve. 

Diese Gerade wird übrigens in der Korrespondenz zwischen den 
beiden Büscheln nicht sich selbst entsprechend, wie vorhin, sondern 
ihr entsprechen, als Strahl des einen oder andern Büschds, die n^ 
Tangenten des nj-fELchen, die n Tangenten des n- fachen Punktes. Jeder 
Strahl des ersten Büsdiels erhalt durch seine n^ endlichen Schnitte 
mit der Kurve seine entsprechenden Strahlen im zweiten. 
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169 Es sollen nun etwas allgemeinere Koordinaten genommen werden. 

Ein Dreieck ABC sei zugrunde gelegt; sind f&r einen Punkt P die 
Schnitte Ton P(Äy B^ G) mit BGy . . . durch %, 89, S bezeichnet^ so 
hat man: 

Wir nehmen als Koordinaten Yon P die beiden Teilyerhältnisse: 

so daß, wenn y = -r^ ist, ß : a = — y. 

Es ist a Parameter f&r einen Strahl durch Ä, ß ftir einen durch B, 
und a, /3 sind die Koordinaten des Schnittpunktes. Für jeden Punkt 
auf AB sind beide Koordinaten oo. 

Eine Kurve n^"" Ordnung, in allgemeiner Lage zum Dreieck, bringt 
die beiden Büschel Ay B in. eine Korrespondenz [n, n] und was vor- 
hin für die unendlich ferne Gerade und den Anfangspunkt galt, gilt 
jetzt f^r AB und C. 

In der Korrespondenzgleichuug in a, ß fehlen also die Glieder 
von der 2w*®" bis zur (n + 1)**" Dimension; wir können sie als Glei- 
chung der Kurve in den Koordinaten a, ß bezeichnen^): 

WO diese Summe sich über alle ♦, Je erstreckt, för die i + k ^n. Wir 
schneiden die Kurve mit CB^ auf welcher /3 » 0; es ergibt sich: 

also, wenn Oj, Oj, . . . «^ die Wurzeln sind: 

Ebenso auf CA, wo a » ist und ßi, ß^, - - » ß^ die zu den Schnitten 
gehörigen Werte von ß sind: 

ftA.../j.=(-i)-j;. 

Die Division der Kurvengleichung mit a** gibt: 

^«"/.•"O oder ^a,,.J,,,{-Yf^Q. 

Auf AB ist a^ oo, also fallen alle Glieder weg, in denen i + fc < n; 
daher bleibt: 

«o«(- yY + «i.»-i(- y)"-* + • • • + o«o - 

oder ao,y« - a,, „_, y- »+«,„_, y-»- + ••• + (- 1)« a„, - 0. 

1) GhasleB, Aper9a historique, S. 280; Ghasles' Porisma von Gremona 
genannt: Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen Kurven, Nr. 86. 
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Also: 

anQ 

Demnach: 



Wenn also die Schnitte einer Kurve mit den Seiten BC\ 
CA, AB eines Dreiecks durch A^, -4,,... -4^; jBi,...5^; Ci,...C^ 
bezeichnet werden, so ist: 

BA^ ' BA^ . . . B An GB^-. .. GBn A<\j . . . ACn _ . 
CA^ • CA^ • . • CAn AB^ • • . . ABh BL^- . , , B Ch 

Das ist Carnots Satz^). 

Ans ihm kann man eine zuerst von Halphen') in präziser Fornl 160 
ausgesprochene Regel ableiten, durch welche die Anzahl der Schnitte 
einer Gerade mit einer Kurve n^^ Ordnung, die in einem Punkte P 
vereinigt sind, bestimmt wird. 

Diese unbekannte Anzahl sei ^; die Qerade sei die Seite AB des 
Dreiecks und zwar liege die Ecke A dem P unendlich nahe (in 1. Ord 
nung), die übrigen Schnitte seien C'^^l, C^+j, ... C^- Die an P un- 
endlich nahe vorbeigehende Seite AC wird dann eine gewisse Anzahl tj 
von Schnitten B^^ B^^ , . . B haben, die dem A unendlich nahe liegen; 
wobei die Strecken AB^, AB^, . , , AB^ von verschiedener Ordnung 
unendlich klein sein können; die übrigen Schnitte seien £^^j,...J?^; 
die Schnitte endlich von BC seien J.^, A^,.,.A^, Nach Carnots 
Satz ist dann: 

API BP^'BC^ + i...BCn'CA^..,CAn'ABti^i...ABn 



AB^ . . . AB,j AC^^i . . . ACn - BA^ . . . BAn • GB^ . . . GBn 

Rechts stehen lauter endliche Strecken. Mithin ist das links stehende 
Verhältnis endlich, und demnach S gleich der Summe der Ordnungen, 
in denen AB^j -^^^j • • • -^^r, ^uiendlich klein sind. Also: 

Die Anzahl der Schnitte einer Kurve und einer Gerade, 
die in einem Punkte P vereinigt sind, ist gleich der Summe 
der Ordnungen der unendlich kleinen Strecken zwischen 
der Kurve und der Gerade auf einer Sekante, deren Ent- 
fernung von P unendlich klein 1. Ordnung ist. 

Nun liege eine Korrespondenz [n, nj auf einer Gerade u vor; 
P sei eine vielfache Koinzidenz derselben; es soll eine Regel fiir die 
Bestimmung der YielfeM^hheit l gewonnen werden. Wir projizieren 
die beiden Punktreihen aus zwei beliebig gelegenen Punkten {7, 27^; 

1) Carnot, G^om^trie de pontion (1808), S. 291. Vgl. Cremona a. a. O., 
Nr. 88. 

2) M^moixes present^ par divera savantB, Bd. 26, Nr. 2, 8. 10. Bulletin 
de la Soci^t^ math. de France, Bd. 1, S. 182. 
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die Büschel kommen ebenfalls in eine Korrespondenz \n, n^], und das 
Erzeugnis der Schnitte entsprechender Strahlen ist eine Emre von 
der Ordnung n + n^^ wie es die auf einer beliebigen Gerade entstehende 
Korrespondenz beweist. Es kommt darauf an, wie viele Schnitte dieser 
Kurve mit u sich in P vereinigen. Ist dann X ein Punkt auf u, 
dessen Entfernung von P unendlich klein 1. Ordnung ist, so wollen 
wii* die Qerade u und den Strahl XU als zwei Seiten dcfb Dreiecks 
annehmen. Der Punkt X der ersten Reihe hat eine Anzahl ent- 
sprechender Punkte X^, X,, . . . X^, die ihm unendlich nahe sind. Sie 
liefern, mit U^ verbunden, auf ÜX die dem X unendlich nahen 
Schnitte Y^, Yf,.,.Y mit der Kurve, und g ist gleich der Summe 
der Ordnungen, in denen XY^, XY^, , , , XY^ unendlich klein sind, 

oder, was dasselbe ist, in denen XXj, XX,, ... XX es sind; denn die 

XX XX XX 

Verhältnisse y— , -==^ , . . . -yy^ si^^d endlich. 

Die Yielfachheit einer Koinzidenz P einer Punkte-Kor- 
respondenz auf ti ist daher gleich der Summe der Ordnungen, 
in denen XX^, XX^, ...XX unendlich klein sind, wenn X 
ein Punkt von u ist, dessen Entfernung von P unendlich 
klein 1. Ordnung ist, und X^, X,,... X diejenigen von den 
ihm in dem einen Sinne entsprechenden sind, welche ihm 
unendlich nahe liegen^). 

Die dem X im andern Sinne entsprechenden unendlich nahen 
Punkte brauchen nicht dieselbe Anzahl zu haben, aber die Summe 
der Ordnungen, in denen die Strecken von ihm nach ihnen unendlich 
klein sind, muß die nämliche sein. 

§ 25. Sätze über Sclinittpunkte, Plückersche Formeln, 

Geschlechtssatz. 

161 Es wird sich empfehlen, hiervon einige Anwendungen zu machen. 

Der Satz über die Anzahl nn' der Schnittpunkte zweier 
Kurven n^^ und n'*®' Ordnung (derselben Ebene) wird in der ana- 
lytischen Geometrie auf den Satz der Algebra begründet, daß zwei 
Gleichungen n**" und «'**" Grades mit zwei Unbekannten nn gemein- 
same Lösungen haben. Zu ihnen gelangt man, wenn die eine Unbe- 
kannte eliminiert wird, wodurch sich eine Gleichung vom Grade nn 
in der andern ergibt. Diese Elimination, ja selbst schon die Fest- 
stellung des Grades der resultierenden Gleichung ist nicht leicht, wenn 
die beiden Gradzahlen nicht kleine Zahlen sind, und ebenso die Er- 



1) Zenthen, Bulletin des Sciences math^matiques , 1. Ser., Bd. 5 (1878), 
S. 187; vorher in etwas weniger präziser Fassung in der Abhandlung: Almindelige 
Egenskaber ved Systemer af plane Eurver, Nr. 26 (Schriften der dänischen 
Akademie, 6. Reihe, Bd. 10, lY). 
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örternng; daß zu jeder Wurzel der Gleichung nn^^ örades nur ein 
Wert der eliminierten Unbekannten gehört^ der mit ihr zusammen 
beiden Gleichungen genügt. 

Ist aber eine der Gradzahlen 1^ so ist sowohl jene Elimination, 
als auch diese Erörterung einfach. Mit Hilfe dieser Schnittpunkte- 
Zahl n • 1 läßt sich, ohne umständliche Eliminationen, vermittelst des 
Eorrespondenzprinzips, also unter alleiniger Benutzung des Gauß sehen 
Fundamentalsatzes, die allgemeine Schnittpunkte-Zahl nn ableiten^). 

Wir ordnen den beiden Kurven C", C**' zwei Büschel in ihrer 
Ebene zu, welche denselben Scheitel Q haben, und stellen zwischen 
ihnen eine Korrespondenz her, in der zwei Strahlen einander ent- 
sprechen, welche nach solchen Punkten von C^ und C*' gehen, die 
mit einem festen Punkte in gerader Linie liegen. Ein Strahl x des 
C" zugeordneten Büschels trifft diese Kurve in n Punkten, deren Ver- 
bindungslinien mit die C"' in nn Punkten schneiden, nach denen 
die entsprechenden Strahlen x' des zweiten Büschels gehen, und ebenso 
entsprechen jedem x' nn Strahlen X] so daß eine Korrespondenz 
[nn, nn'] vorliegt. Unter den 2nn Koinzidenzstrahlen befindet sich 
ersichtlich $» QO; für diesen Strahl als x oder x' fallen alle nn 
entsprechenden Strahlen in ihn. Daraus kann noch nicht geschlossen 
werden, daß er eine nn'-fache Koinzidenz ist. Wir wenden unsere 
Regel an, von Punkten auf Strahlen übertragen. Durch Q sei ein 
dem q unendlich naher Strahl x gezogen. Z sei irgend einer der 
n Schnitte mit C", bei der beliebigen Lage von und Q in endlicher 
Entfernung von ihnen, Z' sei wiederum einer der n Schnitte von 
OZ mit C'*', ebenfalls in endlicher Entfernung von beiden Punkten 
und von Z. Der Strahl af ^ QZ ist daher einer von den x ent- 
sprechenden. Aber Z ist unendlich nahe an g, daher auch OZ, Z' 
und QZ » x'\ demnach x' unendlich nahe an x. 

Es ist (Nr. 53): 

^ ^ sin qx ^OZ QZ^ 

sin xx' — ZZ ' ÖQ ' 

wobei es fOr die vorliegende Betrachtung nur auf absolute Werte 
ankommt 

Rechts stehen lauter endliche Größen, daher ist -^xx' ebenfalls 
unendlich klein erster Ordnung wie qx. Das gilt für alle nn' Strahlen o;', 
welche dem x entsprechen. Folglich ist die Yielfachheit von q in der 
Tat nn'. 

Jede von den nn übrigen Koinzidenzen weist auf zwei Punkte 
von C* und O' hin, die sowohl auf einer Gerade durch liegen, 
als auch — wegen der Koinzidenz — auf einer Gerade durch Q liegen, 
ohne daß jedoch diese beiden Geraden, wie vorhin, identisch sind. 



1) Ghaalea, Comptes rendus, Bd. 76, S. 786. 
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Daher müssen sich die beiden Punkte yon C* und C*^' in den Schnitt 
der beiden Geraden yereini^en, also in einen gemeinsamen Punkt der 
Kurven; und umgekehrt^ jeder gemeinsame Punkt liefert einen Koin- 
zidenzstrahl unserer Korrespondenz^). 

Der Satz, daß zwei Kurven n*®' und n'*~ Klasse (derselben Ebene) 
nW gemeinsame Tangenten haben, ist dual zu beweisen. 

Aus ihnen folgen die entsprechenden Sätze über konzentrische 
Kegel, und daß die Schnittkurve zweier Flächen n^' und n'^ Ordnung 
nn^' Ordnung ist und die gemeinsamen Berührungsebenen zweier 
Flächen n*®' und n'**' Klasse einen Torsus*) nn^^ Klasse bilden; denn 
die Kurven, in denen jene Flächen von einer Ebene geschnitten werden, 
haben nn gemeinsame Punkte, und die Tangentialkegel aus einem 
Punkte an diese Flächen nn gemeinsame Berührungsebenen. 

In ähnlicher Weise kann die Zahl nn der Schnittpunkte einer 
Raumkurve n*®' Ordnung iZ" und einer F^che n'*" Ordnung F^' be- 
wiesen werden. Es sei ein Punkt und eine Gerade q gegeben. Eine 
Ebene | durch q schneidet die B^ in n Punkten, deren Verbindungs- 
linien mit die Fläche in nn Punkten schneiden; die Ebenen i' 
von q nach diesen ordnen wir der | zu. Der Kegel «'*•' Ordnung, 
welcher aus die Schnittkurve einer Ebene |' von q mit 2^"' pro- 
jiziert, hat mit demjenigen, welcher jß* projiziert, nn Kanten ge- 
mein; nach den Begegnungspunkten derselben mit 22" gehen von q 
die der Ebene 4' entsprechenden Ebenen |. Daher liegt wiederum 
eine Korrespondenz [nn\ nn"] im Büschel q vor. unter den 2nn 
Koinzidenzen derselben befindet sich die Ebene (» » gO nn'-£äch. Denn 
es sei g eine der q unendlich nahe Ebene im Büschel q, Z einer ihrer 
Schnitte mit iZ* und Z' einer der Schnitte von OZ mit jF**', endlich 
I' die nach ihm gehende Ebene aus q. Z und Z befinden sich, 
wegen der beliebigen Lage von q und 0, in endlichen Entfernungen 
Yon diesen und Yoneinander, aber unendlich nahe an q. Durch OZZ' 
Bißt sich im allgemeinen keine Ebene senkrecht zu der Axe q legen. 
Es sei daher durch Z eine zu q windschiefe und rechtwinklige Gerade 
gelegt, welche (» in i2 und ^ in W trifft; ist dann noch V ihr Schnitt- 
punkt mit der Ebene % durch g, welche zu OZZ parallel ist, ein 
Punkt, der ebenfalls endliche Entfernung von ü und YT hat; so 
haben vnr, wegen der Doppelyerhältnis-Gleichheit der beiden mit dem 
Wurfe q^%% Perspektiven Würfe: 

BZ BV OZ 
zw'' WV^ZZ' 



1) Einen etwas anderen Beweis hat Chasles Comptes rendus, Bd. 76, S. 126 
gegeben. 

2) Für den Ebenenort 1. Stnfe hat Cayley das Wort Torse gebraucht; in 
obiger Form habe ich es schon seit längerer Zeit an Stelle des umständlichen 

abwickelbai*e Fläche^^ übernommen. 



ti 
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Durch die neue Grerade ist eine zu q senkrechte Ebene mSglich^ 
welche die Neigungswinkel der Ebenen q^ |^ %' ausschneidet; ist Q ihr 
Schnitt mit q^ so ist: 

sin qJ _ BZ QW _ OZ BV QW" 
Bii Jf ZW' QB ^ ZZW'V* QB' 

Rechts stehen lauter endliche Größen^ daher ist <<^ g|' ebenso un- 
endlich klein 1. Ordnung wie ^pg, und das gilt für alle nW Ebenen i\ 
welche der | korrespondieren. Folglich ist, wie behauptet, q eine 
nw'- fache Koinzidenz. Die übrigen nW Koinzidenzen führen je zu 
zwei Punkten, von denen der eine auf der Kurve i2", der andere auf 
F^' liegt, und welche beide sowohl in einer Ebene durch q, als auch 
auf einem nicht in diese Ebene fallenden Strahle durch liegen, daher 
sich in den Schnittpunkt beider vereinigen müssen. Also: 

Eine Raumkurve n^' und eine Fläche n'^^ Ordnung haben 
nn Punkte gemein. 

Ist jene der volle Schnitt zweier Flachen, so ergibt sich: 

Drei Flächen »*•', n^% n"*®' Ordnung haben nnn" Punkte 
gemein^). 

Als weitere Anwendung mögen Beweise der PI ück er sehen 162 
Formeln gewählt werden. Es liege also eine Kurve n^' Ordnung 
nf^ Klasse mit d Doppelpunkten und r Rückkehrpunkten 
vor. Wir lassen in einem Strahlenbüschel L zwei Strahlen x und Xi 
entsprechen, welche nach zwei Punkten der Kurve gehen, die mit 
einem festen Punkte M in gerader Linie liegen. Jedem Strahle x 
entsprechen ersichtlich n (n — 1) Strahlen x^, und ebenso umgekehrt. 
Die n Tangenten aus M an die Kurve führen zu ein£Ekchen Koin- 
zidenzen in den Strahlen von L nach ihren Berührungspunkten. 

Der Strahl m^ LM aber ist eine n(n— l)-fache Koinzidenz. Es 
sei X ihm unendlich nahe im Büschel Z, Z einer von seinen n Schnitten 
mit der Kurve, Z^ einer der n — I weiteren Schnitte von MZ, zwei 
Punkte, welche in endlicher Entfernung von L und M und von ein- 
ander sich befinden; ist dann x^ der Strahl LZ^y der dem m und 
dem X unendlich nahe ist, so haben wir wieder: 

sin mx MZ LZ^^ 
sin xXi ZZ^ LM^ 

also sind xx^ und mx von gleicher Ordnung unendlich klein. Das 

gilt ebenso für jeden der n(n— 1) dem x entsprechenden Strahlen x^. 

Wenn D ein Doppelpunkt der Kurve ist, so ist rf =« ZD eine 

zweifache Koinzidenz. Denn es sei x wieder dem d unendlich nahe 

1) Der Beweis ist denjenigen nachgebildet, den Fouret im Bulletin de la 
Soci^t^ matb^matique de France, Bd. 1, S. 182 für diesen speziellen Fall ge- 
geben hat. Dieser und die Ghaslesschen Beweise enthalten noch nicht die 
schftxfere Bestimmnng der Vielfachheit der aussuscheidenden Koinzidenz. 
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im Büschel L, Z einer der beiden Schnitte der Eurre mit Xy welche 
dem D unendlich nahe sind; so daß t; » DZ unendlich wenig von 
der einen Tangente des Doppelpunkts yerschieden ist und MZ^y 
unendlich wenig von MD » 8, Daher liegt auf y ein zweiter dem 
D naher Punkt Z^ auf dem andern Aste, so daß dann wiederum 
Vi=^ DZ^ sich wenig von der andern Tangente des Doppelpunktes 
unterscheidet. Nach Z, geht x^ von L, Wir haben: 

sin dx DZ sin xx^ ZZ^ 

sm dv LZ' sin x^y LZ' 

also: 

sin xx^ sin x^y ZZ^ sin x^y sin vv^ 

sin dx sin dv DZ sin dv sin yv^ 

Wieder stehen rechts lauter endliche Winkel, insbesondere ist 
vv^ nur unendlich wenig von dem Winkel der beiden Doppelpunkts- 
Tangenten yerschieden. Daher ist ^ xx^ unendlich klein 1. Ordnung, 
und ebenso der Winkel, der sich bei dem zweiten dem D unendlich 
nahen Schnitte von x ergibt 

Ist aber der Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt JR übergegangen, 
so ist der Winkel vv^ unendlidi klein und zwar von der Ordnung ^. 
Eine unendlich nahe am Rückkehrpunkte vorbeigehende Gerade 
schneidet die Kurven in zwei ihm unendlich nahen Punkten, welche 
mit dem Rückkehrpunkte verbunden, einen Winkel ergeben, der un- 
endlich klein von der Ordnung \ ist. An der Kurve y^^ ax^, durch 
welche man jede Kurve mit Rückkehrpunkt in dessen Nähe ersetzen 
kann, ist dies leicht zu ersehen. 

Für den Winkel xx^ ergibt sich daher die Ordnung f und wegen 
der zwei Schnitte von x, die sich in der Nähe von jß befinden, er- 
halten wir die Summe 3 der Ordnungen der beiden unendlichen 
kleinen Winkel xx^, also LR als dreifache Koinzidenz. 

Daher ist: 

2n(w— 1) « n' + «(n-1) + 2d + 3r 
oder: 

1) »(n-l) = n' + 2d + 3r, 

die erste der Plückerschen Formeln*)- 
Die zweite: 

2) n'(n'-l)-n + 2rf' + 3r, 

worin d', r die Anzahlen der Doppel- und der Wendetangenten sind, 
ergibt sich dual. 

Wir lassen nunmehr in einem Büschel L zwei Strahlen x und x^ 
entsprechen, von denen x nach einem Punkt der Kurve geht und x^ 
nach einem der n— 2 weiteren Schnitte seiner Tangente. Jedem x 

1). Plücker, Theorie der algebraischen Kurven, 1889. 
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korrespondieren daher n(n—2) Strahlen x^. Von jedem Punkte der 
Eorye gehen, außer der zugehörigen Tangente und der unendlich 
nahen, n' — 2 anderwärts berührende aus; daher entsprechen jedem 
Strahle x^ n(n' — 2) Strahlen X] und es liegt eine Korrespondenz 
[n(»' — 2), n{n — 2)'] vor. 

Die r' Wendei»ngenten führen zu einfachen Koinzidenzen. Die 
n' Tangenten, welche yon L kommen, sind hingegen vielfache Koin- 
zidenzen. Es sei t eine von ihnen und T ihr Berührungspunkt^ x ein 
dem t unendlich naher Strahl aus L, Z einer von den beiden Schnitten 
mit der Kurve, welche dem T unendlich nahe sind. Die Tangente in 
Z ist daher der Tangente t unendlich nahe und ihr Schnitt S mit t 
in der Nahe von T gelegen, Z^ sei einer ihrer n — 2 weiteren Schnitte 
mit der Kurve und x^ der Strahl LZ^. Es ist wiederum: 

sin xx^ ZZ^ LS 

BinTix ■" ^Z ' LZ[' 

Von den rechts stehenden Strecken sind ZZ^, SL^ LZ^ endlich, 
dagegen SZ unendlich klein xmd zwar von der Ordnung \, 

Betrachten wir dazu die Parabel, welche ^ in T und Z8 in Z 
berührt; ist Y der Schnitt des durch Z gehenden Durchmesser s mit t 
und U dessen Schnitt mit der durch T gehenden und zur Tangente 
Z8 paraUelen Polare von Y, so ist YZ^ZUy SZ^^TU, daher: 

SZ^^^P'YZ, 

wo p der zu jenem Durchmesser gehörige Parameter ist. 

ZF ist aber ebenso unendlich klein 1. Ordnung, wie -^tx] daher 
SZ unendlich klein von der Ordnung ^. Also gilt dies auch für 
^xx^. Dasselbe ergibt sich bei jedem der n — 2 übrigen Schnitte 
von ZSf und ebenso bei jedem der n — 2 übrigen, zu welchen der 
zweite Schnitt von x führt, der dem T unendlich nahe ist. Somit 
ist in diesem Falle die Summe der Ordnungen und die Yielfachheit 
von i als Koinzidenz 2 (n -— 2) • -J- = n — 2. 

Jeder Strahl d von L nach einem Doppel- oder Rückkehrpunkte 
der Kurve ist Koinzidenz und zwar in beiden Fällen zweifache. Ist 
nämlich x dem d unendlich nahe und Z einer der beiden dem aus- 
gezeichneten Punkte unendlich nahen Schnitte, Z^ der ebenfalls un- 
endlich nahe Schnitt seiner Tangente mit dem andern Aste und x^ 
der Strahl iZ^, so ist -^ xx^ von derselben Ordnung unendlich klein 
wie dx. Für den Fall des Bückkehrpunktes kann man wieder 
y* — ax^ benutzen^). 

Folglich ist: 

n(«'- 2) + n{n - 2) » r -f- n'{n - 2) + 2(d -f r); 



1) Hat Z die Koordinaten a, ^, so sind |a, —^fi die von Z^, 
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ftlsoi 

/= n«- 4n + 2n'- 2(rf + r), 

und weil n' « n(n — 1) — 2rf — 3r, so wird: 

3) r =3n(«-2)-6d-8r. 

Das ist die dritte Plückersche Formel; die zu ihr duale ist: 

4) r - 3n (n'- 2) - 6d'- 8/. 

Was hier ftir eine Eurye erhalten ist, kann sofort durch Projektion 
auf einen Eegel übertragen werden. 

Die vier Formeln sind mit dreien äquivalent. Zieht man die 
mit 3 multiplizierte Formel 1) von 3) ab, so ergibt sich: 

5) 3n-r = 3n-r'. 

Diese Formel, deren Seiten zueinander dual sind, ergibt sich ebenso 
aus 2) und 4). und man nimmt am besten 1), 2), 5); aus 1) und 

5) folgt 3), aus 2) und 5) folgt 4)^. 
163 Schreibt man 5) in der Form: 

w'+r-2(n-l)-n + r'-2(n'-l) 

und ersetzt links n' durch n(n — 1) — 2rf — - 3r, rechts n durch 
n'(w'- 1) — 2d'- 3r, so ergibt sich: 

6) l(w - l)(n - 2) - (rf + r) = l(n'- l)(n'^ 2) - (cT + /). 

Die beiden zueinander dualen Seiten dieser Formel werden als das 
Geschlecht p der Kurve bezeichnet. Es ist also auch: 

7) p - \(n'+ r) - (n - 1) - l(n + O - (n'- 1). 
Aus 6) und 5) folgt noch: 

8) l«(n + 3) - d - 2r = ^n(n' + 3) - (T- 2/. 

Das Geschlecht hat für die Theorie der Kurven eine große Bedeutung 
erhalten, vor allem wegen des fundamentalen Satzes, der von Glebsch') 
herrührt: 

Zwei eindeutig aufeinander bezogene ebene Kurven 
haben das nämliche Geschlecht. 

Die beiden Kurven seien C, (7^; zu der einen gehören n, n\ d, 
r, d\ Ty Pj zu der andern Wj, w^', . . .; und 0^ seien zwei beliebige 
Punkte in der einen und der andern Ebene. Ein Strahl g des Büschels 
trifft C in n Punkten, denen infolge der eindeutigen Verwandtschaft 
der beiden Kurven ebenso viele Punkte auf C^ korrespondieren; die 
Strahlen aus 0^ nach ihnen schneiden in n{n^—l) weiteren Punkten, 

1) Zu den vorangehenden Betrachtangen vgl. Zenthen, Nonv. Annales de 
Mathämatiques, 2. Serie, Bd. 6, S. 200. 
2} Journal f. Math., Bd. 64, S. 98. 
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denen wiederom ebenso viete auf C entsprechen; die Strahlen g' aus 
nach ihnen seien dem g zugeordnet. Ersichtlich sind auch jedem 
g' n{Y^— 1) Strahlen g zugeordnet, da g aus g' ebenso entsteht, wie 
g aus g. Es ergibt sich also in eine Korrespondenz: 

[n(ni~l), n(ni-l)], 

in welcher zwei Strahlen g und g' entsprechend sind, die nach Punkten 
von C gehen, deren entsprechende auf C^ mit 0^ in gerader Linie 
liegen. Koinzidenzen kommen in folgender Weise zustande. Es gebe 
V Paare von Punkten auf (7, die mit in gerader Linie liegen und 
deren entsprechende auf C^ mit 0^ in gerader Linie liegen. Jedes 
dieser Paare liefert eine Koinzidenz, die nicht einfach ist; eine genauere 
Untersuchung zeigt, daß sie doppelt ist; aber wir brauchen für unsere 
Zwecke diese Vielfachheit nicht genauer zu bestimmen, sie sei x\ so 
daß auf diese Weise xv Koinzidenzen entstehen. Die beiden Punkte 
von Cj welche den beiden unendlich nahen Punkten entsprechen, die 
eine Tangente aus 0^ an C^ mit dieser Kurve gemein hat, führen 
ersichtlich zu einfachen Koinzidenzen; ihre Zahl ist n^\ Den Punkten, 
welche in einem Doppelpunkte von C/^ übereinander und deshalb mit 
0^ in gerader Linie liegen, entsprechen auf C nicht wiederum in einem 
Doppelpunkte übereinander liegende, sondern getrennte Punkte'). 
Diese Punkte rücken aber zusammen, wenn der Doppelpunkt ein 
Bückkehrpunkt wird, und liefern eine Koinzidenz im Büschel 0; die 
Anzahl dieser Koinzidenzen ist r^. Auf andere Weise können nicht 
Koinzidenzen entstehen. Also: 

2w(«i— 1)^ XV + n/ + rj. 

Vertauscht man und 0^ und C und (7^, so bleibt die Zahl xv 
unverändert, weil die betreffenden Koinzidenzen gleichartig zu C und 
und zu Gl und Oj sich verhalten. Mithin: 

2 Wi (n -- 1) =» a?f; + w' + r; 

also erhalten wir durch Elimination von xv: 

»/ + Tj — 2 Wi =« «' + r — 2 n, 

mithin wegen 7) 2(|)j + 1) = 2(p + 1) oder: 

1) Eindeutig sind z. B. entsprechend eine Kurve und der Ort der Fußpunkte 
der aus einem Punkte auf ihre Tangenten gefällten Lote (Fußpunktekurve); 
hier sieht man deutlich, wie einem Doppelpunkte zwei getrennte Punkte zuge- 
ordnet sind. 

2) Den obigen geometrischen Beweis des Satzes von G leb seh hat Zeuthen 
gegeben: Mathem. Annalen, Bd. 8, S. 150. Für die ganze vorangehende Be- 
sprechung der Vielfachheit einer Koinzidenz ist mir ein ausführlicher Brief 
meines Frexmdes Zeuthen sehr wertvoll gewesen. 
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Nehmen wir an, daß wir die Gleichheit des Ordnungs- 
geßchlechts |) = ^(n — l)(n — 2) — (d + r) und des Elassenge- 
schlechts p = ^(n'- V){W - 2) — {S + r) (Formel 6)) noch nicht 
kennen^ so folgt aus diesen Definitionsgleichungen und den Formeln 
1), 2), daß 

i> - i(«' + r) - (« - 1), / - i(n + r-) - (n'- 1). 

Dualisieren wir nun in der zweiten Ebene, setzen also voraus, daß 
die Punkte von C eindeutig auf die Tangenten von Cy^ bezogen 
sind, so erhalten wir: 

Das Ordnungsgeschlecht der Eurye C ist gleich dem Elassengeschlecht 
der Kurve G^ 

Wenn nun 0^ = 0, so besteht die eindeutige Beziehung zweifel- 
los, jedem Punkte entspricht seine Tangente. Also ist: 

Die beiden Geschlechter einer Kurve sind gleich. Aus: 

n + r - 2(w - 1) == n + /- 2(n'- 1) 

folgt Formel 5), und diese, verbunden mit 1) oder 2), gibt 3), 
bzw. 4). 

Wie die beiden Kurven aufeinander bezogen, ob gleichartige 
oder ungleichartige Elemente entsprechend sind, macht kaum einen 
unterschied; der eine Fall zieht den andern nach sich. 

ünikursale Kurven, d. h. Kurven, welche eindeutig auf 
eine Gerade (oder ein anderes Grundgebilde 1. Stufe) sich beziehen 
lassen, sind vom Geschlechte 0, wie die Gerade; vor allem die 
Kegelschnitte, die ja auf die Strahlenbüschel um ihre Punkte oder 
auf die Punktreihen ihrer Tangenten eindeutig bezogen sind. 

Die Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt ist, wie schon ge- 
81^, auf den Strahlenbüschel um diesen Punkt, die kubische Raum- 
kurve auf jeden Ebenenbüschel um eine Doppelsekante eindeutig 
bezogen. 

Die ebenen Kurven, in welche eine Raumkurve aus den ver- 
schiedenen Punkten des Raumes projiziert wird, (oder die projizieren- 
den Kegel) sind alle eindeutig auf sie bezogen und also auch auf- 
einander; sie haben daher alle dasselbe Geschlecht. Es wird das 
Geschlecht der Raumkurve genannt; und der obige Satz kann 
auch auf die Raumkurven ausgedehnt werden. Auch Regel- 
flächen erhalten ein Geschlecht, da durch die geraden Erzeugen- 
den alle ebenen Schnitte in eindeutige Beziehung kommen; und so 
hat eine Regelfläche, deren Erzeugenden in eindeutiger Beziehung zu 
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den Elementen einer (ebenen oder anebenen) Kurve stehen, das näm- 
liche Geschlecht wie diese ^). 

Umgekehrt, jede Kurve n^' Ordnung vom Geschlechte laßt sidi 
eindeutig auf eine Gerade beziehen. Für sie gilt: 

^^»•(»-1)-+ («-!)(»«- 2), 

indem ein t-facher Punkt für ^i(i — 1) Doppelpunkte zahlt. 

Man lege eine Kurve (n — 1)*" Ordnung durch jeden i- fachen 
Punkt der gegebenen Kurve, als (i — l)-fachen Punkt, und durch 
2 n — 3 einfache Punkte derselben, so sind dies 

^^{i - 1)» + 2n - 3 « ^(» - l)(n + 2) - 1 

lineare Bedingungen^), so daß durch sie ein Büschel von Kurven 
(n — 1)^ Ordnung bestimmt wird; und jede Kurve dieses Büschels 
hat mit der C" 

^i(i - 1) + 2n - 3 - (n - l)(n - 2) + 2n - 3 = n(n - 1) - 1 

Punkte gemein, weshalb nur ein mit der Kurve des Büschels beweg- 
licher Schnittpunkt bleibt. Daher befindet sich, weil auch umgekehrt 
durch jeden Punkt von C" eine Kurve des Büschels geht, die krumme 
Punktreihe auf C" in eindeutiger Beziehung zum Büschel und zu 
jedem unikursalen Gebilde. 

Statt Kurven (n — 1)*®' Ordnung kann man auch Kurven (n— 2)**' 
Ordnung nehmen, die sich ebenso zu den vielfachen Punkten der (7" 
verhalten und durch n — 3 einfache Punkte derselben gehen. 

Daher sind Kurven vom Geschlechte auch stets aufeinander 
eindeutig beziehbar. Ob man aber stets zwischen irgend zwei Kurven 
von gleichem, aber höherem Geschlechte eine eindeutige Beziehung 
herstellen, z. B. alle Kurven vom Geschlechte 1 in eindeutige Beziehung 
zur niedrigsten Kurve dieses Geschlechts, der allgemeinen Kurve 
3. Ordnung bringen kann, bleibt noch dahingestellt. 

§ 26. Erzeugnisse mehrdeutiger Verwandtschaften. 

In einer Ebene seien zwei Strahlenbüschel 27, {/^ gegeben, 164 
welche in einer Verwandtschaft [n,n|] stehen; wir haben schon 
gelegentlich (Nr. 160) erkannt, daß das Erzeugnis der Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen eine Kurve (n + n^)**" Ord- 
nung ist. 

1) Eine Regelfläche benutzend, hat Cremona den ersten geometrischen 
Beweis der Geschlechtsgleichheit eindeutig bezogener Kurven gegeben : Preliminari 
ad una teoria geometrica delle snperficie (Memorie deirAccademia di Bologna, 
Ser. n, Bd. 6), Nr. 64. 

2) Hierbei setzen wir folgende Sätze als bekannt voraus: Eine ebene Eurvo 
n**' Ordnung wird durch \n{n-\-^) Punkte eindeutig bestimmt, ^n(n + 8)--l 
Punkte bestimmen einen BSschel, und ein gegebener i-facher Punkt ist mit 
^f(*~l~l) Punkten in bezug auf die Bestimmung gleichbedeutend. 

8 1 a r m , G^ometr. Verwand toolutften. I. 16 
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Die Scheitel der beiden Büschel sind yielfache Punkte derselben 
(Nr. 158); der Strahl UiU des Büschels TJ^ schneidet sich mit seinen 
entsprechenden Strahlen im Punkte U\ so w^ird U ein n-facher 
Punkt der Kurre und die genannten n Strahlen sind seine Tan- 
genten; wie die Betrachtung des Nachbarstrahls von Ui ü im Büschel U^ 
und seiner entsprechenden Strahlen ergibt. Jeder Strahl yon ü hat 
n^ weitere Schnitte mit der Kurve, in denen er von den n^ ent- 
sprechenden Strahlen von U^ geschnitten wird; für jeden der erwähnten 
n Strahlen ist einer dieser Schnitte nach U gerückt. Der Punkt {7^ 
ist ein n^-facher Punkt der Kurve. 

Zwischen den beiden Büscheln Uj U^ bestehe noch eine zweite 
Korrespondenz [n, n/]; dann haben die beiden Kurven (n + n^)^' 
bzw. (n + n^')*** Ordnung, außer den vielfachen Punkten U, Di, noch 

(n + nj) (W + n/) — nn — n^ n^' ^ nn^' + n^n 

Punkte gemein; nach jedem von ihnen gehen entsprechende Strahlen 
der einen und der andern Korrespondenz. Also: 

Zwei Korrespondenzen [tt, nj und [^^'^ni'] zwischen den 
nämlichen Gebilden haben nni' + nifi gemeinsame Paare ent- 
sprechender Elemente. 

Die Zahl ist 2nn^, wenn beide Korrespondenzen [n, n^^] sind. 

Nun fanden wir (Nr. 156), daß alle Korrespondenzen [n, n^], 
welche durch nn^ + n + n^ — 1 Paare entsprechender Elemente bestimmt 
sind, einen Büschel bilden und dann alle Paare entsprechender Ele- 
mente gemein haben, welche den Konstituenten gemeinsam sind, also 
2nn^] folglich sind dann durch jene nn^ + n -^n^— 1 Paare 
nn^ — n — nj^ + l weitere Paare entsprechender Elemente be- 
stimmt, welche allen Korrespondenzen [n, nj gemeinsam sind, 
denen jene gemeinsam sind; wir nennen sie ihnen assoziiert, 
oder auch die ganze Oruppe von 2nnj^ Paaren eine Gruppe von 
assoziierten Paaren entsprechender Elemente. Die Zahl 
nnj — n— Wj-l-l ist ^0, und zwar «0 nur wenn eine der Zahlen 
n, n| gleich 1 ist. Sie ist = 1, wenn n » n^' » 2; so daß, wenn es 
sich um Korrespondenzen [2, 2] handelt, sieben Paare entsprechender 
Elemente ein achtes assoziiertes bestimmen. 

Der Schnitt mit einer Gerade oder einer Ebene lehrt, daß zwei 
Ebenenbüschel m, w^, welche sich in einer Verwandtschaft 
[n, nj befinden, eine ßegelfläche (n -|- nj**" Grades durch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen liefern. Jede Ebene 
von u enthält n^ Erzeugenden^ eingeschnitten durch die entsprechenden 
Ebenen aus u^, und jede Ebene von t^ n Erzeugenden. Beide Axen 
tt, u^ werden von allen Erzeugenden geschnitten, sind daher Leit- 
geraden der Fläche. 
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Die BegeUäche entsteht, wie die Regelscliar (Nr. 94), noch auf 
eine zweite Weise; jeder der beiden Ebenenbüschel schneidet in die 
andere Aze eine Pnnktreihe, und diese beiden Punktreihen auf 
u, Ui stehen ebenfalls in einer Korrespondenz, aber nicht [n, n^], 
sondern [n^y n]; denn einem Punkte von u entsprechen diejenigen 
n Punkte von ti|, nach welchen die n Ebenen yon u gehen, die der 
nach jenem Punkte von u kommenden Ebene von u^ entsprechen. 
Die Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte ist, ebenso wie 
bei der Regelschar, identisch mit der Schnittlinie der beiden ent- 
sprechenden Ebenen, welche sie einschneiden. Die Punktreihen in 
Korrespondenz [n^, n] erzeugen dieselbe Regelfläche wie die 
Ebenenbüschel in Korrespondenz [n, nj. 

Von jedem Punkte yon u gehen also n Erzeugenden aus, er 
wird so n-fach und u eine n-fache Leitgerade, und dadurch wird 
der Schnitt in jeder Ebene durch u zur (n + n^)^ Ordnung vervoll- 
ständigt. Ebenso ist u^ n^-fache Leitgerade. Der Schnitt mit 
einer Ebene gibt ebenfalls diese Yielfachheit zu erkennen. 

Auch hier läßt sich — es soll jedoch zunächst noch nicht näher 
darauf eingegangen werden — beweisen, daß jede Ebene durch eine 
Erzeugende Berührungsebene der Fläche ist und daher jede Ebene 
durch u eine n^ -fache und jede durch u^ eine n-fache^). 

Zwei verbundene Regelscharen seien in einer Korrespon- 165 
denz [n, fij]; sie rufen dann auf jedem ebenen Schnitte der Trägeiv 
fläche eine eben solche Korrespondenz hervor. Deren Koinzidenzen 
beweisen, daß es in jeder Ebene n + n^^ Schnitte entsprechender Ge- 
raden gibt, durch diese Schnittpunkte also eine auf der 
genannten Fläche verlaufende Raumkurve (n + »i)*"' Ord- 
nung entsteht. Jede Gerade der ersten Schar trifft sie in den 
«ij Schnitten mit den entsprechenden Geraden der andern Schar, und 
jede aus dieser in n Punkten. 

Den Fall n = n^ »» 1 haben wir in Nr. 105 gehabt; die nächst 
ein&cheren Fälle sind: n » 2, nj « 1 (kubische Raumkurve), n =» nj =» 2 
(Raumkurve 4. Ordnung 1. Art), n — 3, n^ « 1 (Raumkurve 4. Ord- 
nung 2. Art). 

Umgekehrt, jede auf der Trägerfläche verlaufende Raum- 
kurve von der Ordnung n + »^ welche einer Gerade der 
ersten Regelschar in n^ Punkten begegnet, muß, wie die 
Ebenen durch diese lehren, jeder der andern Schar in n Punkten und 
daher wiederum jeder der ersteren Schar in n^ Punkten begegnen 
und bringt die beiden Scharen in eine Korrespondenz [n, fi^], 
in welcher auf ihr sich schneidende- Geraden zugeordnet sind. 

1) In bezug auf die durch eine Korrespondenz [1, 2] erzeugten Kurven und 
Regelflächen vgl. Emil Weyr, Theorie der mehrdeutigen geometrischen Ele* 
mentargebilde (1869, 1870). 

16* 
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Und weil die Korrespondenz dorch nti^ + n -{• fi^ Paare ent- 
sprechender Elemente eindeutig bestimmt nnd oo"'^^ + !• + «> Korrespon- 
denzen zwischen den Regelscharen bestehen, so bestimmen nn^ + v^ + *H 
Pnnkte auf der Trägerfläche eindeutig auf dieser eine Raum- 
kurye (n + f^)*^' Ordnung mit dem erörterten Verhalten gegen 
die beiden Regelscharen und es gibt oo"*» + « + *! go beschaffene 
Kurven. 

In den vier erwähnten Fällen betrogt diese Zahl 3, 5, 8, 7. Von den 
kubischen Raumkurven und den Raumkurven 4. Ordnung 2. Art haben 
wir auf der Fläche zwei verschiedene Systeme mit entgegengesetztem 
Verhalten gegen die Regelscharen. 

Femer lehrt der Satz über die gemeinsamen Paare entsprechender 
Elemente zweier Korrespondenzen zwischen den nämlichen Gebilden 
(Nr. 164): 

Zwei auf der Trägerfläche verbundener Regelscharen 
befindliche Raumkurven von den Ordnungen n+Wj, w' + n/, 
welche den Geraden der einen Regelschar in n, bzw. n'Punkten^ 
denen der anderen in n^^ bzw. n^' Punkten begegnen^ haben 
nn^ + n^n Punkte gemeinsam^)^ z. B. zwei kubische Raumkurven 
aus demselben oder aus verschiedenen Systemen vier, bzw. fünf Punkte, 
zwei Raumkurven 4. Ordnung 1. Art acht Punkte. 
166 Der Tangentenbüschel eines Kegelschnitts Ksei auf einen 

Strahlenbüschel Ui oder auf den Tangentenbüschel eines 
andern Kegelschnitts K^ projektiv bezogen; es handelt sich um 
den Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen. 

Auf einer Transversale l bewirken sie folgende Korrespondenz. 
Durch einen Punkt X derselben gehen zwei Tangenten an K, die beiden 
entsprechenden Strahlen von ü^ oder Tangenten von K^ schneiden l in 
den korrespondierenden Punkten X^, Durch einen Punkt X^ von l 
geht ein Strahl von C/,, zwei Tangenten von JEj, denen eine, bzw. zwei 
Tangenten von K entsprechen und ebensoviele Schnitte X mit l. Die 
Korrespondenz auf l ist daher im ersten Falle eine [1, 2], im zweiten 
eine [2, 2], und die Koinzidenzen beweisen, daß die erzeugte Kurve 
3., bzw. 4. Ordnung ist*). 

Im ersten Falle erkennt man Ui sofort als Doppelpunkt, weil 
die beiden Tangenten t, t' an K aus U^ sich in ihm mit den ent- 
sprechenden Strahlen ^, t^ von U^ begegnen, und je nach der Lage 



1) Wenig verschieden ist die Ableitung dieser Zahl, bei welcher die Korven 
aus einem Punkte der Trägerfläche auf eine Ebene projiziert und die Schnitte 
der Projektionen abgewählt werden, die nicht in die Spuren der beiden in O 
sich schneidenden Geraden der Scharen fallen. Jedem dieser Schnitte entspricht, 
weil der Projektionsstrahl die Fläche nur noch einmal trifft, ein gemeinsamer 
Funkt der Kaumkurven. 

2) Schröter, Journal f. Math., Bd. 64, S. 31. 
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des Ui zu K (außerhalb; auf, innerhalb) wird er eigentlicher Doppel- 
punkt, Rückkehrpnnkt oder isolierter Doppelpunkt. Es seien i und 
ii die entsprechenden Elemente unendlich nahe neben t, t^, so ist H^ 
der unendlich nahe Punkt der erzeugten Kurve neben Z7i •- ^; also 
die Verbindungslinie F^, oder auf der Grenze t^ selbst^ die eine Tan- 
gente in Ui und t^' die andere, also diejenigen Strahlen von U^, die 
in der gegebenen Projektivitat den Tangenten aus üi an £* entsprechen. 

Beide Kurven 3., bzw. 4. Ordnung befinden sich in eindeutiger 
Beziehung zu unikursalen Gebilden (Kegelschnitt, Strahlenbüschel), 
sind also (Nr. 163) vom Geschlecht 0, und müssen einen, bzw. drei 
Doppelpunkte haben. Die drei Doppelpunkte der Kurve 4. Ordnung 
ergeben sich einfacher, wenn die Kollineation erörtert sein wird. 

Betrachten wir noch zwei Ausartungen. 

Im ersten Falle seien die beiden Tangenten t, t' aus Ui 
an K sich selbst entsprechend; sie lösen sich von dem Erzeugnis 
ab, und als eigentliches Erzeugnis ergibt sich daher eine 
Gerade, und zwar eine Tangente von K. 

Es seien x und x^ entsprechend in der gegebenen Projektivitat^ 
und w sei die zweite Tangente an K aus xx^ neben x, so wird diese 
Gerade, als Tangente, vom Tangentenbüschel von K^ in einer Punkt- 
reihe geschnitten, die zu ihm, also zum Strahlenbüschel ü^ und daher 
auch zur Punktreihe projektiv ist, welche dieser in w einschneidet; diese 
Konjektivitat hat drei Koinzidenzen, nämlich wt, wt\ xx^. Also sind 
alle Pimkte sich selbst entsprechende, durchweg schneiden sich korre- 
spondierende Elemente der beiden Büschel 2. Klasse und 1. Klasse 
auf ic. 

Im zweiten Falle seien drei von den gemeinsamen Tan- 
genten, t, t\ (\ der beiden Kegelschnitte JT, K^ sich selbst 
entsprechend; als eigentliches Erzeugnis bleibt die vierte 
gemeinsame Tangente w. Denn auf ihr entstehen durch die beiden 
projektiven Büschel 2. Klasse koi^jektive Punktreihen mit drei Koin- 
zidenzen vo{ty ij t")y also schneiden sich durchweg entsprechende 
Tangenten auf w. 

Die felddualen Ergebnisse sind: 

Wenn die Punktreihe auf einem Kegelschnitte K zu der auf einer 
Gerade u^ oder auf einem andern Kegelschnitte K^ projektiv ist, so 
umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Kurve 
3. oder 4. Klasse. Für erstere ist u^ Doppeltangente: die Berührungs- 
punkte sind die den Punkten von K auf u entsprechenden Punkte. 

Es sei die Puuktreihe von K zum Tangentenbüschel 167 
von K^ projektiv; womit dann auch die beiden Punktreihen und 
die beiden Tangentenbüschel projektiv werden. 

Auf K entsteht eine Korrespondenz [2, 2], wenn wir jedem 
Punkte X die beiden Schnitte X' mit der korrespondierenden 
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Tangente von K^ zuordnen; denn aach durch jeden Punkt X.' von K 
gehen zwei Tangenten von K^. Die vier Koinzidenzen dieser [2^ 2] 
zeigen^ daß yiermal ein Punkt yon K und die entsprechende 
Tangente von K^ inzident sind. 

Es sei Ay a^ ein solches Paar, a die Tangente von Ay A^ der 
Berührungspunkt von o^; so ist J. ein Punkt der durch die beiden 
Tangentenbüschel erzeugten Eurre 4. Ordnung^ a^ eine Tangente der 
durch die beiden Punktreiben entstehenden Eurre 4. Elasse. Wenn 
a\ a^ die benachbarten entsprechenden Tangenten sind, so ist act^' 
der Nachbarpunkt von A auf der Kurve 4. Ordnung; a, welche mit 
a sich in A schneidet^ enthält daher diese unendlich nahen Punkte^ 
also ist sie oder auf der Ghrenze die a selbst die Tangente der Eurve 
4. Ordnung in A. Und ebenso ergibt sich A^ als Berührungspunkt 
der a^ mit der Eurre 4. Elasse. 

Die Eurve 4. Ordnung, welche durch die beiden pro- 
jektiven Tangentenbüschel erzeugt wird, berührt beide 
Eegelschnitte viermal; die Berührungspunkte sind solche 
Punkte, durch welche die der Tangente entsprechende Tan- 
gente des andern Eegelschnitts geht. 

und die Eurve 4. Elasse, welche durch die projektiven 
Punktreihen auf K, K^ entsteht, berührt ebenfalls beide 
Eegelschnitte viermal; die Tangente eines solchen Berüh- 
rugspunktes geht durch den entsprechenden Punkt auf dem 
andern Eegelschnitte. 

Im ersten Falle liefern die vier Berührungspunkte alle gemein- 
samen Punkte der Eurve 4. Ordnung, im zweiten die Tangenten in 
ihnen alle gemeinsamen Tangenten der Eurve 4. Elasse und des be- 
treffenden Eegelschnitts. 

Nehmen wir an, daß fünfmal eine Tangente von £^ durch den 
entsprechenden Punkt von K geht, so hat die Eurve 4. Elasse mit K^ 
zehn Tangenten, die der 4. Ordnimg mit K zehn Punkte gemeinsam; 
JTj ist ein Teil von jener, K ein Teil von dieser, und alle Tangenten 
von K^ gehen durch die entsprechenden Punkte von K. Wie jedoch 
die Verhältnisse in diesem Falle genauer sich gestalten, soll später 
mit Hilfe der ebenen Eorrelation untersucht werden. 

Ordnet man jeder Tangente eines Eegelschnitts K das auf sie 
aus einem festen Punkte gefällte Lot zu, so entsteht, weü jeder 
Strahl des Büschels auf zwei parallelen Tangenten senkrecht steht, 
die aus dem zu seinem imendlich fernen Punkte in der absoluten 
Involution gepaarten Punkte kommen, zwischen dem Tangentenbüschel 
und dem Strahlenbüschel eine'Eorrespondenz [2, 1], welche auf einer 
beliebigen Gerade eine [2, 2] hervorruft. 

Die Fußpunkts-Eurve eines Punktes in bezug auf einen 
Eegelschnitt ist eine Eurve 4. Ordnung. Sie steht in eindeutiger 
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Bezielrnng zu dem Kegelschnitte und' ist daher vom Geschlechte 0. 
Die drei Doppelpunkte, die ihr deshalb zukommen^ sind leicht 
nachzuw^eisen. Einer ist 0, wegen der beiden Tangenten aus ihm 
an K] die beiden andern sind die absoluten Punkte^ denn f&r 
jede Tangente aus einem derselben geht das Lot auch nach ihm, da 
er sich selbst gepaart ist in jener Involution. 

Auch die Punktreihe auf K steht zum Büschel in Korrespon- • 
denz [2, 1]; ordnen wir jedem Punkt von K die Schnitte des korre- 
spondierenden Strahls zu, so entsteht auf K eine Korrespondenz [2^ 2], 
diesmal eine Projektivitat zweier Involutionen, von denen die eine 
durch den Strahlenbüschel eingeschnitten wird, die andere die der 
Berührungspunkte paralleler Tangenten ist, mit dem Mittelpunkt als 
Zentrum. 

Viermal geht daher ein Strahl von durch den entsprechenden 
Punkt, oder viermal liegt der Fußpunkt im Berührungspunkt; 
vier Normalen gehen durch und die Enveloppe der Nor- 
malen, die Evolute, ist 4. Klasse. 

Wir erkennen, wie oben, daß die Fußpunktskurve in diesen 
vier Punkten den Kegelschnitt berührt. 

Wenn eine der beiden Zahlen n^n^ gleich 1 ist, etwa n^, 168 
dann ergibt sich im n-deutigen Gebilde eine Involution n^^ 
Grades; denn die YerwandtBchafhsgleichung ist: 

Kl^" + »n-l, 1 ^"' + • • • + «Ol) ^1 
+ (««0 ^ + »n-l.O^"' + • • • + «oo) - 

oder kürzer: 

Qo + ^iQi-O; 

das ist die Gleichung der Gruppe von n Elementen in u, welche dem 
Elemente x^ von u^ entsprechen; verandert sich dies, so entsteht eine 
Involution n^^ Grades; wir haben also eine eindeutige Beziehung 
zwischen den Elementen von u^ imd den Gruppen dieser Involution, 
eine Projektivitat zwischen u^ und der Involution (Nr. 135). 

Eine Korrespondenz [n, 1] ist Projektivitat zwischen 
einer Involution n*^ Grades in u und dem Gebilde u^^). 

Genau wie aus der Gleichung Q + XQi'^0 der Involution die 
Möglichkeit, dieselbe projektiv zu beziehen, gefolgert werden kann, kann 
man auch die projektiveBeziehbarkeit der Büschel und Scharen 
von Kurven in der Ebene (von Kegeln im Bündel), von Flächen 
im Baume am einfachsten und für alle Fälle gleichartig erkennen, 



1) Cremona charakterisiert, in der ersten Zeit der Betrachtung mehrdeu- 
tigei Verwandtschaften, z. B. zwei Ebenenbüschel in Korrespondenz [8, 1] als 
zwei ,,pTojektiye" Ebenenbüschel, von denen der eine „doppelt involntorisch^^, 
der andere einfach ist; vgl. z. B. Annali di Matematica, Ser. I, Bd. 4, S. 80. 
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wenn man die analytisclie Gleichung 

zugrunde legt. Sind iS = und 8^= die Gleichungen zweier Kurven 
n^* Ordnung derselben Ebene in Punktkoordinaten^ so entsteht durch 
jene Gleichung der Büschel n*®' Ordnung, mit von Kurve zu Kurve 
veränderlichem Parameter Jl; alle Kurven des Büschels gehen durch 
die n* Punkte, welche S «= 0, iS^ = gemeinsam sind, die Ghrundpunkte 
des Büschels. 

Sind aber S = 0, Sj = Gleichungen n**** Grades in Linien- 
koordinaten, also von Kurven »*" Klasse, so stellt S + XSi = eine 
Kurvenschar n^' Klasse dar mit n* Grundtangenten. 

Wir haben einen Flächenbüschel w*" Ordnung, wenn S = 0, Si = 
Gleichungen n^^ Grades in räumlichen Punktkoordinaten sind; die 
Kurve n**®' Ordnung, welche den beiden Konstituenten oder irgend 
zwei Flächen des Büschels gemeinsam ist^ ist allen Flächen desselben 
gemein: seine Grundkurve. Und sind die Variablen Ebenenkoordi- 
naten, so liegt eine Flächenschar n*®' Klasse vor: mit einem Grundtorsus 
n'^^ Klasse von cx>^ gemeinsamen Tangentialebenen. 

Für die einfacheren Fälle machen wir einige andere Überlegungen, 
durch welche die Möglichkeit der projektiven Beziehung sich dartun läßt. 

Die Grundpunkte eines Kegelschnitt-Büschels sind entweder alle 
vier, oder nur zwei reell, oder keiner. In den beiden ersten Fällen 
kann man vermittelst eines reellen Grundpunktes G sofort Grund- 
gebilde erhalten, die zum Büschel in eindeutiger Beziehung stehen 
und deshalb geeignet sind, die projektive Beziehung zu vermitteln. 
Ein solches ist der Tangentenbüschel in G. Jeder Kegelschnitt des 
Büschels hat eine Tangente in G, und jeder Strahl von G bestimmt 
einen Kegelschnitt des Büschels, der ihn berührt; der unendlich nahe 
Punkt auf ihm neben G bestimmt ihn, neben den vier Grundpunkten ^), 
Oder die Punktreihe auf einer Gerade durch G ist ein solches Ge- 
bilde, denn jeder Kegelschnitt des Büschels hat einen zweiten Schnitt 
mit ihr, und jeder Punkt auf ihr bestimmt einen Kegelschnitt im 
Büschel. Als solche Gebilde hat man ferner den Büschel der Polaren 
eines festen Punktes in bezug auf die Kui-ven des Büschels — wovon 
der Tangentenbüschel in G der anschaulichste Fall ist — und die 
Punktreihe 2. Ordnung der Pole einer festen Gerade; wenn man diese 
Orter schon kennt. 

Man dualisiere dies für die Kegelschnitt>Schar und übertrage es 
iXL den Bündel. 

1) Das gilt för jeden Kurvenbüschel, der mindestens einen reellen Grund-» 
punkt besitzt. 
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Beim Flächenbüschel 2. Ordnung liegen, wenn er eine reelle 
Grundkurve besitzt (was nicht notwendig ist), in dem Tangentialebenen- 
Büschel in einem Punkte derselben (um die Tangente der Grundkurre) 
oder in der Punktreihe auf einer Transversale, welche die Orondkurve 
trifft, derartige die projektive Beziehung vermittelnde Gmndgebilde vor. 

Damit ist eine ganz erhebliche Erweiterung des Bereichs der 
projektiv beziehbaren (imikursalen) Gebilde eingetreten. 

Die Fundamental-Eigenschaft des Büschels von Kurven n*"'* Ord- 
nung in einer Ebene oder von Flächen n^' Ordnung ist, daß durch 
jeden Punkt der Ebene oder des Raumes (der nicht Grundpunkt 
ist oder der Grundkurve angehört) nur ein Element (Kurve oder 
Fläche) des Büschels geht. Aus ihr folgt die zweite Eigenschaft, 
daß die Büschel eine Transversale in einer Involution schnei- 
den. In der Tat, zwischen inzidierenden Elementen des Büschels 
und der Transversale entsteht eine Korrespondenz [1, n]; jedes Ele- 
ment des Büschels schneidet n Punkte ein, durch jeden Punkt der 
Transversale geht aber nur ein Element des Büschels. Folglich bilden 
nach dem obigen Satz die Schnittpunkte-Gruppen auf der Transver- 
sale eine Involution n*^ Grades. Eine Kurvenschar n*" Klasse erhält 
aus einem Punkte ihrer Ebene eine Involution n**** Grades von Tan- 
genten und eine Flächenschar n^' Klasse aus einer Gerade eine In- 
volution n**° Grades von Berührungsebenen. 

Zwischen der Punktreihe auf einem Kegelschnitte und einem 169 
Strahlenbüschel seiner Ebene besteht eine Korrespondenz [2, 1], in 
welcher inzidente Elemente zugeordnet sind, also entsteht, wie wir schon 
wissen, auf dem Kegelschnitt durch den Büschel eine Involution 
(2. Grades); und ebenso bilden im Tangentenbüschel eines Kegelschnitts 
die Paare der Tangenten, die von den Punkten einer Gerade kommen, 
eine Involution. 

Femer, wenn zwei Kurvenbüschel n*®' und n^**' Ordnung 
derselben Ebene projektiv bezogen sind, so ist das Erzeugnis 
der Schnittpunkte entsprechender Elemente eine Kurve 
(n + ^)^' Ordnung; denn auf einer Transversale entsteht durch die 
Schnittpunkte mit entsprechenden Kurven eine Korrespondenz [n, n^], 
die offenbar Projektivität zwischen den eingeschnittenen Involutionen 
n**" Grades und n^ Grades ist, mit n -{- n^ Koinzidenzen. 

Weil durch jeden Grundpunkt eine Kurve aus dem andern Büschel 
geht, so sind alle n^ + n^ Grundpunkte auf dem Erzeugnisse 
gelegen. 

In gleicher Weise ist der Ort der Schnittkurven ent- 
sprechender Flächen zweier projektiven Flächenbüschel fif^ 
und n^^ Ordnung eine Fläche (w -f- w^^)*" Ordnung. Sie ent- 
hält beide Grundkurven. 
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Wir heben hervor: die gewöhnlich^) nach Chasles benannt 
Erzeugung einer ebenen Eurre 3. Ordnung durch einen Kegelschnitt- 
Büschel und einen Strahlenbüschel, welche projektiv sind, und die nach 
Steiner benannte Erzeugung einer Flache 3. Ordnung durch einen 
flachenbüschel 2. Ordnung und einen zu ihm projektiven Ebenen- 
büscheL Die Flache entsteht durch Kegelschnitte in den Ebenen des 
letzteren Büschels. 
170 Ein Kegelschnitt -Büschel enthält zwei Kegelschnitte, welche 

eine gegebene Gerade seiner Ebene berühren: in den Doppelpunkten 
der eingeschnittenen Involution; und dasselbe gilt für einen Flächen- 
büschel 2. Ordnung. Dieser enthält drei Flächen, welche eine gegebene 
Ebene tangieren, diejenigen nämlich, von denen die Geradenpaare des 
Kegelschnitt-Büschels herrühren, in dem er die Ebene schneidet. 

Daher entsteht, wenn in einer Ebene ein Strahlen- 
büschel TJ und ein Kegelschnitt-Büschel vorliegen, welche 
projektiv sind, in ersterem eine Korrespondenz [2, 2], in 
welcher ein Strahl und die Tangenten aus dem Scheitel des 
Büschels an den korrespondierenden Kegelschnitt entspre- 
chend sind. Denn jeder Strahl x hat zwei entsprechende Tangenten x^ 
im Büschel U und andererseits berührt jeder Strahl x^ von U zwei 
Kegelschnitte des Büschels und hat zwei entsprechende Strahlen x. 
Die vier Koinzidenzen lehren, daß vier Strahlen des Büschels 
den entsprechenden Kegelschnitt berühren und deshalb auch 
die erzeugte Kurve 3. Ordnung. 

Auch im Kegelschnitt-Büschel entsteht eine Korrespon- 
denz [2, 2\ in der zwei Kegelschnitte zugeordnet sind, von 
denen der eine einem Strahle von U entspricht, der andere 
ihn berührt. 

Bei einem Flächenbüschel 2. Ordnung und einem Ebenen- 
büschel, welche projektiv sind, entsteht in dem letzteren 
eine Korrespondenz [2, 3]; es gibt also fünf Ebenen in diesem 
Büschel, welche die entsprechende Fläche berühren und die 
erzeugte Fläche 3. Ordnung in einem Geradenpaar schneiden. 

Wird eine Kegelschnitt-Schar projektiv auf eine Punktreihe der- 
selben Ebene bezogen, so umhüllen die Tangenten aus den Punkten 
der letzteren je an den entsprechenden Kegelschnitt eine Kurve 
3. Klasse. 

Wenn aber eine Schar von Kegelschnitten projektiv zu 
einem Strahlenbüschel derselben Ebene ist, so entsteht auf 
einer Transversale durch die Schnitte mit entsprechenden Elementen, 
weil durch jeden Punkt zwei Kegelschnitte der Schar gehen (deren 



1) Graßmann hat sie früher gekannt: Gesammelte Werke. Bd. n, 1. Teil, 
Abh. y und VI und Anmerkungen von G. Scheffers. 
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Tangenten die Doppelstrahlen der Tangenteninyolution sind), eine 
Korrespondenz [2, 2], und das Erzeugnis der Schnitte ent- 
sprechender Elemente ist eine Knrve 4. Ordnnng^ welche 
den Scheitel des Strahlenbüschels zum Doppelpunkte hat. 

Durch einen Punkt gehen drei Flächen einer Flächenschar 
2. Klasse; bezieht man sie projektiv auf einen Ebenenbüschel, 
so entsteht aaf einer Gerade eine Korrespondenz [3^ 2], und das Er- 
zeugnis ist eine Fläche 5. Ordnung mit der Axe des Ebenen- 
i>üschels als dreifacher Gerade, weil jeder ihrer Punkte dreimal 
auf entsprechenden Elementen liegt. 

Bei der Erzeugung einer Kurve oder Fläche (n -F fi^)*^ 171 
Ordnung durch zwei projektive Kurven- oder Flächenbüschel 
n*", bzw. njL**' Ordnung ist, wie schon bemerkt, die Korrespondenz 
\Pf ^il welche auf zwei verschiedenen oder auf derselben Transversale 
entsteht^ Projektivität der eingeschnittenen Involutionen n^°, n^^^ Grades. 
Handelt es sich um dieselbe Transversale^ so sind die Koinzidenzen 
Punkte, welche entsprechenden Gruppen angehören, die Schnitte mit 
dem Erzeugnisse. Die Involutionen seien 

Q-XR^O, Q,-X,lt, = 0', 

zur Projektivität gehöre die bilineare Relation: 

aXX^ + ßX + ß^ki + r^O, 

Die Gruppen, zu denen ein bestimmter Punkt mit dem Para- 
meter X gehört^ haben die Parameter 

wo in Qy B, Qi^ Bi dies x eingesetzt ist; gehört x zu einem Koin- 
zidenzpunkte, so gilt: 

oder 

Die Wurzeln dieser Gleichung (n + nj)**" Grades in x sind also 
die Parameter der Koinzidenzpunkte. 

Wir nehmen jetzt einige Spezialfälle vor, in denen es uns ge- 
lingen wird, in einfacher Weise die Yiel&chheit einer Koinzidenz zu 
bestimmen (Nr. 158). 

Der erste Büschel besitze einen Grundpunkt G, der für 
zwei Kurven desselben, welche wir als die Konstituenten 
nehmen, r-fach sei Es werde eine beliebige Transversale durch 
ihn gelegt, so bestehen die beiden konstituierenden Gruppen der ersten 
Involution aus dem r-fachen G und n — r andern Punkten. Es sei 
a der Parameter von Gj so ist (rr — a)'' in Q und in 12 enthalten. 
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also in Q — ^JR; d. h. alle Orappen der Involution haben ihn zum 
r-£achen Punkte und die Involution ist, abgesehen von diesem ge- 
meinsamen r-fachen Punkte, nur (n -— r)*®" Grades (Nr. 135); und da 
die Transversale beliebig ist, so ist der Punkt r-£Gicher Schnitt jeder 
weiteren Kurve des Büschels mit jeder Gerade durch ihn, also r-fach 
fdr jede Kurve des Büschels. 

Nehmen wir an, derselbe Grundpunkt G sei r^-facher Punkt f&r 
alle Kurven des zweiten Büschels, so daß {x — ctf^ in Q^ imd in R^ 
aufgeht, so erhält jedes Glied der Koinzideuzgleichung den Faktor 
(ic— «)''+% und x^a wird (r + rj -fache Wurzel derselben, G {r + ry 
fache Koinzidenz auf jeder Gerade durch ihn, (r + ^i)-facher Punkt auf 
der erzeugten Kurve. Also gilt für die Erzeugung einer Kurve (n + »i)*" 
Ordnung durch zwei projektive Büschel n*" und n^^^ Ordnung: 

Ein gemeinsamer Grundpunkt der beiden Büschel, der 
r-fach für alle Kurven des einen und r^-fach für alle des 
andern ist (von welchen Zahlen r, r^ auch die eine sein kann), 
ist (r + r,)-fach für die erzeugte Kurve. 

Bei den Flächen kann G ein gemeinsamer Punkt der beiden 
Grundkurven sein mit den genannten Vielfachheiten für die Flachen 
des einen und des andern Büschels; er ist dann (r + ri)-facher Punkt 
der erzeugten Fläche. Es kann sich aber auch um einen gemein- 
samen Teil der beiden Grundkurven handeln, wo dann die Transver- 
sale irgend eine diesen Teil treffende Gerade ist. Z. B. wenn die Grund- 
kurven zweier projektiven Flächenbüschel 2. Ordnung beide in eine 
Gerade und eine kubische Raumkurve oder in zwei Kegelschnitte 
zerfallen und der eine Teil gemeinsam ist, aber einfach für alle 
Flächen beider Büschel, so ist er auf der erzeugteü Fläche 4. Ord- 
nung doppelt; und wir erhalten drei interessante Spezialfälle dieser 
Fläche: mit einer doppelten Gerade, einem doppelten Kegelschnitte, 
einer doppelten kubischen Raumkurve. 

Wir nehmen zweitens an, daß S ein Schnittpunkt entsprechender 
Kurven sei, s-fach auf der einen, Ä^-fach auf der andern, wobei etwa 
Sj ^ s sei. Wir legen durch ihn wieder eine Transversale imd lassen die 
Konstituenten Q » 0, Q^ =» von diesen Kurven herrühren. Also sind 
A = und A^ = in der bilinearen Relation entsprechend; das fordert, 
daß y » sei, so daß in der Koinzidenzgleichimg das vierte Glied 
wegfallt. Ist ß Parameter von fi», so geht {x — ßy in Q, (x — ß)*^ in 
(>j auf; folglich geht die niedrigere Potenz (x — ß)' in aUen drei 
Gliedern auf und x ^ ß ist ^-fache Wurzel der Koinzidenzgleichung; 
wir schUeßen, weil die Transversale beliebig ist, daß S ein ^-facher 
Punkt der erzeugten Kurve ist. 

Ist ein Punkt für die eine von zwei entsprechenden 
Kurven 5-fach, für die andere «j-fach, so ist er, wofern Si7>s, 
für die erzeugte Kurve 5-fach. 
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Aber heben wir auch folgendes Ergebnis hervor: Wenn bei zwei 
projektiven Involutionen^ welche ineinander liegen^ zwei entsprechende 
Gruppen ein s-faches und ein ^-fiaches Element haben, die sich 
decken, so ist dies eine 5 -fache Koinzidenz der Verwandtschaft [n, n^], 
z, B. eine doppelte bei zwei projektiven (gemeinen) Involutionen, in 
denen ein Doppelpunkt der einen einem der andern entspricht und 
mit ihm zusammenfallt. 

Nehmen wir wieder die Voraussetzung, daß G ftir alle Kurven 
des einen Büschels r-fach, f&r alle des andern r^-fach sei, sowie, daß 
auf einer bestimmten Gerade von einer bestimmten Kurve des ersten 
Büschels nach s weitere Schnittpunkte in G gerückt sind, und von 
der entsprechenden im zweiten s^ weitere, wo wiederum «i^ä; 
dann ist bei der Koinzidenzgleichung, zu der diese Gerade führt, 
(« — «)'' +'■!'*'• Faktor der linken Seite, also repi^entiert der Punkt G 
für diese Gerade r + r^'\- s Schnitte mit der erzeugten Kurve. 

Wenn z. B. in einem gemeinsamen für beide Büschel einfachen 
Grundpunkte G jede zwei entsprechenden Kurven sich berühren, so 
gilt: r«ri = s=«5i=*l; also hat jede Gerade durch den Punkt drei 
vereinigte Schnitte mit der erzeugten Kurve; der Grundpunkt ist ein 
dreifacher Punkt derselben. 

Oder der Punkt G sei nur Grundpunkt des ersten Büschels, und 
zwar einfacher, aber für eine Kurve desselben doppelt, und die ihr 
entsprechende im zweiten gehe durch ihn einfach*, so gilt auf jeder 
Gerade durch ihn: 

r=l, ri = 0, 5 = Äi=l; 

der Punkt ist Doppelpunkt der erzeugten Kurve. 

Wenn dagegen auch die erste Kurve nur einfach durch ihn geht, 
so gelten dieselben Zahlen bloß für ihre Tangente, und diese wird 
Tangente an die erzeugte Kurve ^). 

§ 27. VerzweigungB- und Doppelelemente mehrdeutig 

bezogener Gebilde. 

Weil jetzt mindestens eine der Zahlen n, n^ größer als 1 ange- 172 
nommen wird, so treten ausgezeichnete Elemente aui^ welche bei der 
Projektivität nicht vorhanden sind. Es sei n > 1, so daß jedem Ele- 
mente des zweiten Gebildes u^ mehr als ein Element im ersten u 
korrespondieren. Dann kann es eintreten, daß zwei von diesen Ele- 
menten sich vereinigen. Man nennt dasjenige Element von u, 
in dem die Vereinigung stattfindet, ein Doppelelement, und 
das von u^, unter dessen entsprechenden es sich befindet, 

1) Vgl. Gremona, Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen 
Kurven, Nr. 51. 
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mit einem der FunktioDentheorie enüehnten Namen ein Yerswei- 
gnngselement. Dabei stellen wir uns im allgemeinen u und u^ 
getrennt vor; liegen sie ineinander ; so kommen noch die schon be- 
sprochenen Koinzidenzelemente hinzu, in denen entsprechende 
Elemente sich miteinander vereinigen und welche wohl von den 
Doppelelementen zu unterscheiden sind; die in einem Doppel- 
elemente sich yereinigenden Elemente entsprechen, im allgemeinen, 
nicht einander, sondern demselben Elemente des andern Gebildes. 

Die Zahl der Yerzweigungselemente in u^ und der Doppelelemente 
in u, von denen jedes einem von jenen zugeordnet ist, ist gleich groß; 
um diese Zahl zu ermitteln, wollen wir in u eine Korrespondenz 
zweier ineinander liegender Gebilde herstellen, auf die das Korrespon- 
denzprinzip angewandt werden kann; wir lassen zwei Elemente X 
und X' von u einander entsprechen, die demselben Elemente Xj von 
Ui korrespondieren. Jedem Elemente X yon u entsprechen n^ Ele- 
mente X^ von t«^ und jedem derselben in u n — 1 weitere außer X, 
also im ganzen entsprechen dem X ^^(n — 1) Elemente X'; und weil 
X aus X' ebenso hervorgeht, wie X' aus X — unsere Hilfskorre- 
spondenz ist eine solche, die wir bald als eine involutorische be^ 
zeichnen werden — , so entsprechen auch jedem Elemente X' n^in— 1) 
Elemente X; die Hilfskorrespondenz auf u ist daher [n^ (n — 1), »^(n — 1)] 
und hat 2n^(n — 1) Koinzidenzen. 

Auf u hat man also 2n|(n — 1) Doppelelemente und eben- 
soviele Yerzweigungselemente auf u^; dagegen sind auf u^ 
2»(wi— 1) Doppelelemente und auf« ebensoviele Yerzwei- 
gungselemente. 

Ist etwa »i=»l, so haben wir nur 2(n — 1) Doppelelemente auf 
u und ebenso viele Yerzweigungselemente auf u^. Die Korrespondenz 
ist die Projektivitat zwischen dem einfachen Gebilde u^ und einer 
Involution n*^ Grades auf u: jedem Elemente von i4^ entspricht eine 
Gruppe in dieser, und die 2 (n — 1) jetzigen Doppelelemente sind die- 
jenigen, die wir schon bei der Involution beliebigen Grades als solche 
bezeichnet haben (Nr. 136); und der Name kann bestehen bleiben. 

Damit haben wir jetzt die Zahl 2(n — 1) der Doppelelemente 
einer Involution n^ Grades erhalten unabhängig von dem Satze über 
die Diskriminante einer algebraischen Gleichung, der a. a. 0. benutzt 
wurde. 

Aber umgekehrt können wir diesen Satz der Algebra, daß näm- 
lich die Diskriminante einer Gleichung n*^ Grades vom Grade 2(»— 1) 
in den Koeffizienten derselben ist, benutzen zum Beweise unseres: 
jetzigen Satzes über die Anzahl der Doppel- und Yerzweigungselemente. 

In der nach x geordneten Yerwandtschaftsgleichung sind die 
Koeffizienten Funktionen n^^ Grades in x^] setzen wir die Diskrimi- 
nante dieser Gleichung n^° Grades in x gleich Null, so erhalten wir 
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eine Gleichung in x^, deren Wnrzeln diejenigen Elemente anf u^ 
liefern, unter deren entsprechenden in u sich zwei in ein Doppel- 
element vereinigen, also die Verzweignngselemente von u^. Diese 
Diskriminantengleichnng ist vom Grade 2(n — 1) in den Koeffizienten 
der Gleichung n^ (Grades in x, also, da jeder eine Funktion n^^ Grades 
in x^ ist, eine Gleichung vom Grade 2ni(n — 1) in x^, 

Ist n^n^^2y so haben wir in jedem der beiden Gebilde 173> 
vier Yerzweigungselemente und vier Doppelelemente. 

In bezug auf die beiden Gruppen oder Würfe der Yer- 
zweigungselemente einer Korrespondenz [2, 2] gilt, daß sie 
in den Doppelverhältnissen übereinstimmen. 

Zu dem Ende wollen wir die Yerwandtschaftsgleichung lieber 
mit Binomialkoeffizienten, also in der Form schreiben: 

+ K»^i* + 2aoi iCi 4- aoo) - 0. 

Die Bedingung für die Yereinigung der demselben Elemente x^ 
korrespondierenden Elemente x ist: 

oder: 

(ö^M»« - »1»*) V + 2(a„ao, + 0,1 ao, - 2ai,fl4,) V 

+ (ö««floo+ fljo»« + 40,1 «Ol - 2<hi<ho-'^<^nW 
+ 2(o,iOoo + a^a^ - 2oiiO,o)a?i + (a^^a^ - o^o*) = 0. 

Sie liefert uns die vier Yerzweigungselemente in u^. 
Schreiben wir sie in der Form: 

ax^^ + 4 bxi^ + 6cx^^ + 4dx^ + e - 0, 
und bilden, nach Nr. 151, die beiden Inyarianten: 

S^ae -4:bd + Sc^ und T^ace + 4bcd - od»— b^e - c* 

der Äquianharmonizität und Harmonizitat, oder besser: 12 S und 
216 T, so lehren die freilich etwas umständlich zu erhaltenden Resul- 
tate, daß sie durch Yertauschung der vorderen und hinteren Zeiger 
der Koeffizienten o sich nicht ändern^); d. h. daß die Gleichung 
4. Grades, welche die Yerzweigungselemente von u liefert, genau die- 
selben Inyarianten hat. Man kann die Rechnung etwas vereinfachen 
durch eine passende Wahl der Parameter x und x^ (die jedoch nicht 
immer auf reelle Weise möglich ist). Wir richten die beiden para- 
metrischen Bestimmungen so ein, daß x » ein Yerzweigungselement 



1) Cremona, Bendiconti delllatitato Lombardo, Ser. I, Bd. 4 (1867), S. 199. 
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und a;^ » oo das entsprechende Doppelelement und x^^^O ebenfailfi 
VerzweigaDgselement and o; « oo das zugehörige Doppelelement ist. 
Also gehören zu rz; » zwei Wurzebi x^^oo] das fordert in 
^^x^^-i- 2aQiXj^ + Uqq das Verschwinden der beiden Koeffizienten Oq^^h^j 
und die andere Bedingung bedingt das von a^, o^^. Die Verwanc^ 
Schaftsgleichung vereinfacht sich in: 

(««2^1* + 2 Osiarjrr* + 2(ai^Xj^ + 2 aiiXj)x + aoo = 0, 
und diejeuige für die Verzweigungselemente in u^ wird: 

— 0^12*^1* — 4 ai«aiia;i' + ((^n^w - 4 a^^^x^^ + 2 a^iao^x^ - 0: 
für diese ist: 

12Ä « («„«00- 4aii)«- 24ajiaijaaaoo7 
216 T- 54 aj^a^a^ - 72 a,iai,aiiaoo(a»2Öoo - 4a/i) - (a„a^ - 4 a« )»; 
woran die obige Behauptung sofort zu erkennen ist. 

Beide Würfe von Verzweigungselementen haben also dieselben 

S und T, daher auch dasselbe ,p , also auch (Nr. 151) dieselbe Glei- 
chung, welche die sechs Doppelverhältnisse liefert. 

Die Diskriminante S* — 27 T^ ist auch in beiden Fällen dieselbe. 
Vereinigen sich in dem einen Wurfe zwei Verzweigungselemente, so 
geschieht es auch im andern; wenn in dem einen Wurfe die Elemente 
gleichartig sind (alle reell oder alle imaginär), so sind sie auch im 
andern gleichartig; und wenn jener aus zwei reellen und zwei imagi- 
lulren Elementen besteht, so gilt es auch für diesen. 

Läßt man den einen der beiden projektiven Würfe der Verzwei- 
gxmgselemente unverändert und gibt dem andern die vier Formen, 
bei denen er sich projektiv bleibt, so erhält man, daß die einen 
und andern Verzweigungselemente in vier Projektivitäten 
entsprechend sind: 

ÄBCD 7\ A^B^C^D,, 

Ä B,A^D,G„ 

7\ C,D,A,B,, 

7\ D,C,B^A^. 

174 Wir wollen diese Projektivitäten nun auch durch geometrische 

Betrachtungen beweisen und werden dabei erkennen, daß sie sich 
auch über die Doppelelemente ausdehnen. 

Die Korrespondenz [2, 2] sei auf zwei verbundene Regelscharen 
der g und der l übertragen. Die Schnittpunkte der entsprechenden 
Geraden erzeugen (Nr. 165) eine Baumkurve 4. Ordnung R^ 1. Art, 
weil sie den Geraden beider Scharen zweimal begegnet, die Grund- 
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kurve eines Flächenbüschels 2. Ordnung^). Verzweigungselemente sind 
die Geraden, welche iJ* tangieren: a, 6, c, d aus der ^-Schar, a^, 6^, 
^, d^ aus der Z- Schar; und die zugehörigen Doppelgeraden sind die 
Geraden je aus der andern Schar, welche durch die Berührungspunkte 
gehen: a, b, c, b in der ^f-Schar, ttj, bj, q, \ in der Z-Schar, so 
daB 0^ z. B. durch den Berührungspunkt von a geht, usw. 

Es sei V^ einer der vier Kegel 2. Grades durch B* uud Z7- der 
Tangentialkegel aus seinem Scheitel V an die Trägerfläche F^ der 
beiden Begelscharen. Dieser Kegel bewirkt eine Projektivität zwischen 
diesen Scharen, in welcher je in derselben Berührungsebene von ?7* 
liegende Geraden entsprechend sind (Nr. 105). Jede Berührungsebene 
aber von V^ berührt ü* in den beiden Punkten, in denen diese Kurve 
von der Berührungskante getroffen wird. In den gemeinsamen Be- 
rührungsebenen von V^ und U^ sind daher die beiden Geraden aus 
den Regelscharen Tangenten von ü*. Folglich wird in jener Pro- 
jektivität einer der vier Geraden a, . . . je eine der a^j . . . zugeordnet; 
nehmen wir an: ahcd J\ a^i^c^d^. Es sei h die Kante von F*, auf 
welcher die Berührungspunkte von a und a^ liegen. Die Ebene ha 
ist Tangentialebene von F^ und, weil sie durch V geht, von I/^; die 
zweite Gerade der F^ in ihr, aus der Z-Schar, ist diejenige, die den 
zweiten Schnitt von 1z mit F^ (außer fta^, durch den o geht), ent- 
hält, also den ha, und ist daher Q^. Folglich entsprechen in 
der Projektivität auch den a, . . . die Qj, . . ., und wir haben: 

afecrfabcb 7\ a^h^c^d^a^\Zi\, 

Die drei andern Kegel durch ü* geben die weitern Projektivitäten 
zwischen den 16 Geraden^). 

Die Ebene der drei andern Kegelspitzen ist die Gegenebeae cd 
des V im gemeinsamen Polartetraeder des Flächenbüschels durch ü^; 
auf ihr schneiden sich a und Oj, & und \y • . ^ a und a^, . . ., denn 
die Schnitte sind Berührungspunkte von Tangentialebenen von F^, 
die durch V gehen. 

1) Daß sie das ist, erkennt man so. Durch acht beliebige Punkte J., . . . iT 
auf ihr und einen neunten außerhalb der Trägerfläche befindlichen Funkt / sei 
eine zweite Fläche 2. Grades gelegt. Die Grundkurve des Büschels, welchen 
beide bestimmen, und die JB* projizieren wir aus A auf eine Ebene; die Projek- 
tionen, Kurven 3. Ordnung, haben neun Punkte gemein, welche wegen der Be- 
liebigkeit eine Kurve 3. Ordnung eindeutig bestimmen, nämlich die Projektionen 
von B^. . . H und die Spuren der beiden durch A gehenden Geraden der Träger- 
fläche; also sind die Projektionen identisch und demnach auch die Raumkurven 
selbst; beide werden durch die zweiten Schnitte der Projektionsstrahlen mit der 
Trägerfläche gebildet. 

2) Emil Weyr, Annali di Matematica, Ser. II, Bd. 4, S. 272, sowie: Über 
einen Korrespondenzsatz, Wiener Sitzungsberichte, Bd. 87 (1888), S. 592. 
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Wenn nun in der Projektivitat, zu welcher der Kegel V^ mit 
der Spitze V^ führt, der a die \ zugeordnet wird, dann wird der h 
die a^ zugeordnet. Die VerbindungBlinie Ton aa^ und hh^ ist die 
gemeinsame Spur der Ebenen a\ und ha^ in cd; als Spur der ersteren 
geht sie durch V^y und daher liegt dieser Punkt auch auf ha^^ welche 
so Berührungsebene des Tangentialkegels aus F^ wird, den auch a\ 
berührt. Als zweite Geraden in den durch c und d gehenden Be- 
lühnmgsebenen dieses Kegels bleiben nur d^ und c,; denn C(^, dd^ 
berühren den Tangentialkegel aus V. und daraus folgt dann, daß 
den a, 6, c, b die 6^, o^, b^, q zugeordnet werden. Die drei 
weiteren Projektivitäten sind also: 

o-bcdaBcb A ^i^id^CibiOibjCi, 7\ c^d^a^^z^^^y^h^^ A d^c^y^ih^^t^h^d^ ^ 

Weil die acht Ebenen ab^, &a^ . . . ab^, . . . den Tangentialkegel 
aus Fj berühren, so laufen ihre vier Spuren in (o in den Punkt F^ 
zusammen; diese vier Geraden sind die Verbindungslinien der Spuren 
von a und h oder a^ und \j von c imd d oder q und d^, . . . Also 
liegen diese Spuren auf dem Kegelschnitte F^fQ. Folglich schneiden 
die Geraden a, 6; c, d\ o, b; c, b oder a^, fe^; c^, d^; tti, \\ q, b^ 
vier Punktepaare einer Involution auf diesem Kegelschnitte ein und 
bilden selbst eine Involution in der betreffenden Regelschar. Dem- 
nach haben wir in der ^-Schar die drei Involutionen: 

a, &; c, d\ Q, b; c, b I a, c\ b, d] a, C; b, b | a, t2; b, C] a, b; b, C; 

und entsprechend in der Z-Schar. 
175 Wir geben einen zweiten geometrischen Beweis für diese 

Projektivitäten und Involutionen, in dem wir ebenfalls eine 
Fläche 2. Grades benutzen. 

Wenn eine Fläche F^ und zwei Geraden u, u^ vorliegen, so rufen 
die Tangenten jener, welche diese treffen, auf ihnen eine Korrespon- 
denz [2, 2] hervor und erzeugen deshalb eine Regelfläche 4. Grades^ 
welche die beiden Geraden zu doppelten Leitgeraden hat (Nr. 164). 
Denn die Tangenten aus einem Punkte von u oder u^, welche die 
andere Gerade treffen, sind die Tangenten an den Kegelschnitt, in 
welchem F* von der Ebene geschnitten wird, die den Punkt mit ttj 
oder u verbindet. Man sieht sofort, wie die Verzweigxmgs- und 
Doppelpunkte der Korrespondenz zustande kommen. Die Yerzwei- 
gungspunkte auf u sind die Schnitte Ay B mit F^ und die Punkte 
C, 2), in denen u von den Berührungsebenen o^, ß^y die von u^ 
kommen, geschnitten wird. Zugehörige Doppelpunkte sind die Schnitt- 
pimkte %^y 89} der Berührungsebenen von Ay B mit u^ und die Punkte 
S^, %^y in denen die nach C, B gehenden Tangenten in ci^, /3^ die 
u^ treffen. In gleicher Weise sind auf u^ die Schnitte C^, D^ mit 
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F* und Ä^y B^ mit den Berührungsebenen y, 6 durch u die Ver- 
zweigungspunkte und % 2), %y 93 die zugehörigen Doppelpunkte. 

Eine Korrespondenz [2^ 2] ist durch acht Paare entsprechender 
Elemente (in allgemeiner Lage) eindeutig bestimmt (Nr. 156). Liegt 
also eine solche Korrespondenz [2^ 2] zwischen zwei Punktreihen Uy t^ 
YOTy so sei an acht beliebige Erzeugenden der Begelfläche 4. Gfrades 
P\ zu der sie führt, eine Fläche 2. Grades F^ tangential gelegt; es 
gibt oo^ Flächen 2. Grades, welche diese Berührungen erfüllen. Die 
Korrespondenz [2, 2], welche diese Fläche F* auf u, u^ hervorruft, 
ist mit der gegebenen identisch, und die Yerzweigungs- und Doppel- 
punkte ergeben sich in der obigen Weise. Alle Erzeugenden von P^ 
sind daher Tangenten der F\ 

Es seien a, &, c^, d^ die Geraden aus der einen Regelschar von 
F^ durch Ay B, C^, D^ und a', Vy c^', d^ diejenigen aus der andern 
und es sei y = ba, 8 =» aVy «4 — ^^i'; ßi = ^^'* 

Die Ebenenwürfe, welche a, 6, Cj, d^ aus c^', d^', a', 6' projizieren, 
sind projektiv; wir schneiden sie mit u, bzw. ti^ imd erhalten: 

wo (/ irgend eine Gerade aus der Regelschar a', &',... ist 

jI«!, ^JBi, C16, Dl© sind Tangenten der Fläche in Äy B, C^y D^; 
folglich sind %^y 93|, (7^, D^ die Schnitte der Polarebenen der Punkte 
Ay By ^y ^ You u mü der Gerade ti^; daher ist: 

^JBSS) A 8tiS3iCiA; 

weil eine Polreihe und der zugehörige Polarebenen-Büschel in bezug 
auf eine Fläche 2. Grades projektiv sind. 
Aus den obigen Projektivitäten folgt: 

{AB^C) . {ÄBD%) = («i^iCiDi) . (5,JBi(7iA), 
was sich umformen läßt in: 

{AB CD) {A^B^C^D^y 
also ist: 

(^5C2))«(^i5iCiA); 

womit die Gleichheit der Doppelverhaltnisse der beiden Würfe der 
Yerzweigungselemente bewiesen ist. 

Wir schneiden femer die nach a, 6, c^, d^ gehenden Berührungs- 
ebenen der Tangentialkegel von F^ aus A^, B^ mit den Tangenten 
Uy g dieser Kegel und die der Tangentialkegel aus C, D mit u^, 9; 
u liegt z. B. bei dem Kegel aus A^ in der Berührungsebene A^ ^ha'^yy 
ihr Berührungspunkt ist 3t; denn der von y mit jP' liegt auf A^ 
Wir haben dann: 

A%I)C A »5DC A B,^iC\Si A ^1^1 ®iA A i^(a, 6, q, ^); 
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so daß auch diese Würfe mit den obigen projektiv sind; z. B.: 

Infolgedessen kann die Projektiyität der Yerzweigangspunkte auch 
noch auf die Doppelpunkte ausgedehnt werden: 

denn wir haben: 

«i^iCiA A A%DC7\%AGD, B,fÖ,C,D, A »BDC A 5»C2>,ußw. 

Femer ist: 

ABCDT^B^A^D^C^', 

auch das läßt sich erweitem in: 

ABCD^^^^ A 5i^iA^i»i«i®i®i; 
denn wir haben: 

AfiDC A jBi»iCiDi, »jBDC A ^A^C^D^, AB^C A B^A^^^D,, 

ABD'S^ A jB^^iCi®!. 

Und ebenso ei^eben sich die beiden andern Projektivitäten. 
Sodann folgt aus: 

ABD'S:^ A AB^C 7\ BAC^ 
und aus: 

A%DC A ^BDC A B^CD, 
daß: 

ABy CD, «93, 6® 

in Involution sind und ebenso: 

A^B^, C\Di, «i»!, ßi®!. 

Und ähnlich erhält man je die beiden andern Involutionen auf u 
und Wj*). 

Von den drei Involutionen auf derselben Gerade transformiert 
jede die beiden andern in sich selbst, so daß sie ein Tripel sich 
stützender Involutionen bilden (Nr. 85). 

Daraus folgt, daß eine Involution: A%, £93, C% D3) nicht 
möglich ist; denn diese würde alle drei in sich transformieren; das 
tut aber für je zwei von jenen dreien nur die dritte. 

Die Punktreihe auf einem Kegelschnitte K^ und der Tangenten- 
büschel um einen andern K^ in derselben Ebene befinden sich, wenn 
inzidente Elemente einander zugeordnet werden, in einer Korrespon- 
denz [2, 2] (Nr. 167). Verzweigungspunkte in der Punktreihe sind 
die vier gemeiosamen Punkte A, B, C, Z), Verzweigungsstrahlen im 
Tangentenbüschel die gemeinsamen Tangenten a', V, c, ^, Dies 



1) Journal f Math., Bd. 101, S. 172 und Liniengeometrie, Bd. UI, S. 118 ff. 
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können wir als einen Beweis für die Anzahl der gemeinsamen Punkte 
oder Tangenten ansehen; und yerallgemeinem wir auf zwei unikursale 
Kurven n^' Ordnung und n'^' IQasse, die^ wegen des Geschlechts 0, 
von der Klasse 2(»— 1), bzw. der Ordnung 2(n—l) sind, so liefern 
die » • 2(n'— 1) gemeinsamen Punkte und die n ■ 2(n — 1) gemein- 
samen Tangenten die Verzweigungselemente. Aber kehren wir zu 
den Kegelschnitten zurück. Doppelstrahlen im Tangentenbüschel sind 
die Tangenten o', h% c', b' von JE,' in den gemeinsamen Punkten, 
Doppelpunkte in der Punktreihe die Berührungspunkte ?[, S9, S, S) 
der gemeinsamen Tangenten mit K^. 

Daher bestehen zwischen diesen acht Punkten von K^ und acht 
Tangenten von JE,' vier Projektivitäten, z. B.: 

ÄBCD^^d'S) A ab'c'd'a'Vc'V. 

Heben wir insbesondere hervor, daß der Wurf der gemeinsamen 
Punkte von zwei Kegelschnitten, dem einen, und der Wurf 
der gemeinsamen Tangenten, dem andern zugerechnet, (in 
vier Weisen) projektiv sind. 

Jeder von den beiden Würfen stimmt andererseits im Doppel- 
verhältuis überein mit dem Wurf der zugehörigen Tangenten, bzw. 
der zugehörigen Berührungspunkte (Nr. 103). Femer hat der Wurf 
der vier Ghnndpunkte eines Kegelschnitt-Büschels, den verschiedenen 
Kegelschnitten zugerechnet, lauter verschiedene Doppelverhältnisse; denn 
dies Doppelverhältnis ist Ä(a, B, C, />), wenn a die von Kurve zu 
Kurve sich ändernde Tangente von A ist. Folglich sind das Doppel- 
verhältnis der Punkte Ay B, C, D auf K^ und dasjenige der Tangenten 
a', b', c', b' von JEg', also das der nämlichen Punkte, aber auf K^', 
verschieden und unabhängig voneinander, da J?,' ®^ beliebiger zweiter 
Kegelschnitt durch diese vier Punkte ist. 

Die Doppelverhältnisse der vier Verzweigungspunkte 
und der zugehörigen Doppelstrahlen sind ungleich und un- 
abhängig voneinander. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse der vier gemeinsamen 
Punkte und der vier gemeinsamen Tangenten folgt, daß gleich- 
artige gemeinsame Punkte (alle reell oder alle imaginär) mit 
gleichartigen gemeinsamen Tangenten und ungleichartige 
(zwei reeUe und zwei imaginäre) mit ungleichartigen verbunden 
sind. 

Für die Kurve (« + Wj)**' Ordnung, welche durch zwei 176 
Strahlenbüschel U, U^ erzeugt wird, die sich in einer Kor- 
respondenz [n, nj befinden, sind die Yerzweigungsstrahlen, 
2«(«i— 1) im Büschel U und 2wi(n — 1) in U^, die von ü, bzw. 
Uj^ kommenden und anderwärts berührenden Tangenten der 
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Eurye^ und die zugehörigen Doppelstrahlen gehen je aus 
dem andern Punkte nach den Berührungspunkten. 

In der Tat^ wegen der beiden vielfachen Punkte ist die Klasse 
der Eurre 

(w -|- Wi)(n + n^— 1) — n{n — 1) — ni(ii^— 1) — 2nni. 

unter den 2nn^ Tangenten durch ü zählen die n eigenen Tangenten 
dieses Punktes doppelt; es bleiben 2n(n^ — 1) andere. 

Im FaUe n » n^ — 2 sind beidemal 4 Tangenten. 

Jede Kurve 4. Ordnung mit zwei Doppelpunkten bringt 
zwischen den Büscheln um sie eine Korrespondenz [2^ 2] 
hervor; also sind bei ihr die Würfe der Tangenten aus den 
Doppelpunkten projektiv und jede der vier Projektivitaten 
erstreckt sich auch auf die Strahlen, die nach den Berüh- 
rungspunkten der andern Tangenten gehen. 

Die ebene Kurve 4. Ordnung muB zwei Doppelpunkte haben, 
um so erzeugt werden zu können; aber jede allgemeine ebene 
Kurve 3. Ordnung C^ kann so erzeugt werden, wenn man eine 
gewisse Spezialitat eintreten läßt. 

Wenn nämlich die Büschelscheitel ü, Ui in beliebige 
Punkte der C^ gelegt werden^ so entsteht; weil jeder Strahl 
durch U oder U^ die Kurve noch zweimal trifft^ eine Korrespon- 
denz [2, 2] zwischen den Büscheln^ aber mit folgender besondem 
Eigenschaft. Wenn U' der dritte Schnitt von üü^ mit C ist, so 
entsprechen dem Strahle ÜUi von U in ü^ die Tangente U^Ui in 
Ui und der Strahl U^ Z7'; d. i. UiU. Folglich entspricht der 
Yerbindungsstrahl der Scheitel sich selbst und gehört zum 
Erzeugnis 4. Ordnung, und auf dem vollen Erzeugnisse sind, wie not- 
wendig, CT, üi doppelt; eigentliches Erzeugnis ist die Kurve 3. Ord- 
nung, welche also aus jeden zwei ihrer Punkte so erzeugt werden 
kann. Wegen des sich selbst entsprechenden Strahles nennt man die 
in Korrespondenz [2, 2] befindlichen Büschel in halb perspektiver 
Lage; UUi hat sich je mit dem einen der beiden entsprechenden 
Strahlen vereinigt, der andere ist die Tangente in U^, bzw. U. 

Die Yerzweigungsstrahlen sind die je von ü, ü^ ausgehenden 
anderwärts berührenden Tangenten, und da ü, U^ beliebige Punkte 
auf C^ sind, so erweist sich das Doppelverhältnis der vier 
von einem Punkte der Kurve ausgehenden Tangenten als 
konstant^). 



1) Setzt man diesen Satz aus dei Theorie der ebenen Kurve 3. Ordnung 
als bekannt voraus, so kann man ihn zum Beweise unseres jetzigen Satzes über 
die Verzweigungselemente einer [2, 2] benutzen, indem man erwägt, daß bei 
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So erhält jede ebene Kurve 3. Ordnung eine Inyariante^ 
das Doppelyerhaltnis des Tangentenwurfs; und man kann bei den 

Doppelverhältnissen — 1 und ^(l±*l/3) von harmonischen und 
äquianharmonischen Kurven 3. Ordnung sprechen. 

Bei der Regelfläche vom Grade n + n^, welche durch 
zwei in einer Verwandtschaft [w, wj befindliche Punktreihen 
erzeugt wird (Nr. 164)^ enthalt jede der beiden Leitgeraden tc, u^ 
eine Anzahl von Yerzweigungspunkten, 2«(wj — 1), bzw. 2wi(n— 1). 
Yon den n^ Erzeugenden , die von einem Verzweigungspunkte der u 
ausgehen nach den entsprechenden Punkten auf u^, haben sich zwei 
in eine sogenannte Kuspidalerzeugende oder Torsallinie^) ver- 
einigt; der Begegnungspunkt mit u^ ist der zugehörige Doppelpunkt. 
Als ausgezeichnete Punkte der Fläche heißen die Verzweigungspunkte 
Kuspidalp unkte (Spitzen). 

Bei der durch eine [2, 2] erzeugten Regelfläche 4. Gra- 
des haben wir wieder die vier Projektivitäten der acht aus- 
gezeichneten Punkte der einen und der acht der andern 
Leitgerade (Nr. 175). 

Wenn die Korrespondenz [n, n^] zwischen zwei Strahlenbüscheln 
die besondere Eigenschaft hat^ daß zwei Strahlen vorhanden sind; von 
denen jeder Verzweigangsstrahl und der andere der zugehörige Doppel- 
strahl ist, dann haben beide mit der erzeugten Kurve (n + w^)*®' Ord- 
nung in ihrem Schnittpunkte zwei vereinigte Punkte gemeinsam, 
wodurch dieser ein Doppelpunkt der Kurve wird. Es gibt dann aus 
jedem der beiden Scheitel zwei Tangenten weniger, welche anderwärts 
berühren, also zwei Verzweigungsstrahlen weniger. Der ausgezeichnete 
Strahl zählt demnach als Verzweigungsstrahl doppelt und daher auch 
als Doppelstrahl. 

Zwei Elemente einer Korrespondenz [n, n^], von denen 
jedes Verzweigungs- und das andere das zugehörige Doppel- 
element ist, zählen für zwei Verzweigungselemente und zwei 
Doppelelemente. 

Für die Regelfläche (n + n^)*®*^ (Grades, welche durch eine Kor- 
respondenz [n, 17^] zweier Punktreihen mit dieser Eigenschaft entsteht, 
ist die Verbindungslinie der ausgezeichneten Punkte doppelte Erzeu- 
gende; und jede von den beiden Leitgeraden hat zwei Kuspidalpunkte 
weniger. 

zwei Büscheln in Korrespondenz [2, 2] die Drehung des einen, durch welche 
der Verbindungsstrahl sich selbst entsprechend wird, am Doppelverhältnisse der 
Yerzweigungsstrahlen nichts ändert. 

1) So genannt, weil eine derartige Erzeugende die nächst folgende trifft 
und sich daher so verhält, wie bei einer abwickelbaren Fläche, einem Torsus 
(Nr. 161), jede Erzeugende. 



264 n. § 28. S&tze über eindeutig bezogene Orter 1. Stufe. 

§ 28. Satze über eindeutig bezogene Örter 1. Stufe. 

177 Es liegen zwei Kurven von den Ordnungen n^, n^ tot, deren 

Elemente eindeutig aufeinander bezogen sind. Wir fragen nach der 
Begelätiche der Verbindungslinien entsprechender Punkte. In einem 
Ebenenbüschel entsteht eine Korrespondenz [^i^^nj], wenn solche Ebenen 
zugeordnet werden^ welche nach entsprechenden Punkten gehen. Die 
n^ -f n^ Koinzidenzen lehren^ daß Yon so vielen Paaren entsprechen- 
der Punkte beide Punkte und ihre Verbindungslinie in eine Ebene 
des Büschels fallen^ also letztere die Axe trifft; die Regelfläche ist 
vom Grade n^ + Wj. 

Die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte 
zweier eindeutig bezogener Kurven von den Ordnungen 
n^, n^, dual die Schnittlinien entsprechender Tangential* 
ebenen zweier eindeutig bezogener Torsen von den Klassen 
n^\n^ erzeugen eine Regelfläche vom Grade n^ + n^, bzw. 
w/ + w,'. 

Jedes etwa vorhandene sich selbst entsprechende Element (Punkt^ 
Ebene) vermindert den Grad um 1. 

Liegen die beiden Kurven in der nämlichen Ebene, so 
umhüllen die Verbindungslinien eine Kurve von der Klasse 
^H + ^7 und die Schnittpunkte entsprechender Tangenten 
erzeugen, wenn w/, «,' die Klassen sind, eine Kurve von der 
Ordnung »/+< (Nr. 167). 

Fügen wir noch eine dritte Kurve von der Ordnung »j und 
der Klasse n^ in derselben Ebene hinzu, welche auch eindeutig auf 
die früheren bezogen ist, so kann man fragen, wie oft drei ent- 
sprechende Punkte in gerader Linie liegen oder drei entsprechende 
Tangenten in einen Punkt zusammenlaufen. 

Wir woUen den zweiten Fall nehmen. Auf einer Tangente der 
ersten Kurve seien dann die beiden Schnitte mit den entsprechenden 
Tangenten zugeordnet und aus einem Punkte der Ebene projiziert, 
so ergeben die beiden Kurven von den Ordnungen n^ + w^', n^ + n^' 
die im Büschel entstehende Korrespondenz {n^ + w,', «/+ «,'); von 
ihren Koinzidenzen sind n^ die Tangenten aus an die erste Kurve^ 
die übrigen gehen nach den gesuchten Konkurrenzpunkten. 

Bei drei eindeutig bezogenen Kurven derselben Ebene 
von den Ordnungen w^, n^, n, und den Klassen w^', n/, Wj' 
liegen {n^+ n^-^- n^-mB\ entsprechende Punkte in gerader 
Linie und sind (n^' + n^ + n^-rxidA entsprechende Tangenten 
konkurrent. 

Bei den Kurven (w^, w^') und (w,, n{) derselben Ebene 
sind {n^-\-n^)'in.9k\ ein Punkt der ersten und die entsprechende 
Tangente an die zweite Inzident. 
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Die Kurre, von der Klasse w^ -f- Wj, der Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte lehrt uns, daß auf einer beliebigen Oerade { durch 
die Schnitte einer Tangente der zweiten Kurve und der Verbindungs- 
linie ihres Berührungspunktes mit dem entsprechenden Punkte der 
ersten eine Korrespondenz [>*! + ^^g; w^'] entsteht; von den Koinzi- 
denzen sind n^ die Schnitte der l mit der zweiten Kurve, die übrigen 
nj + n^' beweisen die Behauptung. 

Wenn eine Kurve von der Ordnung n^ und eine Regel- 
fläche vom Grade n^' in eindeutiger Beziehung ihrer Ele- 
mente stehen, so umhüllen die Verbindungsebenen entspre- 
chender Punkte und Geraden einen Torsus von der Klasse 

n^ + »2'- 

Denn der Kegel w^*®' Ordnung, der die Kurve aus einem beliebigen 
Punkte projiziert, und der Kegel Wg'**' Klasse aus an die Regel- 
fläche, der eingehüllt wird von den Ebenen, welche mit den Erzeu- 
genden verbinden, befinden sich auch in eindeutiger Beziehung; also 
fällt (wj -f- n2')-mal eine Kante des ersteren und der Punkt der Kurve, 
nach dem sie geht, in die Ebene nach der entsprechenden Gerade der 
Regelfläche. 

Analog liefern ein Torsus von der IQasse n^ und eine Regel- 
fläche vom Grade n^y die in eindeutiger Beziehung stehen, durch die 
Schnitte entsprechender Ebenen und Geraden eine Kurve von der 
Ordnung Wj'-f Wj. 

Befinden sich eine Kurve von der Ordnung n^ und ein 
Torsus von der Klasse w/ in eindeutiger Beziehung, so fällt 
(n^ -}-«,')- mal ein Punkt der Kurve in die entsprechende 
Ebene des Torsus. 

Der Fall einer ebenen Kurve ist schon erledigt; denn bei ihr han- 
delt es sich nur um den Schnitt des Torsus mit ihrer Ebene. Es sei 
n^ die Klasse der Raumkurve oder ihres Schmiegungsebenen -Torsus. 
Die beiden Torsen erzeugen eine Regelfläche vom Gh-ade n^' -{■ n^, die 
eindeutig auf sie und die Kurve bezogen ist; daher umhüllen die 
Verbindungsebenen ihrer Geraden mit den entsprechenden Punkten der 
Kurve einen Torsus von der Klasse n^ -f n^ -\- n^\ Diese Verbindungs- 
ebenen sind, wofern die verbundenen Elemente nicht inzidieren, die 
Schmiegungsebenen der Kurve, deren Torsus die Klasse n^ hat; folg- 
lich treten n^ -f Wj' solche Inzidenzen ein, welche dann je einen Ebenen- 
büschel liefern. Jede sagt aus, daß ein Punkt der Kurve auf die 
entsprechende Ebene des gegebenen Torsus fällt. 

Man kann auch, wenn r^ der Rang der Kurve ist, die abwickel- 
bare Regelfläche r^*®' Ordnung ihrer Tangenten benutzen; die Schnittr 
punkte ihrer Erzeugenden mit den entsprechenden Ebenen des Torsus 
geben eine Kurve von der Ordnung r^ -f «,'. Wir stellen dann in einem 
Ebenenbüschel die Korrespondenz [r^ -f n^, wj her, in welcher die 
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Ebenen zugeordnet sind^ die nach einem Punkte der gegebenen Eurre 
nnd nach dem entsprechenden dieser neuen Kurve gehen; r^ der Koin- 
zidenzen rühren von den Tangenten der ersteren her, welche die 
Büschelaxe treffen; die andern beweisen die Behauptung. 

Wenn drei Kurven von den Ordnungen n^^ n^, n^ gegeben 
sind; die in eindeutiger Beziehung stehen, so umhüllen die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte einen Torsus von 
der Klasse w^ + w^ + n^. 

Wir haben zunächst durch die beiden ersten Kurven eine Regel- 
fläche vom 6rade n^ -f- ^s ^^^ durch diese und die dritte Kurve den 
Torsus. 

Tiitt nun noch eine vierte Kurve von der Ordnung n^ hinzu, 
auch auf jene eindeutig bezogen^ so ist sie auch auf den Torsus ein- 
deutig bezogen, den die drei ersten liefern; also fäUt («i + w, + w^ + »4)- 
mal ein Punkt auf ihr in die entsprechende Ebene des Torsus, d. h. 
mit den drei entsprechenden Punkten auf den andern Kurven in eine 
Ebene. 

Bei vier eindeutig bezogenen Kurven von den Ordnungen 
♦»1, »,, nj, W4 fallen (n^ + n^ + n^ + n^-mAl entsprechende Punkte 
in dieselbe Ebene. 
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Involutorische Elemente. 

178 Das Charakteristische für eine solche Korrespondenz 

[W; Wi]> welche eine Projektivität zweier Involutionen n**" 
und «1*®*^ Grades ist (Nr. 169, 171), besteht darin, daB die n^ 
Elemente des zweiten Gebildes u^, die einem Elemente von 
u entsprechen und in w^ eine Gruppe der Involution n^^^ 
Grades bilden, sämtlich auch jedem der n— 1 übrigen Ele- 
mente von u korrespondieren, welche die Gruppe der Invo- 
lution n^^ Grades vervollständigen, zu der jenes Element 
gehört. 

Ermitteln wir die Bedingung, unter welcher eine Korrespondenz 
[2, 2] eine solche Projektivität wird, und sehen wir zunächst zu, was 
eintritt, wenn wenigstens einmal zwei Elementen von u, mit den Para- 
metern x\ x\ dieselben beiden Elemente in tc^ entsprechen. Die 
Korrespondenzgleichung, nach x^ geordnet, ist: 

(a„a?*-f- ay^x -f «02)^1*+ (oji a^-f- au^+ %)^i + (^io^*+ «10^ + «00) = 0. 

Die Gleichungen in x^^ welche sich ergeben, wenn x' oder rc" für x 
eingesetzt wird, sollen dieselben Wurzeln haben; das erfordert, daB 
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die Koeffizienten der einen denen der andern proportional sind: 



«) 



«i««'*+«u«+«o« «i««"'+Oi«a;"+ao, 

Wenn die Nenner entfernt und alles nach links gebracht wird^ so 
lassen sich beide Gleichungen mit x' — x" dividieren^ was erlaubt ist^ 
da x'^x""^ es ergibt sich: 

( («110^-01,0^0 a;V'+ («Ol ««-ao«««i)(^'+0+(<»oiai2~«o»»ii)==0^ 
(aioÖM-öii«*o)^^"+ («00 «*a - «o8«8o)(^'+ O + («ooö^ia-«o«ö^io) " 0. 

Je nachdem x" oder ^' eliminiert wird^ erhält man: 

(a„a?'* + «i«aj' + Oo,)z/ — 0, 

(«110?"*+ «12^" + 0„)^ — 0, 



/») 



worin: 

j «00? %\y ^w I 

^ = 1 öt,o, «11, «ij i 
, «J07 «80 «22 

ist. Folglich sind entweder die beiden Klammern null; oder z/ ^ 0. 
Im ersteren Falle werden die Gleichungen a) dadurch befriedigt, daB 
beide Seiten <x> werden; damit wird die gewünschte Proportionalität 
nicht erfUlt; da diese aber vorausgesetzt wird, so muß z^ = sein. 
Ist das aber der Fall, so sind die Koeffizienten der einen Gleichung ß) 
zu denen der andern Gleichung proportional; denn die beiden Propor- 
tionen, welche dies ausdrücken, lassen sich leicht in zi =» umformen. 
Die beiden Gleichungen sind also nicht verschieden. Jedes von den oo^ 
Wertepaaren rr', x"y welches der einen genügt, genügt auch der andern; 
aus den beiden ß) folgen aber rückwärts die a), und aus diesen folgt, 
daß zwei solche x\ x' zu denselben Wurzeln der Gleichung in x^ 
führen. Die eine Gleichung ß\ etwa die obere, die allein notwendig 
ist, ist nun in bezug auf x\ x" bilinear und symmetrisch; damit ist 
gesagt, daß die zugehörigen Elemente in u eine Involution durch- 
laufen; und die beiden Elemente von Ui, die je zwei so zusammen- 
gehörigen Elementen entsprechen, erzeugen auch eine Involution, deren 
Relation man erhält, wenn man in der obigen Betrachtung die beiden 
Gebilde, also vordere und hintere Zeiger, x und x^ vertauscht; dadurch 
ergibt sich: 

(«11 «w - «n«ii)^i'^i"+(«io^2~ «»o«i») (^i'+ ^i'O +Koö^i— »2o«ii) ^ 0. 
Somit ist 
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die Bedingung dafür^ daß eine Korrespondenz [2, 2] mit der 
obigen Verwandtschaftsgleichung eine Projektivität von 
zwei Involutionen ist^). Da nur eine Gleichung zu erffiUen ist, 
so ist es eine einfache Bedingung; wie wir sofort noch auf eine 
andere Weise erkennen werden. Wir gingen davon aus, daß einmal 
zwei Elementen des einen Gebildes dieselben zwei im andern ent- 
sprechen; das erforderte z/ == 0, und daraus folgte, daß es im ersten 
Gebilde oo^ solche Paare gibt, die eine Involution bilden; zu jedem 
Elemente gehört dann ein anderes, das mit ihm dieselben entsprechen- 
den Elemente hat. Also: 

Wenn einmal bei einer Korrespondenz [2, 2] zwei ver- 
schiedenen Elementen des einen Gebildes dieselben zwei 
Elemente im andern korrespondieren, so korrespondieren 
durchweg die beiden einem Elemente des einen Gebildes 
entsprechenden Elemente des andern demselben zweiten 
Elemente jenes Gebildes: es liegt Projektivität zweier Invo- 
lutionen vor. 

Wird auf jeden der Parameter x und x^ in der Verwandtschafts- 
gleichung eine lineare Substitution angewandt, wodurch die neuen 
Koeffizienten »29, . . . lineare Funktionen der alten und quadratische 
Funktionen sowohl der Koeffizienten a, ß, y, d der einen Substitution, 
als derjenigen o^, ß^, y^, ö^ der andern werden, so ergibt sich: 

die Invariantenrelation für ^. 

Das anschaulichste Beispiel einer solchen Projektivität zweier 
Involutionen erhält man, wenn man zwei Kegelschnitte mit projektiven 
Strahlenbüscheln bzw. schneidet. 

179 Auf zwei Geraden u und u^ wird durch die Tangeuten 

eines Kegelschnitts K eine Korrespondenz [2, 2] hervor- 
gerufen. Wenn aber einmal die von zwei Punkten auf u an 
K gelegten Tangenten die Gerade ti^ in den nämlichen zwei 
Punkten treffen, so gibt es auf w eine Involution von Punkte- 
paaren, der auf u^ eine solche Involution projektiv zugeord- 
net ist. Die beiden Geraden sind dann konjugiert in bezug 
auf K, als Diagonalen von einem imd dann 00^ dem Kegelschnitte 
umgeschriebenen Vierseiten. Und umgekehrt, aus der Konjugiert- 
heit folgt diese Eigenschaft. 

Ebenso, wenn von zwei Punkten U, Ui einer ebenen Kurve 
3. Ordnung zwei Strahlenpaare ausgehen, deren vier Schnitt- 
punkte auf der Kurve liegen, so gehören diese Paare zu 



1) de Jonqui^res, M^langes de G^om^trie pure (Paris 1856), S. 163. 
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zwei projektiven Involutionen 2. Grades, für deren ent- 
sprechende Paare dies durchweg gilt. Die Earve ist das 
Erzeugnis projektiver Involutionen in halb perspektiver 
Lage (Nr. 176). 

Hat ü" dieselbe Bedeutung wie dort, so bilden auch f7?7'= UUy 
mit der Tangente in U und UiU'^ UU^ mit der Tangente in ü^ 
zwei solche Paare; woraus folgt, daß die beiden Tangenten sich auf 
der Kurve schneiden und, nach der Terminologie bei den ebenen 
Kurven 3. Ordnung, f7, U^ konjugierte Punkte der Kurve sind. 

und umgekehrt, aus konjugierten Punkten wird die Kurve 
durch projektive Involutionen erzeugt. 

Eine Involution vom Grade n^ hat (Nr. 136) 2{n^— 1) Doppel- 
elemente; darnach scheint die Projektivitat zweier Involutionen n**" 
und n^^ Grades weniger Doppelelemente zu haben, als ihr als Kor- 
respondenz [n, nj zukommen. Jedes dieser Doppelelemente ge- 
hört aber zu n Verzweigungselementen, nämlich zu allen n Ele- 
menten derjenigen Gruppe der Involution n*®" Grades, welche der das 
Doppelelement enthaltenden Gruppe der andern Involution entspricht; 
also zahlt dieses »fach und es ergibt sich die richtige Anzahl 2n{n^— 1). 

Daraus folgt für eine durch zwei projektive (geraeine) In- 
volutionen erzeugte Kurve 4. Ordnung die besondere Eigen- 
schafl;, daß von den vier Tangenten, die von einem der beiden 
Doppelpunkte ausgehen, zweimal zwei Berührungspunkte 
auf einem Strahle durch den andern liegen; und ähnliches 
gilt für konjugierte Punkte der Kurve 3. Ordnung. 

Spezialisieren wir den Satz von Nr. 164 über die gemein- 180 
Samen Paare zweier Korrespondenzen zwischen denselben Gebilden 
für W = n^ = 1, so haben wir: . 

Es gibt bei einer Korrespondenz [n, wj n-\-n^ Paare von 
Elementen, die zugleich in einer Projektivitat zwischen den 
nämlichen Gebilden entsprechend sind. 

Die Elimination der einen Yariabeln aus der Korrespondenzglei- 
chung und der bilinearen Relation der Projektivitat führt zu einer 
Gleichung vom Grade n + n^ in der andern, aus der dieser Satz 
auch folgjb. 

Zwischen zwei Regelscharen (auf verschiedenen Trägerflächen) 
entsteht eine Korrespondenz [2, 2], wenn die einander schneidenden 
Geraden zugeordnet werden. 

Daher gibt es bei zwei projektiven Regelscharen vier 
Paare sich schneidender entsprechender Geraden. 

Liegen die beiden Gebilde ineinander, so gibt es n + ^ Paare 
entsprechender Elemente der Korrespondenz, die in der Projektivitat 
in dem einen Sinne, und n + n^ Paare entsprechender Elemente, die 
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in ihr im andern korrespondieren. Ist aber die ProjektiTitat involu- 
torischy so gilt: 

Zwei ineinander liegende Gebilde, welche in einer Kor- 
respondenz [n, ttj stehen, haben n + n^ Paare entsprechender 
Elemente, welclie zugleich in einer auf dem Träger befind- 
lichen Involution gepaart sind. 

Befinden sich die beiden Gebilde auf einem Kegel- 
schnitte K (auf den sie eventuell von andern Trägem durch Pro- 
jektion und Schnitt übertragen sind), so lehrt dieser Satz, weU ein 
Strahlenbüschel eine Involution einschneidet: 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte umhüllen 
eine Kurve Ä von der Klasse n + n^] wir wollen sie die Direk- 
tionskurve der Korrespondenz nennen. Der bei der Projektiviiat 
sich ergebende Direktions -Kegelschnitt wurde in Nr. 106 erhalten. 

Die von einem Punkte des K ausgehenden Tangenten der ^ ver- 
binden ihn mit den n^ in dem einen Sinne und den n im andern 
Sinne entsprechenden Punkten. 

Die [n, n^] auf K ruft in einem Strahlenbüschel eine Korre- 
spondenz [2n, 2ny] hervor, in welcher nach entsprechenden Punkten 
gehende Strahlen entsprechend sind. Ihre 2(n -\- n^) Koinzidenzen 
sind die n + n^ Tangenten der Direktionskurve aus und die n + n^ 
Strahlen nach den Koinzidenzen der [n, nj. 

Verallgemeinern wir. Die Korrespondenz [n, nj liege auf 
einer unikursalen Kurve m^' Ordnung, so entsteht durch 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Regel- 
fläche vom Grade (n + Wi)(w — 1), die in eine Kurve von dieser 
Klasse ausartet, wenn die C"^ eine ebene Kurve ist. Denn die in 
einem Ebenenbüschel hervorgerufene Korrespondenz [mn, mn^] erhält 
n + n^ Koinzidenzen durch die gegebene Korrespondenz, deren An- 
zahl auch n + n^ ist, weil der Träger unikursal ist, also zwischen 
ihm und etwa einem Kegelschnitte eine eindeutige Beziehung her- 
gestellt werden kann (Nr. 163), durch welche die Korrespondenz in 
eine ebensolche, ihre Koinzidenzen in deren Koinzidenzen übergeführt 
werden. Die {n + nj)(m — l) übrigen Koinzidenzen im Ebenenbüschel 
weisen auf ebensoviele Verbindungslinien entsprechender Punkte hin, 
welche die Axe des Büschels treffen, was den Grad der erzeugten 
Regelfläche gibt. 

Kehren wir zum Kegelschnitte K als Träger zurück. 

Durch jeden der 2n(n^ ~ 1) + 2ni(» — 1) Verzweigungspunkte 
der [n, n^] auf K gehen zwei unendlich nahe Tangenten an ^; also 
sind sie Punkte der Direktionskurve. 

Der Direktions -Kegelschnitt einer Projektivität auf K berührt 
diesen in den beiden Koinzidenzen (Nr. 107). Entsprechendes gilt 
hier. Es sei C ^ D^ ein Punkt auf K, der einem der n + n^ Koin- 
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zidenzpnnkce sehr nahe ist. Von den n^ in dem einen Sinne ent- 
sprechenden Punkten ist einer, C^, ihm sehr nahe; ebenso von den 
n im andern Sinne entsprechenden ist wiederum einer D sehr nahe. 
Es gehen also von ihm die beiden einander nahen Tangenten GG^^ 
D^D sji die Direktionskurve und n + n^ — 2 weitere. Wenn wir den 
Punkt dem Eoinzidenzpunkt immer mehr nähern^ so nahem sich jene 
beiden Tangenten einander und der Tangente des Koinzidenzpunktes 
an X; ihr Schnittpunkt wird ein Punkt von A nnd seine Tangente 
an diese Kurve ist die von K 

In den n + n^ Koinzidenzen berührt die Direktionskurve 
den Träger-Kegelschnitt. 

Die Yerzweigungspunkte und die Koinzidenzpunkte sind aber die 
einzigen Punkte, welche K und ^ gemeinsam haben; folglich ergibt 
sich als Ordnung von $: 

^{2n(ni- 1) + 2n,{n - 1) + 2(» + n,)) - 2nn„ 

also 2, wenn n « «j^ ■== 1 • 

Wenn eine der Zahlen n, n^y etwa if|= 1 ist^ dann ist der Tan- 
gentenbüschel von ^ eindeutig auf die ,,eindeutige'' Punktreihe 7on K 
bezogen, also ^, wie K, vom Oeschlechte 0. 

Bei ineinonderliegenden Gebilden liegt die Möglichkeit involuto- 181 
risch, d. h. in beiderlei Sinne einander entsprechender Elemente vor. 
Bei der Projektivität n =« Wj =- 1 ergab sich, daß ein solches — im 
allgemeinen nicht vorhandenes — involutorisches Paar sofort die 
ganze Beziehung involutorisch macht. Jetzt ist es anders. 

Der Träger der Korrespondenz sei eine Gerade u; aus zwei 
Punkten 0', 0" (in einer Ebene durch u) projizieren wir und zwar 
die erste Punktreihe aus 0', die andere aus 0"] die Strahlenbüschel 
kommen selbst in eine Korrespondenz [n, n^] und erzengen eine Kurve 
von der Ordnung n + Wj, die zum n-, 0' zum n^- fachen Punkte 
hat. Ist nun Z, Z ein involutorisches Paar auf u, so liegt sowohl 
der Punkt X==(0'Y, 0"Z\ als auch der Punkt X^^iO'Z, 0"Y) 
auf dieser Kurve, jedes involutorische Paar führt also zu zwei Punkten 
der Kurve. Wir projizieren nun die erste Reihe aus 0", die zweite 
aus 0', wodurch auf der neuen Kurve 0' w^-fach, 0" n-fach wird. 
Beide Kurven haben diese vielfachen Punkte und die Koinzidenzen 
gemeinsam, also noch 

(w + w^)* — 2nWi — (n + n^ = w(wi — 1) + n^ivi^ — 1) 

Punkte. Ist X einer von diesen, so sind die Schnitte von O'X und 
0''X mit u entsprechend in der ersten und zweiten Reihe, aber auch 
in der zweiten und ersten; daher bilden sie ein involutorisches Paar; 
das liefert aber noch einen zweiten Punkt X^, der auch den beiden 
Kurven gemeinsam sein muß. 
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Zwei ineinanderliegende Gebilde, die in einer Korre- 
spondenz [n, fij] stehen, haben ^n(n — 1) + -l^WiCni— 1) invola- 
torische Paare*). 

Ist der Träger ein Kegelschnitt K, so werden die Verbindungs- 
linien dieser Paare Doppeltangenten der Direktionskurve ft. 

Die Plückerschen Formeln (Nr. 162) lehren, daß die Klasse 
n + n^y die Ordnung 2nnj und so viele Doppeltangenten zur Zahl 
der Wendetangenten führen; daß keine Wendetangenten auftreten, war 
vorauszusehen. Wenn n^ = 1, ist die Zahl ^n{n — 1); so viele Doppel- 
tangenten geben der St von der Klasse n -|- 1 das Geschlecht 0. 

Ist n = ttj = 1, so ist die Anzahl 0; konjektive Gebilde besitzen 
kein involutorisches Paar. Ist aber doch eins vorhanden, so haben 
die Kurven {n + w^)*®' Ordnung, in diesem Falle Kegelschnitte, sechs 
Punkte gemeinsam: 0', 0", die beiden Koinzidenzen und die beiden 
vom involutorischen Paare herrührenden, sind also identisch, und die 
oo* gemeinsamen Punkte geben soviele involutorische Paai-e. 

182 Wenn zwei Korrespondenzen [n, n^] und [n', n^] auf dem näm- 
lichen Kegelschnitte K liefen, so haben sie erstens ntii + n^n ge- 
meinsame Paare entsprechender Punkte, weil das n-deutige Gebilde 
mit dem ?2'- deutigen denselben Träger hat und ebenso das n^-deutige 
mit dem n^'-deutigen fNr. 164, 180), und zweitens nn + n^n^ gemein- 
same Paare, weil auch das m- deutige mit dem n/- deutigen und das 
14-deutige mit dem n'-deutigen denselben Träger besitzt; die Verbin- 
dungslinien dieser Paare sind die gemeinsamen Tangenten der 
beiden Direktionskurven. 

Für alle auf jE^ gelegenen Korrespondenzen [h, nj ist das 
(nn^ 4- w -|- ni)-fach unendliche System der Direktionskurven 
so beschaffen, daß nn^ -j-w-j-Wj gegebene Geraden von 2""»"^ ""•"'*» 
dieser Kurven tangiert werden, weil von den beiden Schnitt- 
punkten jeder dieser Geraden mit K jeder zur Yi-deutigen, der andere 
zur nj-deutigen Punktreihe gerechnet werden kann. Wenn aber »i = n^ , 
so ist mit 2 zu dividieren, weil da die beiden Fälle, daß die einen 
Schnittpunkte zur einen, die andern zur zweiten Punktreihe gerechnet 
werden und dann umgekehrt, sich nicht unterscheiden. Von den 
Direktionskurven Ä der 00' Projektivitäten auf K^ oder von den 
00' Kegelschnitten, welche K doppelt berühren (Nr. 116), tangieren 
vier drei gegebene Geraden und gehen vier durch drei gegebene Punkte. 

183 Bei einer Korrespondenz [2, 2] ineinander liegender Gebilde seien 
a, /3 die Parameter der Elemente eines involutorischen Paars; so ist 
sowohl: 

1) a^a^ß^+ a^^a^ß + a^^aß^+ a^iaßi- a^a^ + a^ß^ 

+ »10« + «oi/3 + <*oo "= 0, 

1) Emil Weyr, Journal f. Math., Bd. 74, 8. 189. 
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als auch: 

2) a^ß^a^+ a^iß^a + a^ißa^+ a^^ßcc + a^ß^+ a^a^ 

daher dnrch Subtraktion und Division mit cc — ß, welches ^0 ist: . 

3) (a,i- aijj) aß + (a,o- a«) (a + ß) + a^^ - a^ = 0; 

folglich gehört das inyolutorische Paar zu der durch diese bilineare 
und symmetrische Gleichung definierten Inyolution, welche die der 
gegebenen Korrespondenz [2,2] ineinander liegender Gebilde 
yerbundene Involution heißen möge. 

Umgekehrt, aus 3) und einer der Gleichungen 1), 2) folgt die 
andere. Von jedem Paare dieser Involution 3), dessen Elemente in [2, 2] 
in dem einen Sinne entsprechend sind, sind sie es auch im andern; 
es ist ein involutorisches Paar. Deren hat die [2, 2] zwei Paare (Nr. 181), 
während andererseits der [2, 2] und der Involution vier Paare gemein- 
sam sind (Nr. 180); also zählen die involutorischen Paare der [2,2] 
als gemeinsame Paare dieser Korrespondenz mit der ihr verbundenen 
Involution doppelt, wie das ja zu erwarten war. 

Nehmen wir an, die Korrespondenz [2, 2] habe drei involutorische 
Paare a^ßiy ci^ßi, c^ßs und zwar in allgemeiner Lage, d. h. nicht zu 
derselben Involution gehörig; dann ist (Nr. 185): 

Für die drei Paare muß 3) gelten; diese drei in «ji — »u, (hQ~^oi? 
^0 ~~ ^01 liiio^en Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante 
fordern dann, daß die genannten drei Größen sind: 



^21 ~ ^1«; ^«0 — ^08 > ^10 *~ ^01* 



Dann wird die Korrespondenzgleichung für die [2,2] symmetrisch; 
wir werden uns bald überzeugen, daß es sich in diesem Falle um eine 
durchweg involutorische Korrespondenz handelt Also drei be> 
liebige involutorische Paare bewirken eine solche Korre- 
spondenz [2, 2], und die verbundene Involution ist nicht vorhanden 
(oder unbestimmt). 

Gehören aber die drei Paare zur nämlichen Involution, so hat 
die Korrespondenz [2, 2] mit dieser verbundenen Involution 2 • 3 Paare 
gemeinsam, oder die Gleichung 4. Grades (Nr. 180) sechs Wurzeln, ist 
also eine Identität, und jeder Parameterwert führt zu einem gemein- 
samen Paare der [2, 2] und der verbundenen Involution. Diese ist 
in jener enthalten; die linke Seite der Gleichung der Korrespondenz 
zerfällt in die der Involution und einen zweiten bilinearen, aber im 

Sturm, Geomatr. VeTwandtoohaft«n. I. 18 
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allgemeinen unsymmetrischen Faktor, also die Korrespondenz in eine 
Involution und eine nichtinvolutoriselie Eonjektivität; yon den beiden 
einem Elemente zugeordneten Elementen ist ihm eins involutorisch^ 
das andere nichtinvolutorisch zugeordnet; weshalb man diese zerfallende 
Korrespondenz halbinvolutorisch nennen kann. 

Liegt sie auf einem Kegelschnitte, so zerspaltet sich die Direktions- 
kurve 4. Klasse in einen doppelt zu rechnenden Strahlenbüschel und 
einen Kegelschnitt. 

Hiervon mag ein Spezialfall erwähnt werden, in dem die Projek- 
tivität Identität wird. Er tritt ein, wenn 



= «11 == <*oo =* 0, a^i+ai2=0, ajo+ao2«0, 0x0+0^^=^0. 

Die Koinzidenzgleichung wird dann eine Identität: jedes Element 
entspricht sich selbst. Die Korrespondenzgleichung aber ist: 

(x^ — x) [ a^xx^ + a^{x + x^) + ao, } = 0. 

Die Korrespondenz zerfällt also in eine Identität und eine Invo- 
lution: jedem Element entspricht es selbst und das gepaarte in dieser 
Involution. 

Die Gleichung der Yerzweigungselemente ist: 

(öTu x^ + 2 «02 X + ÜQ^y = ; 

das sind die Doppelelemente der Involution doppelt gerechnet. 
184 Wenn in einer Ebene zwei Strahlenbüschel ü, U^ in 

Korrespondenz [n, n^] vorliegen, in denen x und x^, y und y^ 
entsprechende Strahlen sind, so kann man solche Schnittpunkte wie 
xy^ und yx^ involutorische Punkte nennen, weil sie in der Korre- 
spondenz, die auf ihrer Verbindungslinie entsteht, ein involutorische» 
Paar bilden. 

Zu jedem Punkte xy^ gibt es nn^ involutorische Punkte^ 
in denen die dem x entsprechenden n^ Strahlen sich mit den dem y^ 
entsprechenden n Strahlen schneiden. Daraus folgt, daß die involu- 
torischen Paare auf den Strahlen eines Büschels eine Kurve von 
der Ordnung «w^ + n(n— 1) + ^^(ni— 1) erzeugen, auf welcher der 
Scheitel nn^ -fach ist; schneidet man diese Kurve mit einer Gerade^ 
so ergibt sich: Die Verbindungslinien der Punkte einer Ge- 
rade l je mit den nn^ zugehörigen involutorischen Punkten 
umhüllen eine Kurve von der Klasse nn^ -|-w(n— 1) + «i(»i— 1)^ 
für welche die Gerade eine [n(n — l) + ni(wi — l)]- fache Tan- 
gente ist. 

Die zu den Punkten der l zugehörigen involutorischen 
Punkte erzeugen eine Kurve von der Ordnung n^-j-n^^; denn 
durch die Strahlen von U und CT^, welche den auf l sich schneiden- 
den Strahlen von TJ^ und U korrespondieren, entsteht zwischen den 
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beiden Büscheln eine Korrespondenz [n*, »j*]. Einem Sti-ahle x von ü 
entsprechen n^ Strahlen x^ von U<^j nach deren Schnitten mit { 
Wi Strahlen y von ü gehen, welchen wiederum n^^ Strahlen y^ von ü^ 
korrespondieren; und jedem y^ entsprechen ebenso n' Strahlen x. Durch 
diese Korrespondenz [n^, Wj*] entsteht die gesuchte Kurve; ihre Schnitte 
mit l sind die n{n — 1) + n^{n^— 1) Punkte der involutorischen Paare 
auf l und die Schnitte der Kurve (n + »j)*®' Ordnung, welche durch 
die gegebene Korrespondenz zwischen U und ü^ erzeugt wird. 

§ 30. Involutorisclie mehrdeutig bezogene Gebilde. 

Bei vollständig involutorischen Gebilden entsprechen jedem Ele- 186 
mente, mag es zu dem einen oder andern der (ineinander liegenden) 
Gebilde gehören, die nämlichen Elemente; also können die beiden 
Zahlen n, n^ nicht verschieden sein. Für involutorische Gebilde ge- 
nügt daher die Bezeichnung [n]. Aber die Gleichheit reicht noch 
nicht hin. Wir haben z. B. beim Beweise des Satzes über die Zahl nn' 
der Schnittpunkte zweier Kurven (Nr. 161) eine Korrespondenz [nn^nn] 
zweier ineinander liegender Strahlenbüschel mit gleichen Zahlen be- 
nutzt, die jedoch nicht involutorisch ist; denn dazu müßten die einem 
X entsprechenden Strahlen x genau ebenso konstruiert werden, wie 
die einem x entsprechenden x'] aber beim Übergang von einem x' 
zu den x werden die beiden gegebenen Kurven in umgekehrter Weise 
herangezogen, als bei dem Übergange von einem x zu den x\ Liegt 
jedoch bloß eine Kurve vor und werden in den beiden konzentrischen 
Büscheln Q solche Strahlen als entsprechend angenommen, welche 
nach zwei Punkten dieser Kurve gehen, die mit dem festen Punkte 
in gerader Linie liegen, so ergibt sich eine involutorische Korrespon- 
denz [n(w — 1)]. 

Involutorisch sind die Korrespondenzen, welche im Beweise der 
ersten PI ücker sehen Formel (Nr. 162) und in dem des Satzes von 
Clebsch (Nr. 163) herangezogen werden. 

Involutorisch ist femer, wie dort schon bemerkt wurde, die Hilfs- 
korrespondenz, welche wir in Nr. 172 bei der Ermittelung der Anzahl 
der Doppel- und Verzweigungselemente einer [w, n^] benutzten: Jedes 
der beiden Gebilde trägt eine solche: das n-deutige u eine 
involutorische Korrespondenz [»^(w— 1)], das w,-deutige t^ 
eine [n(n^-' 1)]. 

Heben wir diese „Begleiterinnen'', wie sieThomä genannt hat, 
insbesondere für den Fall [2,2] hervor, wo sie beide [2] sind: Die 
beiden Elemente des einen von zwei in einer Korrespon- 
denz [2, 2] befindlichen Gebilden u, u^, welche je demselben 
Elemente des andern Gebildes entsprechen, stehen in einer 
involutorischen Korrespondenz [2]. 

18* 
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In einer inyolutorisohen Korrespondenz [n] hat ein Ele- 
ment nicht n + n^^ 2n, sondern nur n entsprechende Elemente; 
diejenigen^ die ihm in einem Sinne korrespondieren, entsprechen ihm 
auch im andern. Daraus folgt, daß jedes Yerzweigungselement ein 
solches in beiderlei Sinne ist. Es gibt also nur 2n(n — 1) Ver- 
zweigungselemente und ebensoyiele Doppelelemente, ihnen 
eindeutig zugeordnet. 

Dagegen ist die Anzahl der Koinzidenzen 2n. 
186 Ein ebenes einfach unendliches Kegelschnitt- System 

liege Tor, von welchem v Kegelschnitte durch einen Punkt 
gehen, q eine Gerade berühren; die Anzahl der Geradenpaare 
und der Punktepaare in ihm sei S^rj. 

Es rufb auf einer Gerade eine inyolutorische Korrespondenz [i/] 
henror, in der die Schnitte mit demselben Kegelschnitte entsprechend, 
und um einen Punkt eine [9], in welcher die Tangenten desselben 
Kegelschnitts einander zugeordnet sind. Die 2v Koinzidenzen der 
ersteren kommen durch die q Kegelschnitte des Systems, welche die 
Gerade berühren, und die 17 Punktepaare, die als Punktkunren Doppel- 
geraden sind, zustande; die 2 p der andern durch die v Kegelschnitte, 
welche durch den Punkt gehen, und die d Geradenpaare, deren 
„Tangenten'' den doppelten Büschel um den Doppelpunkt bilden, so 
daB Yon jedem Punkte zwei vereinigte kommen. 

Folglich haben wir die Formeln: 

2v=^Q + ri, 2p = v-|-d, 

welche lehren, wie aus zwei der vier Zahlen, den Charakteristiken v,q 
und den Ausartungszahlen ä, ri des Systems, die beiden andern 
berechnet werden können. 

Wir wollen die Kegelschnitt-Systeme betrachten, die durch % Punkte 
und 4 — i Tangenten bestimmt sind, und sie kurz mit (4, 0), (3, 1), 
(2,2), (1,3), (0,4) bezeichnen. Wir wissen Bescheid über (4, 0\ den 
Büschel, und (0, 4), die Schar. Bei jenem ist v = 1, p « 2, d = 3, 
iy = 0; bei dieser: v = 2, p -= 1, d = 0, 1? = 3. Das v für (3, 1) ist 
ersichtlich q für (4,0), also 2; da die drei Punkte nicht in gerader 
Linie liegen, so ist ein Punktepaar nicht möglich; also 17 =» und 
daher q = A, Daraus folgt d = 6; wir haben jedoch im System nur 
drei Geradenpaare, deren Geraden durch zwei, bzw. einen von den drei 
Punkten gehen, während der Doppelpunkt auf der gegebenen Tangente 
liegt; jedes derselben zählt also zweifach. Diese Zweifachheit der 
Koinzidenz wäre jedoch nicht befriedigend begründet, wenn man sich 
darauf berufen woUte, daß ein Strahl durch den Doppelpunkt des 
Geradenpaars zwei vereinigte Tangenten repräsentiert. Wir umgehen 
die Schwierigkeit, indem wir nicht v, q aus 17, 8 bestimmen, sondern 
V aus dem vorangehenden Fall entnehmen und darauf q durch die 
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erste Formel bestimmen, während die zweite uns dann eben lehrt, wie 
vielfach die Oeradenpaare zu rechnen sind. Für (1, 3) haben wir 
dual: 1/ = 4, p « 2, * - 0, 1? = 2 . 3. Und in bezug auf (2, 2) ist 
v = 4, als p von (3, 1), und p = 4, als v als (1, 3). Die Formeln 
geben dann: d — i] ^ A. 

Das System enthält aber nur ein Geradenpaar, das vom Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten nach den beiden Punkten geht, und 
ebenso ein Punktepaar, auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 
eingeschnitten durch die beiden Tangenten. Beide Ausartungen sind 
also vierfach zu rechnen. Man ersieht aus diesen verhältnismäßig 
einfachen Beispielen, welche Schwierigkeit die Vielfachheit der Koin- 
zidenzen bereiten kann^). 

Kehren wir zur allgemeinen Betrachtung zurück. Wird in die 187 
Verwandtschaftsgleichung einer involutorischen Korrespondenz derselbe 
Wert einmal für x, das andere Mal für x^ eingesetzt, so muß sich 
genau dieselbe Gleichung in x^ im ersten FaU, wie in x im zweiten 
Falle ergeben: die Verwandtschaftsgleichung muß symmetrisch 
in bezug auf x und x^ sein, d. h. durchweg a^^^ a^^ sein. Wegen 
dieser Symmetrie wird die Verwandtschaft oft selbst symmetrisch ge- 
nannt; Em. Weyr nannte eine involutorische Korrespondenz [n] „ein 
symmetrisches Elementensystem n^^ Grades*^ 

Die Anzahl der Koeffizienten, deren Zeiger i und Je verschieden 
sind, ist n(n + l)] daher ist die Anzahl der wesentlichen Konstanten 
um die HÜfte dieser Zahl kleiner als bei einer nichtinvolutorischen 
Korrespondenz [w, w], also gleich n^ + 2n — ^n(n + 1) =» in(n + 3). 

In einem gegebenen Gebilde sind demzufolge oo^** ** in- 
Tolutorische Korrespondenzen [n] möglich, z.B. (»^Korrespon- 
denzen. [2]. 

Durch in(n + 3) Paare entsprechender Elemente ist eine 
involutorische Korrespondenz [n] eindeutig bestimmt 

Die Bedingung, daß eine Korrespondenz [n,n] zwischen 
ineinander liegenden Gebilden inyolutorisch sei, ist also 
eine ^n(n + l)-fache, z.B. eine dreifache, wenn n = 2. 

1) Ist das System nicht eben, so bedeuten r, q die Anzahlen der Kegel- 
schnitte, welche eine Gerade treffen, eine Ebene berühren. Dazu tritt eine dritte 
Charakteristik ft, die Anzahl der Kegelschnitte, deren Ebenen durch einen Punkt 
gehen. Hier werden die Korrespondenzen in einem Strahlenbüschel und einem 
Ebenenbüschel hergestellt und solche Strahlen, Ebenen einander zugeordnet, 
welche denselben Kegelschnitt treffen, bzw. berühren. Man erhält: 

wo der Faktor 2 im Gliede 2il davon herrührt, daß ein Kegelschnitt, dessen 
Ebene durch den Scheitel des Büschels geht, einen Strahl desselben zweimal 
trifft. Doch befriedigend ist die Zweifachheit damit noch nicht bewiesen. Diese 
Formeln veröffentlichte Chasles in den Comptes rendus, Bd. ö8, S. 1173. 
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Den Grund für die Übereinstimmung der Mannigfaltigkeitszahl 
J-n(n + 3) der involatorischen Korrespondenzen [«] in gegebenem Ge- 
bilde und der Kurven w*®' Ordnung oder n*** Klasse in gegebener 
Ebene werden wir bald erkennen. 

Wenn von den n Elementen, welche dem Elemente x = korre- 
spondieren, zwei in dasselbe Element x^^O fallen, so müssen in der 
Gleichung »**"" Grades in x^^ , die für ic =» sich ergibt und zwei 
Wurzeln hat, die beiden untersten Koeffizienten a^Q und a^^ weg- 
fallen; dann fehlen sie auch in der Koinzidenzgleichung, deren nie- 
drigste Glieder 2aiQX + Oqq sind, und diese hat auch zwei Wurzeln 0; 
also ist das Element x ^ Xi = eine doppelte Koinzidenz. Der Para- 
meterwert kann aber (durch lineare Substitution) jedem Elemente 
verschafft werden; also: 

Wenn in einer involutorischen Korrespondenz [w] von 
den einem Elemente korrespondierenden Elementen zwei 
sich mit ihm vereinigen, so ist dies eine doppelte Koin- 
zidenz*). 

Bei einer nichtin volutorischen Korrespondenz [n, n^] ineinander 
liegender Gebilde kann man diesen Schluß erst dann machen, wenn 
mit dem Elemente sowohl zwei von den in dem einen, als zwei von 
den im andern Sinne entsprechenden Elementen sich vereinigen. Denn 
in diesem Falle ist der Koeffizient von x in der Koinzidenzgleichung 
^10 + % • ^^ ^^^ möglich, daß diese Summe verschwindet, ohne daß 
es a^Q und üq^ einzeln tun; aber das wird meistens schwer zu erkennen 
sein. Die gemachte Voraussetzung bedingt, neben üqq «— 0, sowohl 
^10 ^^y ^^ % =^ 0? wofern natürlich dem Element wieder der Para- 
meter gegeben ist. 

188 In Nr. 183 fanden wir, daß, wenn eine Korrespondenz [2, 2] 

ineinander liegender Gebilde drei involutorische Paare be- 
sitzt, die jedoch nicht der nämlichen Involution angehören, 
sein muß: 

das bedeutet, daß sie ganz involutorisch ist. 

Bei einer involutorischen Korrespondenz decken sich die einen 
Yerzweigungselemente mit den andern, und die Doppelelemente, 
welche zu sich vereinigenden Verzweigungselementen gehören, tun es 
ebenfalls. 

Umgekehrt, für eine Korrespondenz [2, 2] ineinander liegender 
Gebilde hat, im allgemeinen, die Vereinigung der einen Verzweigungs- 
elemente mit den andern zur Folge, daß sie involutorisch ist. 



1) Damit könnte der Koeffizient 2 in der Anmerkung von Nr. 186 be- 
gründet werden. 



Korrespondenz [2, 2] mit vereinigten Verzweigongselementen. 279 

Es bestehen (Nr. 174) vier Projekti vi täten zwischen den Reihen 
der einen und der andern Yerzweigongs- und Doppelelemente, z. B. 

wo %i; 91 die zu Ä^ A^ gehörigen Doppelelemente sind, usw. 

Setzen wir voraus, daß die Verzweigungselemente sich decken 
und zwar A^ mit A, Sich deckende Würfe sind projektiv: von den 
mit A^ anfangenden Würfen ist nur A^B^C^D^ zu ABCD projektiv, 
also kann nur dieser mit ABCD sich decken. Jedoch die Fälle har- 
monischer oder äquianharmonischer Würfe von Verzweigungselementen, 
in denen mehr als vier Doppel Verhältnisse gleich sind, müssen aus- 
geschlossen werden. 

Werden aber die genannten Würfe ABCD und A^B^C^D^ iden- 
tisch, so fallen, wegen der obigen Projekti vltät, auch ä^, 93^, 6^, ^^ 
auf 31, 83, e, 2). 

ZwiBchen diesen acht Elementen ^, . . ., ^, mit denen wir es 
nunmehr allein zu tun haben, bestehen (Nr. 174, 175) drei Involutionen 
von je vier Paaren und zwar so, daß in zwei Paaren Verzweigungs- 
«lemente stehen, in den andern entsprechend die zugehörigen Doppel- 
elemente, wie: AB, CD, «93, SS). 

Wir überzeugten uns femer a. a. 0., daß eine Involution von vier 
Paaren je aus einem Verzweigungselemente und dem zugehörigen 
Doppelelemente nicht bestehen kann. Gehörten etwa bloß A%, BSQ, (7S 
zu einer Involution, so würde doch DS) mit zweien dieser Paare nicht 
zu einer Involution gehören. 

Weil aber dem A in beiderlei Sinne % entspricht usw., so sind 
diese vier Paare A%y . . ., Z)S) involutorische Paare, und da unter 
ihnen sicher drei Paare sich befinden, welche nicht die Involutionslage 
haben, so folgt, daß die Verwandtschaft involutorisch ist. 

Nehmen wir nun an, daß ABCD und A^B^G^D^ harmonisch 
sind; dann bestehen zwischen ihnen acht Projektivitäten, von denen 
jedoch nur vier auch auf die Doppelelemente sich erstrecken. Eine 
der weiteren ist: ABCD A A^B^D^C^. Wäre auch: 

J[BCZ)«S3C2) A X,5,Z)iCiSti95,<E)ie„ 
«o würde folgen: 

A^B,C^D,'&,^,(S.,'S^, A A^iAQ8liS3i3)i(£i; 

daraus würde die Identität von C, und D^, Cj und Dj folgen, welche 
nicht besteht. 

Eine Vereinigung von A^, B^, D^, C^ und A, B, C, D wäre 
möglich, aber da die vollständige Projektivität fehlt, so würde ihr 
keine Vereinigung der zugeordneten Doppelelemente entsprechen, die 
Verwandtschaft wäre nichtinvolutorisch. 
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Und ähnliches gilt, wenn die Yerzweigungswürfe äquianhanno- 
nisch sind. Es lassen sich also Ausnahmefälle herstellen, bei denen der 
Umkehrungssatz nicht gilt. 

Wir gehen von einer Korrespondenz [2, 2] zwischen den Trägem 
w, üj ans, weshalb sie [2, 2]^^^ heiße, und fügen noch eine Projek- 
tivität n zwischen u und xi^ hinzu. Dann entsteht auf jedem der 
beiden Träger eine Korrespondenz [2, 2] und zwar [2, 2]^ auf u 
zwischen der ursprünglichen Keihe u und der durch 77 aus u^ hervor- 
gehenden u\ [2, 2]^ auf u^ zwischen der aus u durch 77 entstandenen 
w/ und der ursprünglichen %. Sind X und X^ durch [2,2]^^ ent- 
sprechend und korrespondieren ihnen durch 77 die X/, Z', so sind X 
und X' in [2, 2]^, X/ und X^ in [2, 2J^ zugeordnet. Für [2, 2]. 
sind die Verzweigungs- und Doppelelemente in u dieselben wie für 
[2, 2]^ ,^, während diejenigen von u durch 77 ans denen von [2, 2]„^^ 
auf u^ sich ergeben; und ähnliches gilt für [2, 2]„ . 

Wenn eine dieser neuen Korrespondenzen invoiutorisch wird, so 
wird es auch die andere. Dies folgt unmittelbar daraus, daß ent- 
sprechende Elemente X und X' von [2, 2\ durch 77 in entsprechende 
Elemente X^' und X^ von [2, 2]^ übergehen, also invoiutorisch ent- 
sprechende in ebensolche. Die Verzweigungselemente von [2, 2]^^ in u 
gehen durch 77 aus denen von [2, 2]^„^ in u^ hervor; wird [2, 2\ invo- 
iutorisch, so werden diese Verzweigungselemente in u mit denen in u 
identisch, d. i. den Verzweigungselementen von [2, 2]^^ in u. 11 führt 
die einen Verzweigungselemente von [2, 2\^^ in die andern über oder 
ist eine der vier Projektivitäten, die zwischen ihnen bestehen. 

Sind nun diese Elemente harmonisch, so bestehe auch die Pro- 
jektivität AB CD A A^B^D^C^, die sich aber nicht auf die Doppel- 
elemente erstreckt. Wir können durch sie u^ in u (auf u) überführen 
und erhalten eine Korrespondenz [2, 2\ mit vereinigten Würfen der 
Verzweigungselemente, während die der Doppelelemente sich nicht 
decken; sie ist also nicht invoiutorisch; und ähnlich bei äquianhar- 
monischen Würfen. Folglich muß der Umkehrungssatz vorsichtiger 
gefaßt werden. 

Wenn bei einer Korrespondenz [2, 2] ineinander liegender 
Gebilde die einen Verzweigungselemente mit den andern 
sich decken, so ist sie invoiutorisch; wofern diese Elemente 
nicht harmonisch oder äquianharmonisch sind. In diesen aus- 
geschlossenen Fällen ist involutorische und nichtinvolutorische Korre- 
spondenz möglich. 

Bemerken wir, daß auch getrennte Verzweigungselemente voraus- 
zusetzen sind. 

In dem Spezialfall der nur halbinvolutorischen Korrespondenz von 
Nr. 183 ergab sich nur ein System von Verzweigungselementen, aber 
nicht vier getrennten. 
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Wir fanden eben: Wenn JT^ eine der vier ausgezeichneten Pro- 
jektivitäten ist, welche die Verzweigungs- und Doppelelemente von 
[2, 2]^ „ auf dem einen Träger in die auf dem andern überfahren^ 
so sind [2, 2]^ und [2, 2]^ involutorisch. 

Dem X von u seien durch [2, 2]^ „^ auf u^ entsprechend X^ 
und Xi, diesen durch Ili wiederum Y und T auf u, welche also 
dem X in [2, 2]^ entsprechend sind. Wegen des involutorischen Cha- 
rakters der [2, 2]„ müssen dann Y und Y ein gemeinsames entspre- 
chendes Element Y^ in [2, 2]^ haben, das durch 11^ in X übergeht; 
und Xi,Xi sind dem Y^ in der involutorischen Korrespondenz [2,2]^^ 
zugeordnet. 

Seien etwa u, u^ zwei Geraden derselben Ebene, so führt die 
Projektivitat 77,. zu einem Kegelschnitt, welcher u, w^ tangiert, femer 
die Verbindungslinien der Yerzweigungspunkte auf u mit denen ihnen 
in iJ,. zugeordneten, sowie auch XY^, YX^, YX^. 

Von den beiden Tangenten w, u^ geht die Korrespondenz [2, 2]^^ 
in den Tangentenbüschel dieses Kegelschnitts über, und der Tangente 
XY^ entsprechen in dem einen Sinne, d. h. insofern sie von X aus- 
geht, die von X^ und X^ ausgehenden Tangenten, und_Jm andern 
Sinne, d. h. insofern sie von Y^ ausgeht, die von Y und Y kommen- 
den Tangenten, also dieselben. Die Korrespondenz im Tangenten- 
büschel ist involutorisch, wie das ja auch aus der Vereinigung der 
Verzweigungselemente, jener Verbindungslinien der Verzweigungs- 
punkte, heiTorgeht. 

Im Tangentenbüschel jedes die beiden Geraden u, u^ be- 
rührenden Kegelschnitts entsteht durch die Korrespondenz 
[2, 2] zwischen deren Punktreihen eine solche Korrespondenz; 
sie wird involutorisch, wenn der Kegelschnitt durch eine der 
vier Projektivitäten 77,. entsteht, welche die einen Verzwei- 
gungspunkte in die andern überführen. 

Eine Projektivitat zwischen zwei ineinander liegenden 189 
Involutionen gleichen Grades kann nur dadurch involuto- 
risch werden, daß diese Involutionen identisch werden. Denn 
die Elemente, welche einem Elemente in dem einen und dem andern 
Sinne korrespondieren, sind identisch und bilden andererseits eine 
Gruppe der einen Involution, wie eine der andern. Es werden eben 
die Gruppen einer und derselben Involution involutorisch aufeinander 
bezogen. 

Es seien zwei (gemeine) Involutionen i, ij projektiv auf- 
einander bezogen und R, S, jf^, N^ die Doppelelemente. Den Paaren 
ER, SS, M^M^, N^N^ mögen die Paare R^R^\ S;s;\ M'M'\ N'N'' 
entsprechen. Deren acht Elemente sind die Verzweigungselemente, 
und in jeder der vier Projektivitäten zwischen ihnen müssen zweien, 
die ein Paar bilden, zwei ebenso beschaffene homolog sein; denn ent- 
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«prächen etwa den M\ M" die jR^', S^, so würden in der durch 

die Doppelelemente veryoUetändigten Projektiyität den yerschiedenen 

Punkten R, S die identischen Jfj , M^ korrespondieren. Die vier Pro- 
jektivitäten sind: 



M'M^N'N"', ES A R,' R," S,' S," 

A R,'' R,' S," S,' 
A ^i S^ jRi jRj' 



N,M, 77, 



Jede Yon ihnen fährt die eine Involution in die andere 
über und macht sie in sich involutorisch. Dem Paare M' M" von I 
entspricht durch 71/, die gegebene Projektivitat der i, i^, das Paar 
M^M^ von 2^, das durch 77^ in 7J7? übergeht; M' M!' geht durch 77^ 
in R^R^' über, dem durch Ilj das Paar RR entspricht Das ist 
involntorische Zuordnung der Paare von 2; und da sie einmal ein- 
tretend erkannt ist, so geschieht sie durchweg. Wenn zwei Paare 
von I und I^ durch 77^ zugeordnet sind, so sind es die ihnen durch 
77/ zugeordneten ebenfalls (im umgekehrten Sinne). Beide Produkte 
77i77/ und 77/77i bewirken in 1 (oder Jj) dieselbe involntorische Zu- 
ordnung der Paare. 

Seien es etwa zwei Strahleninvolutionen derselbenEbene; 
die 77^, . . ., 77^ bewirken dann vier Kegelschnitte Ä^, . . ., A4 
durch die Scheitel. In jeden schneiden die beiden Invo- 
lutionen die nämliche Involution, weil in der 77^ zwei gepaarten 
Strahlen der einen zwei der andern entsprechen. Die Punktepaare 
dieser eingeschnittenen Involution sind ferner involutorisch 
zugeordnet; denn den Paaren xx\ y^y^ von I und 7^, die durch 
ein Punktepaar auf dem Kegelschnitt ^^ gehen und in 77^ einander 
korrespondieren, entsprechen durch 77/ die Strahlenpaare x^x^'j yy\ 
welche wiederum in 77^ zugeordnet sind und das nämliche Punktepaar 
von $j einschneiden, das so jenem involutorisch zugeordnet wird. 

Oder, lassen wir eine ebene Kurve 3. Ordnung aus zwei konju- 
gierten Punkten 0, 0^ (Nr. 179) durch projektive Involutionen (in 
halbperspektiver Lage) entstehen, so wird jeder der beiden Tangenten- 
würfe aus 0,0^ in zwei Paare der betreffenden Involution zerlegt, 
derartig, daß die Verbindungslinien der Berührungspunkte zweier ge- 
paarter Tangenten durch 0^', bzw. laufen (Nr. 179) und die Doppel- 
strahlen der andern Involution bilden. 

In den vier Projektivitäten der Tangentenwürfe (der Verzweigungs- 
strahlen) entsprechen zwei gepaarten Strahlen zwei ebenfalls gepaarte 
und die zugehörigen Verbindungslinien sind auch homolog. 
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Eine inyolutorisclie Korrespondenz [1] ist immer eine Inyolution 190 
2. Ghrades. 

Eine Involution (n + l)*®*^ Grades ist eine inyolutorisclie 
Korrespondenz [n]^ in welcher jedem Elemente die n übrigen 
Elemente seiner Gruppe zugeordnet sind; inyolutorisch ist 
sie, weil zwei entsprechende Elemente gleichartig auseinander her- 
vorgehen. 

DieDoppelelemente derlnvolution, in der Zahl 2n (Nr. 136)^ 
sind sowohl Koinzidenzelemente^ als auch Doppelelemente 
der [n], als letztere je (w— l)-fach zu rechnen; denn die w — 1 
übrigen Elemente der Gruppe sind je die zugehörigen Verzweigungs- 
«lemente. 

Das Charakteristische, was eine Involution (n+iy^'^Grades 
als involutorische Korrespondenz [n] von den allgemeinen 
derartigen Korrespondenzen unterscheidet, ist, daß irgend 
zwei einem Elemente entsprechende Elemente auch einander 
entsprechen, so daß ein Element und die n entsprechenden einen 
Zyklus von n + 1 Elementen bilden, von der Art, daß aus jedem von 
ihnen die übrigen in gleicher Weise hervorgehen. Damit das eine 
besondere Eigenschaft sei, muß n > 1 sein. 

In gegebenem Gebilde fanden wir cx>*" " involutorische 
Korrespondenzen [»], dagegen enthält es nur oo*" Involu- 
tionen (n + 1)*®" Grades; wir erhalten sie, wenn wir zwei gegebene 
Elemente durch je n Elemente zu den konstituierenden Gruppen ver- 
vollständigen. 

Wenn n > 1, so ist ^n(n + 3) > 2w. 

Die von einem Kurvenbüschel w*®' Ordnung in eine Gerade, einen 
Kegelschnitt, eine unikursale Kurve m^' Ordnung eingeschnittenen 
involutorischen Korrespondenzen sind Involutionen vom Grade n, 
2ny mn] i auf dieser Kurve gelegene Grundpunkte erniedrigen den 
Grad um i 

Untersuchen wir die Bedingung dafür, daß eine involutorische 191 
Korrespondenz [2] eine Involution 3. Grades ist. 

Die Korrespondenzgleichung ist: 
a^x^Xj*+ a^^xx^{x + x^) + af^{x^+ x^*) + a^^xx^ + aQ^{x + x^) + »oo =^ 0; 
dem Elemente x entsprechen die Elemente x', x"'^ dies gibt: 

Diese beiden Elemente sollen aber auch einander entsprechen, also 
müssen Xy x'\ für x und x^ eingesetzt, der Korrespondenzgleichung 
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genügen; demnach: 

I a„{a^x^ + a^^x + a^y — a^^ia^x^ + a^^x + aQf;)(a^x^ +aiiX + ö^J 
+ «w[(öi2^*+ »11^ + «Ol)*— 2(ao,a:*+ aoiic + aQQ)(a^x^+ ai^x + a„)] 
+ ö^ii(«w^ + %^ + öoo)(«M^* + ^Ä^ + ^02) 

— % («12^* + «11a: + aoi)(«22^* + ^2^ + »02) 
+ »00(0^22^ + «12^ + O* = ^5 

wobei x'^+ a;"*= (a:'+ a;")*— 2a;' ic" benutzt wird. 

Dieser Gleichung genügt der Parameter jedes Elements^ dessen 
beide entsprechenden Elemente auch einander entsprechen. Das gilt 
für jedes Koinzidenzelement; denn ist X^ ein solches, so sind seine 
entsprechenden Xq und ein zweites, und diese entsprechen einander. 
Die Parameter der vier Eoinzidenzelemente sind also die Wurzeln 
unserer Gleichung, und Elemente, deren beide entsprechenden einander 
entsprechen und die nicht Eoinzidenzelemente sind, — und solche 
wünschen wir — gibt es im allgemeinen nicht. Die Eoinzidenzglei- 
chung ist aber einfacher: 

aggrr* + 2ai^a^ + (2a^ + a^i)x^ + 2af^x + a^o = 0; 

diese linke Seite muß also in der von I enthalten sein. In der Tat 
läßt sich I in die Form bringen: 

I ' Ko«22 + «02 »11 - % öti8 — a^) 

X (P^^ + 2ai^x^ + {2a^ + a^^jx^ + 2%^x + o^o) = 0. 

Ist der erste Faktor nicht null, dann haben wir das eben ausge- 
sprochene negative Ergebnis. 

Wenn aber ein Element vorhanden ist, das nicht Eoinzidenzele- 
ment ist und dessen beide entsprechenden Elemente einander ent- 
sprechen, so genügt sein x den Gleichungen I und I', aber nicht der 
Eoinzidenzgleichimg. Das ist nicht anders möglich, als daß: 

II ttoofl^s - aoi aia + a^^ (a^^ — a^g) = 

ist. Dann aber ist V eine Identität und jedes x genügt: jedes Ele- 
ment hat diese Eigenschaft. 

Wenn also eine involutorische Eorrespondenz [2] so 
beschaffen ist, daß einmal ein — von den Eoinzidenzelementen 
verschiedenes — Element zwei entsprechende Elemente hat, 
die auch einander entsprechen, so geschieht dies bei jedem 
Elemente. Die Bedingung dafür ist 11. 

Es liegt eine kubische Involution vor. 
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Aus den obigen Gleichungen f&r Summe und Produkt der beiden 
x\ x\ welche dem x entsprechen^ ergibt sich nämlich: 

XX x'^ «oi«l+_aoi.«"_+flo«Ä. 
a„a;'+ai,« + ao, 

Daher sind Xj x\ x' die Wurzeln der kubischen Gleichung: 

(«w^* + «1«^ + öo2)y' - («Mar» + (a^ - a^^)x - aoi)y* 

+ (— «12^ + (»02 - »u)^* + Ö00)y — («02^ + «01^* + »00^) ==' 0. 

Diese Gleichung läßt sich^ wenn der 11 genügt wird, in folgende 
Form bringen: 

\b^{c^x^+ c^x + Cj) — c^ip^x^+h^x + 63)]^» 

+ [&2K^' + ^1^* + ^s) - «,(^0^* + fci^* + h)'\y 

+ E^sC^o^' + Ciic* + Cja:) — C3(6oiP* + \x^ + 6,a;)] = 0. 
Dazu ist die Erfüllung folgender sechs Gleichungen notwendig: 



Vi — ^0*1 ^«22. 


6iCi-Ci6,«aii-ao8, 


^O^Ä-^O^ä'^^W; 


h<ht ^^s-%1 


^0^— ^0*3 =»02^ 


^^8 Cgfcj^aoo. 


Wir erhalten aus ihnen: 





(60C1- «^0^)(&2^«- ^,63) + (60^8- ^0^)(^^2- ^1^2) 

+ (60^ — ^0^2)(^1^8 ■" ^l^a) =" »00^22 + »02(0^11 — «02) — »010^12- 

Die linke Seite ist aber identisch null; wenn also 11 nicht erfüllt 
wird, können unsere Gleichungen nicht zusammen bestehen. Wird 
sie aber erfüllt, dann sind sie mit fünf Gleichungen äquivalent; und 
nehmen wir dann ein ihnen genügendes Lösungssystem &o; • -* ^s (wobei 
man etwa noch die Vereinfachungen: \ = Cq und 6^ = eintreten 
lassen kann, da ja acht unbekannte fünf Gleichungen genügen sollen), 
so ist die Umformung der kubischen Gleichung bewerkstelligt. Setzt 
man dann, indem man noch sich aufhebende Glieder: 

h^c^x^— c^i^x^y usw. 
in die Klammem einschiebt, 

?.o«'+M'+_M+i8 ^ j^ 

Co^'+Ciä'+CjX + Cj ' 
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so erhalt man die Inyolationsgleicliung: 

(60 - Aco)/ + (&i - Aq)y« + (b, - Acj)y + (b, -Xc,)^ 0. 

Zu derselben Gleichung führt die Definitionsgleichung von ky was 
auch notwendig ist, weil dieser Parameter von den drei Wurzeln 
gleichartig abhängig sein muß. 

Die Invariantenrelation für die linke Seite von II ist: 

»00 «22— % ^n+ «02 («11— »02) ^ { ö^oo «22- «Ol »12 + «02 («11— «02) }•(«*- /* rY- 

192 Sind ein Kegelschnitt-Büschel S3 und ein Strahlenbüschel 

S5' in derselben Ebene gegeben, so ruft jedes von den beiden 
Gebilden im andern eine inyolutorische Korrespondenz [2] 
hervor, in welcher zwei Elemente des letzteren einander 
entsprechen, welche das nämliche Element des ersteren be- 
rühren. Jeder Kegelschnitt von S5 berührt zwei Strahlen von S3' 
und jeder von diesen noch einen weiteren Kegelschnitt von S3, welche 
beiden Kegelschnitte jenem zugeordnet sind. Ebenso berührt jeder 
Strahl von S5' zwei Kegelschnitte von 93 und an jeden derselben 
kommt noch ein zweiter Strahl von S3' als Tangente; diese beiden 
Strahlen sind ihm zugeordnet. 

Die ausgezeichneten Elemente ergeben sich folgendermaßen 
Verzweigungselemente der Korrespondenz in 83 sind die drei Geraden- 
paare o^^, Og^ a^^ des Büschels, bei welchen die Tangenten aus 93' 
je sich in den Strahl a/, o^', a^' nach dem Doppelpunkte vereinigen, 
und der Kegelschnitt aj von S3, der durch den Scheitel von 35' geht, 
bei dem die Tangenten aus S3' sich in die Tangente a/, die im 
Scheitel berührt, vereinigen. Zugehörige Doppelelemente sind die 
zweiten Kegelschnitte von 35, welche a^', a,', a,', a/ berühren. Koin- 
zidenzelemente sind die vier Kegelschnitte ft^*, fe,*, 63*, 64* des 35, 
welche die nach den Grundpunkten dieses Büschels gehenden Strahlen 
6^', 6j', 6,', 64' des 35' in diesen Punkten berühren und je die einzigen 
Kegelschnitte von 35 sind, die diese Geraden tangieren. 

In der Korrespondenz in 33' sind diese vier Strahlen Jj', b^, 63', 
6/ die Yerzweigungsstrahlen und zugehörige Doppelstrahlen sind die 
zweiten Tangenten aus 33' an die fc^*, ftj*, 63*» ^4*- Koinzidenzstrahlen 
hingegen sind die a^', a^', «3', a^\ 

Ein Flächenbüschel 2. Ordnung und ein Strahlenbüschel führen 
zu nichts wesentlich Neuem. Dagegen erhalten wir andere Ergeb- 
nisse, wenn ein Plächenbüschel 2. Ordnung 33 mit einem 
Ebenenbüschel 33' zusammengestellt wird. In jenem ent- 
steht eine involutorische Korrespondenz [4]; denn an jede 
Fläche des 33 kommen zwei Berührungsebenen aus 39', von denen jede 
noch zwei andere Flächen des 33 tangiert, und in 33' entsteht 
eine involutorische Korrespondenz [3]; denn jede Ebene von 
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93' wird von drei Flächen aus 93 berührt^ an deren jede aus 93' noch 
eine zweite Tangentialebene kommt. 

Es seien a\ V, c^, cP die vier Kegel des Büschels 93 und e^, /* 
die beiden Flächen, welche die Axe von 93' berühren, femer «,...<? 
die Ebenen von 93' nach den Spitzen der Kegel^ e, (p diejenigen, 
welche c*, /** in ihren Berührungspunkten mit der Axe tangieren. Die» 
sind die sechs Koinzidenzen von [3]. 

An die Grundkurve 4. Ordnung von 93 kommen aus dem Büschel 
93' acht Berührungsebenen 6^,.,. 6g^)] sie schneiden aus 93 Kegelschnitt- 
Büschel mit zwei vereinigten Grundpuukten; von den drei Geraden- 
paaren haben sich zwei vereinigt; seien nun «jV-- V ^® Flächen von 
93 durch diese „binären" Geradenpaare und t^^, ... ^8* diejenigen durch 
die „unären*^; endlich <y^', ...(Tg' die zweiten Tangentialebenen aus 93' 
an die Flächen s^^,,. Es sind dann die tf^,... Verzweigungsebenen 
der Korrespondenz [3] und ö^\ ... die zugehörigen Doppelebenen. 
Aber diese Korrespondenz hat im ganzen 2 • 3(3 — 1) « 12 Paare- 
zusammengehöriger Yerzweigungs- und Doppelebenen. Es gibt im 
Büschel 93' ein Ebenenpaar f^ifts; dessen beide Ebenen dieselben 
zwei Flächen t»i^, m,* von 93 berühren (während die dritten berührten 
Flächen verschieden sind). 

Schneidet man den Büschel 93' und die Korrespondenz [3] in 
ihm mit einem Kegelschnitte Kj welcher die Axe trifft, so sind zu- 
geordnete Punkte der auf ihm entstehenden [3] die Schnitte mit je den 
beiden Tangentialebenen aus 93' an eine Fläche von 93. Die Direktions- 
kurve 3. Klasse (Nr. 194) ist eindeutig auf den Büschel 93 bezogen, daher 
vom Geschlecht und hat eine Doppeltangente; diese Doppeltangente 
kommt von dem Ebenenpaare [i^fi^ her. Die zwölf Verzweigungs- 
punkte auf K sind die acht Schnitte mit der Direktionskurve, welche 
4. Ordnung ist, und die beiden Schnitte mit der Doppeltangente: jeder 
ein doppelter Verzweigungspunkt und der andere zugehöriger Doppel- 
punkt. Die ersten rühren her von den Verzweigungsebenen tfj, . . .; 
die beiden Ebenen fi^, fCg erweisen sich als doppelt zu rechnende Ver- 
zweigungsebenen und die andere ist jedesmal zugehörige Doppelebene. 

Was die involutorische Korrespondenz [4] im Flächenbüschel 93 
anlangt, so sind die acht Flächen Sj^, ... die Koinzidenzelemente; denn 
in jeder von ihnen vereinigen sich zwei von den drei eine Ebene des 
93' berührenden Flächen von 93. 

Jede von den sechs Flächen a*, . . ./^ erhält aus dem Büschel 93 '^ 
zwei vereinigte Tangentialebenen a, . . . % also vereinigen sich in jeder 
der beiden weiteren Flächen des 93, welche diese sechs Ebenen be- 
rühren, zwei von den entsprechenden vier Flächen. Folglich sind 
jene sechs Flächen a', . . . doppelte Verzweigungselemente und diese. 



1) Indem wir den Rang 8 dieser Kurve als bekannt voraussetzen. 
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zwölf Flächen die zugehörigen Doppelelemente. Femer vereinigen bei 
den acht Flächen t^^ ... je zwei entsprechende sich in s^^y , , .y so daß 
die t^ , . , Yerzweigungselemente sind und die s^, ... die zugehörigen 
Doppelelemente, mithin zugleich Doppel- und Koinzidenzelemente. 
Endlich sind die beiden Flächen m^y m^ doppelte Verzweigui^gele- 
mente und je die andere zugehöriges Doppelelement. Damit sind 
2-6 + 8 + 2-2«24 Paare von Verzweigungs- und Doppelelementen^ 
also alle 2 • 4(4 — 1) nachgewiesen. 

§ 31. Der Eegelsolmitt als Träger. Zyklisclie Korrespondenzen. 

Ponceletsohe Polygone. 

193 Schneidet man einen Kegelschnitt 2*^ mit den Tangenten 

einer Kurve C^ n*®' Klasse, so ergibt sich eine involutorische 
Korrespondenz [nj auf ihm: es entsprechen jedem Punkte 
von iC' die zweiten Schnitte der von ihm ausgehenden n Tan- 
genten von C^. 

Wenn die zweite Kurve ebenfalls ein Kegelschnitt C, ist, so ent- 
steht eine involutorische Korrespondenz [2]. Einen Spezialfall davon 
haben wir schon gehabt (Nr. 116): (7, befindet sich mit K^ in 
doppelter Berührung; wir erhielten, daß dann G^ auf K* zwei pro- 
jektive Punktreihen hervorruft. Mit zwei solchen Pxmktreihen ist in 
^der Tat eine involutorische Korrespondenz [2] verbunden, in ihr sind 
jedem Punkte von K^ die beiden Punkte zugeordnet, welche ihm in 
der Projektivität in dem einen und in dem andern Sinne korrespon- 
dieren, und die Korrespondenzgleichung der [2J ist: 

{Xxx^ + yiX + fi'x^ + v){kx^x + iix^ + fi'o? + v) = 0, 

welche ersichtlich nach x und x^ symmetrisch ist. Die Korrespon- 
denz [2] zerspaltet sich in die Projektivität und ihre Umkehrung. 

In jedem der beiden Berührungspunkte haben sich zwei Ver- 
zweigungspunkte, die zugehörigen Doppelpunkte und zwei Koinzidenz- 
punkte der [2] vereinigt. 

Ist Cg ein beliebig zu K^ gelegener Kegelschnitt, so ist die 
Verbindungslinie der beiden einem Punkte von K^ entsprechenden 
Punkte, welche durch die Tangenten aus ihm an C^ eingeschnitten 
werden, im allgemeinen nicht wiederum Tangente von (7,, weil diese 
Punkte nicht einander entsprechen. Tangiert diese Gerade aber bei 
irgend einem Punkte von JE* den Cj, so daß die verbundenen Punkte 
entsprechend werden, so tritt nach dem Satze von Nr. 191 dies 
durchweg ein. 

Haben also zwei Kegelschnitte K^ und G^ eine solche 
Lage zueinander, daß es ein Dreieck gibt, welches dem ersten 
ein- und dem zweiten umgeschrieben ist, so gibt es solcher 
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Dreiecke <x>^ Jeder Punkt von K^ ist Ecke eines derselben 
und jede Tangente von C^ Seite; die Tripel der Ecken bilden 
auf K* eine kubische Inyolution, die Tripel der Seiten eine 
solche um C^,- Dazu fOhrt die duale Betrachtung, welche davon 
ausgeht, daß in dem Tangentenbüschel eines C^ durch die Punkte 
einer Kurve K^ n^' Ordnung eine involutorische Korrespondenz [n] 
entsteht, in der zwei auf J?" sich schneidende Tangenten von C^ zu- 
geordnet sind. 

Auf Kegelschnitte K^ und C^ in der speziellen Lage, daß sie 
ein und dann <x>^ dem K^ ein-, dem C^ umgeschriebene Dreiecke 
besitzen, hat Poncelet zuerst aufmerksam gemacht^), daher Kegel- 
schnitte in Ponceletscher Lage, Ponceletsche Dreiecke. 

Hieraus folgt von neuem der Satz am Ende von Nr. 118. Die 
beiden Dreiecke ABC, DEF seien demselben Kegelschnitte K^ ein- 
geschrieben; C^ tangiere die drei Seiten von ABC und BE^ BF, 
Also haben K^ und C^ die Ponceletsche Lage, und BEF ist das 
bei B sich ergebende dem K^ ein-, dem C^ umgeschriebene Dreieck. 

Mit unserer jetzigen Betrachtung hängt Hess es Übertragungs- 
prinzip ^) eng zusammen. Hesse bildet die Punkte einer Ebene ab 
in die Punktepaare auf einem Kegelschnitte (von dem sie dann auf 
eine Gerade übertragen werden können), nämlich jeden Punkt in das 
Paar der Schnittpunkte seiner Polare. Die Paare, welche den Punkten 
einer Kurve n^' Ordnung entsprechen, bestehen aus korrespondieren- 
den Punkten einer involutorischen Korrespondenz [n] auf dem Kegel- 
schnitt. 

Wir können an die Ponceletsche Figur gleich die Beantwortung 
der Frage anschließen, wie viele Kegelschnitte in einer Schar enthalten 
sind, denen Dreiecke umgeschrieben sind, welche zugleich einem ge- 
gebenen Kegelschnitte K^ eingeschrieben sind. 

Die Tangenten aus einem Punkte von K^ an die Kegelschnitte 
einer Schar bilden eine Involution und schneiden eine Involution in 
K^ ein; der Büschel um das Zentrum S derselben wird zur Schar 
projektiv und daher auch zur Tangenteninvolution aus 8 an sie. So 
entsteht im Büschel 8 eine Korrespondenz [1, 2]. Zu den Koinzi- 
denzen gehört iSO; denn für den Kegelschnitt der Schar, welcher 80 
berührt, ist 80 die eine Tangente des Paars aus — die andere 
ist die Tangente in an K^ — und die von diesem Paare über- 
spannte Sehne von K\ Jede der beiden andern Koinzidenzen ist 
Sehne von K^^ welche, mit keiner der Tangenten des überspannenden 



1) Poncelet, Traiiä des propri^tes projectives des fignres, 2. Aufl. 1863, 
Bd. 1, S. 811, 347 (erste Auflage 1822); Applications d' Analyse et de O^om^trie 
<1862) Bd. 1, S. 848, 480. 

2) Journal fOr Mathematik, Bd. 66, S. 15. 

8 1 n r m , Oeometr. Verwandtschaften. L 19 
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Paares identisch, denselbeii E^;el8chiiitt der Schar berührt, wie diese; 
so daß sie mit ihnen ein Ponceletsches Dreieck bildet; nnd eins 
genügt ja. 

In einer Schar gibt es daher zwei Kegelschnitte, welchen 
Dreiecke umgeschrieben sind, die zugleich einem gegebenen 
Kegelschnitte eingeschrieben sind. 
194 Wie eine C^ auf einem f eine involutorische Korrespondenz [ra] 

hervorruft, so gehört auch umgekehrt zu jeder von einem 
Kegelschnitte K* getragenen involutorischen Korrespon- 
denz [n] eine Direktionskurve C^ n^ Klasse, welche die Ver- 
bindungslinien zugeordneter Punkte tangiert Da jede dieser 
Linien zweimal Verbindungslinie ist: XX' und FF", wenn X^Y 
und X'^Y die verbundenen involutorisch entsprechenden Punkte 
sind, so repräsentiert sie, doppelt gerechnet, die Kurve 2n^' Klasse 
der nicht involutorischen Korrespondenz [n, n] (Nr. 180), wie wir 
das für n » 1 schon in Nr. 108 kennen gelernt haben. 

Daß durch jeden Punkt von K* nur n Tangenten gehen, ist ja 
unmittelbar ersichtlich. 

Ist der Trager eine unikursale ebene Kurve m^ Ordnung, so ist 
(Nr. 180) die Klasse der Direktionskurve \ • 2n(w — 1) = n(m — 1). 

Wir können die Klasse n der Direktionskurve auch durch fol- 
gende Überlegung gewinnen: in(n + 3) von den Verbindungslinien 
bestimmen eine Kurve n^ Klasse; deren Tangenten rufen auf K^ eine 
[n] hervor, welche mit der gegebenen [n] die durch jene Tangenten 
verbundenen ^n(n + 3) Paare entsprechender Punkte gemein hat und 
deshalb identisch ist, da eine [n] durch soviele Paare eindeutig be- 
stimmt wird (Nr. 187). 

Hieraus erhellt, warum die Mannigfaltigkeit der involutorischen 
Korrespondenzen [n] in einem g^ebenen Gebilde gleich ist der der 
Kurven n^ Klasse (oder Ordnung) in gegebener Ebene ^) 

In einem Strahlenbüschel entsteht durch die auf K* gelegene 
[n] eine [2n]; von ihren 4n Koinzidenzen gehen 2n nach den 
Koinzidenzen der [n], die 2n übrigen werden durch die n Tangenten 
der Direktionskurve, doppelt gerechnet, repräsentiert. 

Im allgemeinen Falle berührte die Direktionskurve (n -|- n^)^^ 
Klasse den Trager-Kegelschnitt der [n, nj in den n + n^ Koinzidenzen 
(Nr. 180); hier findet eine solche Berührung nicht statt; es kann ja 
die Direktionskurve eine beliebige Kurve n^' Klasse sein. Es tritt 



1) Wir benntsen hier den FondamentalBatz der Kuirentheorie, daß eine 
ebene Kurve n^ Ordnung bzw. Klasse durch ^n(n4-S) Punkte, Tangenten ein- 
deutig bestimmt und diese Zahl ihr Mannigfaltigkeitsgrad in der Ebene ist, und 
werden auch den weiteren Satz heranziehen, daß alle oo^ Kurven n*^ Ordinung 
durch •^n(n -{- 8) — 1 gegebene Punkte noch \(n — 1) (n — 2) weitere Punkte 
gemein haben und einen Büschel bilden, bzw. den dualen Satz. 
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hier auch nicht ein, was uns dort zur Berührung führte, daß nämlich 
ein Punkt (7 = 2)^, der einem Eoinzidenzpunkte nahe ist, zwei ihm 
nahe entsprechende Punkte hat: C^ und D. Jeder Punkt hat ja jetzt 
nur n entsprechende und, wenn er einem Eoinzidenzpunkt nahe Liegt, 
nur einen darunter, der ihm nahe ist. 

Die ausgezeichneten Punkte ergeben sich in sehr anschaulicher 
Weise. Die 2n Eoinzidenzpunkte sind die Berührungspunkte 
des K^ mit den ihm und der C^ gemeinsamen Tangenten. 

Die (7. ist eine beliebige Eurve n^' Elasse, also allgemein 
und von der Ordnung n{n — 1) (Nr. 162); ihre 2«(n — 1) Schnitte 
mit K^ sind die Yerzweigungspunkte der Eorrespondenz und 
der zweite Schnitt, mit K*y der Tangente an C^ ist je der 
zugehörige Doppelpunkt. 

Wenn etwa C^ den f berührt, so zahlt der Berührungspunkt, 
weil die Tangente in ihm unter den 2n gemeinsamen Tangenten 
doppelt zahlt, für zwei Eoinzidenzen. Er zählt femer für zwei 
Schnittpunkte und repräsentiert also zwei Yerzweigungspunkte, und 
da die Tangente in ihm an C^ eben auch K^ berührt, so stellt er 
auch den zugehörigen — ebenfalls zweifach zahlenden — Doppel- 
punkt vor. Eine zweimal berührende Direktionskurye haben wir in 
Nr. 193 kennen gelernt. 

Wir können nunmehr auch in einem Büschel die Anzahl der 
Eegelschnitte bestimmen, die zu einem g^ebenen K^ in Poncelet- 
scher Lage sind. Die Tangentenpaare aus einem Punkte an die 
Eegelschnitte des Büschels befinden sich in einer involutorischen 
Eorrespondenz [2]; denn jeder Strahl durch berührt zwei Eegel- 
schnitte des Büschels und die zweiten Tangenten aus an sie sind 
die ihm entsprechenden Strahlen; liegt auf K^y so entsteht dadurch 
auf diesem eine solche Eorrespondenz [2], die verbindenden Sehnen 
umhüllen die Direktionskurve ft, 2. Elasse; ihr Tangentenbüschel 
wird dadurch zum Eegelschnitt-Büschel projektiv. Jede Tangente von 
fi, schneidet in K* eine Sehne ein, über der das Tangentenpaar aus 
an den entsprechenden Eegelschnitt steht; ihr ordnen wir die vier 
Tangenten zu, welche dieser mit St^ gemein hat. Andererseits berührt 
jede Tangente von ft, zwei Eegelschnitte des Büschels, denen dann 
wieder zwei Tangenten von jt, entsprechen, auf denen die Sehnen von 
K^ liegen, die von den Tangentenpaaren aus an jene Eegelschnitte 
überspannt werden. Zu den sechs Eoinzidenzen der so im Tangenten- 
büschel von Jt| entstehenden Eorrespondenz [2, 4] gehören die Tan- 
genten aus an Jt,; die vier übrigen führen zu Ponceletschen 
Dreiecken. 

In einem Büschel gibt es demnach vier Eegelschnitte, 
welche umgeschriebene Dreiecke besitzen, die einem ge- 
gebenen Eegelschnitte eingeschrieben sind. 

19* 
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196 Das eine Ton zwei Gebilden, die in einer Korrespondenz [2, 2] 

stehen, sei ein Kegelschnitt K\ so haben wir (Nr. 172, 185) auf K^ eine 
involutorische Korrespondenz [2], in der zwei Pnnkte einander zuge- 
ordnet sind, die demselben Elemente des andern Gebildes u* korre- 
spendieren; der Tangentenbüschel der Direktionskurve C^ dieser Kor- 
respondenz ist demnach zn dem Gebilde u^ projektiv. Es liegt also, 
da eine Übertragung von einem beliebigen Gebilde u, das za k^ in 
[2, 2] sich befindet, auf K^ immer zulassig ist, der allgemeine Fall 
einer [2, 2] vor, wenn wir die einem Elemente von U| auf K^ kor- 
respondierenden Punkte durch die Tangente von C^ einschneiden, 
welche projektiv jenem Elemente entspricht, oder noch einfacher, 
indem wir u^ durch den projektiven Tangentenbüschel von C^ ersetzen, 
wenn wir jeder Tangente von (7, ihre Schnittpunkte mit JT* zuordnen. 
Wir haben diese einfache Gestalt der Korrespondenz [2, 2] schon in 
Nr. 176 kennen gelernt imd werden an ihr den Satz von der Pro- 
jektivitat der Yerzweigungswürfe von neuem beweisen (Nr. 331). 

Diese Korrespondenz lehrt aber, daß die beiden eben&lls projek- 
tiven Würfe der Doppelelemente ein anderes Doppelverhältnis haben, 
als die der Yerzweigungselemente; denn jenes ist das der Tangenten 
von C^ in den Schnittpunkten, also das der Schnittpunkte selbst, inso- 
fern sie Punkte von C^ sind, und als solche haben sie ein anderes 
Doppelverhältnis wie als Punkte von K\ 
196 Zwei involutorische Korrespondenzen [n], [n] seien in- 

einander liegend; wir übertragen sie auf denselben KegeLschnittiP; 
die gemeinsamen Tangenten der Direktionskurven n^' und n^ Klasse 
lehren, daß die beiden Korrespondenzen nn' gemeinsame Paare 
entsprechender Elemente haben. 

Also besitzen z. B. zwei ineinander liegende Involutionen tif^ und 
^'ten (Jrades (»—1) (n'— 1) Paare von Elementen, die sowohl zu einer 
Gruppe der einen wie zu einer der anderen Involution gehören. 

Und, in einer involutorischen Korrespondenz [n] gibt es n Paare 
entsprechender Elemente, die zugleich in einer demselben Gebilde an- 
gehörigen Involution gepaart (oder in bezug auf zwei gegebene Ele- 
mente des Gebildes harmonisch) sind. 

Wir bestätigen die Klasse (m— l)n der Direktionskurve einer von 
einer unikursalen Kurve m^^ Ordnung getragenen Korrespondenz [n]. 
Durch einen Punkt der C^ gehen zunächst die n Strahlen, die ihn mit 
den entsprechenden Punkten verbinden; femer schneidet der Strahlen- 
büschel um ihn in die Kurve eine Involution (w — 1)*®** Grades ein; 
die (m — 2)n Paare, die sie, als [m — 2], mit [n] gemeinsam hat, 
lehren, daß durch den Punkt noch so viele weitere Tangenten der 
Direktionskurve gehen. 

Zwei involutorische Korrespondenzen [n] auf demselben Kegel- 
schnitt führen zu einem Büschel von solchen Korrespondenzen; die 
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Direktionskuiren erzeugen die Schar, welche durch diejenigen der ge- 
gebenen Kurven bestimmt wird. Diese Schar wird durch ^n(n+3) — 1 
Ghmndtangenten festgelegt, welche dann die }(n— l)(n--2) übrigen 
bestimmen: 

Alle involutorischen Korrespondenzen [n] auf demselben 
Trager, welche ^n(n + 3) — 1 Paare entsprechender Elemente 
gemeinsam haben, haben noch •}-(n -- 1) (n — 2) weitere Paare 
gemeinsam, im ganzen n* Paare. 

Die ^n (n + 3) — 1 gegebenen Paare liefern fOr die ^n(n + 3) wesent- 
lichen Konstanten der Yerwandtscbaftsgleichung nur \n{n + S)— 1 
Gleichungen; es bleibt eine, X, unbestimmt, und die Gleichung bekommt, 
wie in Nr. 156, die Form: 

f{x, xj + Xf^(x, arj - 0. 

Setzen wir, im FaUe n «» 2, die Koeffizienten o^^ + Xb^y ... in 
die Bedingungsgleichung II fdr die kubische Involution (Nr. 191) ein, 
so lehrt die entstehende quadratische Gleichung in >t, daß ein Büschel 
von involutorischen Korrespondenzen [2] zwei kubische In- 
volutionen enthält Ist sein Träger wiederum ein Kegelschnitte, 
so haben wir von neuem erkannt, daß sich in einer Schar zwei Kegel- 
schnitte befinden, die in Ponceletscher Lage zu f sind. 

Durch jeden Punkt P von K^ gehen zwei Kegelschnitte der 
Schar; also ist P für zwei Korrespondenzen [2] des Büschels 
Yerzweigungspunkt. Seine Taugente an K* wird von einem 
Kegelschnitt der Schar berührt; folglich ist P für eine Korre- 
spondenz des Büschels Koinzidenzpunkt. 

Die gemeinsamen Tangenten der Kegelschnitte der Schar mit K^ 
rufen in dessen Tangentenbüschel eine Involution 4. Grades hervor 
(Nr. 190); also erzeugen auch ihre Berührungspunkte, die Koinzidenz- 
punkte, eine solche. 

Die Berührungspunkte der Tangenten aus P an die Kegelschnitte 
der Schar bilden eine Kurve 3. Ordnung, welche durch P doppelt 
geht, denn er ist für die beiden durchgehenden Kegelschnitte Be- 
rührungspunkt und jeder Strahl durch P enthält noch einen Be- 
rührungspunkt. In den vier übrigen Schnitten dieser Kurve mit f 
ergeben sich Yerzweigungspunkte, deren zagehöriger Doppelpunkt P 
ist. Jeder Punkt von P von K* ist also für vier Korrespon- 
denzen des Büschels Doppelpunkt 

Ersetzt man aber die Schar durch einen Büschel von Kegel- 
schnitten, so bilden die Korrespondenzen [2] auf K\ deren 
Direktionskurven sie sind, ein quadratisches System, d. h. 
ein solches, in welchem zwei gegebene Punkte zu zweien 
als entsprechende gehören. Nun ist jeder Punkt P auf f 
für eine Korrespondenz dieses Systems Yerzweigungspunkt, 
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und die Grappen der Verzweigongspunkte bilden eine Involntion 
4. Gh*ade8 (Nr. 190). Für zwei Korrespondenzen ist P Koinzi- 
denzpnnkty und für fünf Korrespondenzen ist er Doppel- 
punkt. Denn die Kurve der Berührungspunkte aus P an die K^el- 
schnitte des Büschels, auch 3. Ordnung, hat P nur zum einfachen 
Punkt; jeder Strahl durch ihn enthalt noch zwei Berührongspunkte. 
197 Ein wichtiger Fall ist, daß die Grundpunkte des Kegel- 

schnitt-Büschels sämtlich auf K^ liegen; dann haben alle 
Korrespondenzen dieselben zu gemeinsamen Yerzweigungs- 
punkten; nennen wir dies System ein System konsingulärer 
Korrespondenzen [2]. Wir wollen diese gemeinsamen Yerzweigungs- 
punkte wieder mit Ä, B, (7, D bezeichnen. 

Die eben besprochene Kurve 3. Ordnung geht durch die vier 
Grundpunkte, und diese sind also vier von den fünf Schnitten mit f ; 
für jeden der vier gemeinsamen Yerzweigungspunkte gibt es 
also eine Korrespondenz im System, für welche ein gegebener 
Punkt P der zugehörige Doppelpunkt ist Zum Büschel ge- 
hört in diesem Falle auch der Trager -Kegelschnitt f ; und seine 
Tangente in P wird auch Tangente an die Kurve 3. Ordnung der 
Berührungspunkte; der fünfte Schnitt hat sich daher mit P vereinigt. 

Diejenige Korrespondenz des Systems, für welche K^ selbst Di- 
rektionskurve ist, ist Identität: die beiden Tangenten aus einem P 
von K* an ihn, als Direktionskurve, haben sich vereinigt in der Tan- 
gente von K^ in P, und die beiden weiteren Schnitte mit JP, die 
dem P entsprechenden Punkte, haben sich mit ihm vereinigt. In 
dieser Korrespondenz ist jeder Punkt von K* Yerzweigungspunkt und 
zugleich zugehöriger Doppelpunkt. 

Die Tangente in P an K* wird von einem weiteren Kegelschnitte 
des Büschels berührt; also ist jeder Punkt von K^ für eine von 
den Korrespondenzen des Systems Koinzidenzpunkt (ab- 
gesehen von der Identität), und die Gruppen der Koinzidenz- 
punkte bilden eine biquadratische Involution, die wir gleich 
noch genauer untersuchen werden. 

Wir fanden eben, daß ein Punkt auf K^y einem der gemeinsamen 
Yerzweigungspunkte als Doppelpunkt zugeordnet, eine Korrespondenz 
im Systeme bestimmt; die Yerbindungslinie beider Punkte, als Tan- 
gente in einem Grundpunkte, bestimmt ja auch eine Kurve im 
Büschel 

Zwei beliebige entsprechende Punkte bestimmen zwei Korrespon- 
denzen im Systeme; denn ihre Yerbindungslinie berührt zwei Kegel- 
schnitte des Büschels. 

Die Koinzidenzpunkte bilden eine Involution 4 Grades, die einem 
der Yerzweigungspunkte, etwa Ä, zugehörigen Doppelpunkte eine ein- 
fache Punktreihe, projektiv zu der Involution; also gehört der Doppel- 
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punkt fünfmal zu der entsprechenden Onippe der Eoinzidenzpunkte. 
Einmal geschieht das in ^; in den vier andern Fällen sind die beiden 
im Doppelpunkte rereinigten dem A entsprechenden Punkte auch ein- 
ander entsprechend; es liegt kubische Involution vor (Nr. 191). 

Die zu Aj By Cy D in derselben Korrespondenz des Systems ge- 
hörigen Doppelpunkte seien % ^, (S, S; sie durchlaufen vier projek- 
tiye Punktreihen auf KK Im Büschel (A, B, C^ D) der Direktions- 
kuryen befinden sich drei Geradenpaare^ welche, als Kurven 2. Klasse, 
Doppel-Strahlenbüschel um die Doppelpunkte (AB, CD), (AC, BD), 
(AD, BC) sind. Die zugehörigen Korrespondenzen sind Doppelinvo- 
lutionen. In einer solchen Doppelinvolution ist jeder Punkt Yer- 
zweigungspunkt und der in der Involution gepaarte der zugehörige 
Doppelpunkt (im allgemeinen von ihm verschieden, mit ihm vereinigt 
nur in einem der Doppelpunkte der Involution). In diesen drei 
Doppelinvolutionen sind also zu A zugehörige Doppelpunkte B, C, D, 
zu B zugehörige A, D, C, . . .] in der Identität gehört A zu sich selbst. 
Daher gilt für die vier projektiven Reihen der Doppelpunkte: 

ABCD^ A BADCfÖ A CDABfS. A DCBA^. 

In die Involution 4. Grades der Koinzidenzpunkte bringen die 
drei Doppelinvolütionen drei Gruppen, welche je aus den doppelt ge- 
rechneten Doppelpunkten der betreffenden Involution bestehen. Diese 
Paare der Doppelpunkte sind je harmonisch zu AB, CD] AC, BD] 
AD, BC Folglich haben wir es mit der uns schon bekannten bi- 
quadratischen Involution zu tun (Nr. 136), die aus der Gruppe ABCD 
abgeleitet wird und zu der diese Gruppe selbst gehört; denn sie ist 
durch zwei der drei ausgezeichneten Gruppen bestimmt An sich hat 
die im Systeme befindliche Identität <x>^ Koinzidenzpunkte, zu den 
vier Punkten A,B,C,D kommen wir, wenn diese Korrespondenz im 
Kontinuum des Systems passiert wird. 

In Nr. 136 ei^ab sich, daß die Gruppe der Involution, zu der 
ein beliebiger Punkt P gehört, vervollständigt wird durch die Punkte, 
die ihm in den Involutionen AB, CD] AC,BD] AD,BC gepaart 
sind. Das können wir an unserer Figur ersehen. Koinzidenzpunkte 
einer Korrespondenz des Systems sind die Berührungspunkte, mit K\ 
der gemeinsamen Tangenten dieses Kegelschnitts mit der Kurve aus 
{ABCD), welche Direktionskurve ist. Das Yierseit dieser Tangenten 
hat dasselbe Diagonaldreieck wie das Viereck ABCD^)\ betrachten 
wir zwei von den Tangenten, die sich auf der dem Diagonalpunkte 
{AB, CD) gegenüberliegenden Diagonale schneiden; so geht die Ver- 
bindungslinie der Berührungspunkte mit K^ durch {AB, CD) als den 



1) Eb sei gestattet, diesen Satz vom gemeinBamen Polardreiecke zweier 
fegelschnitte, den wir noch beweisen werden, hier als bekannt YorauBzusetBen. 
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Pol dieser Diagonale; folglich sind die beiden Berülirangspankte in 
der Involution AB^ CD gepaart. 

Wir nehmen an, daß zn den vier Yeizweigungselementen AfB^C^D 
noch ein fOnftes tritt^ dann ist die Gleichung 4. Ghrades für die Para- 
meter der Verzweigongselemente eine Identität; jedes Element des 
Tragers ist Yerzweigungselemeni 

Das tritt ein bei einer Doppelinvolntion^ und jedes Element^ als 
Yerzweigongselement; bat das ihm in der Involution gepaarte zum 
zugehörigen Doppelelemente. 

Ist aber fELr eine involutorische Korrespondenz [2], auf einem K^ 
gelten, die Direktionskurve Jt^ nicht ein Doppelbüscbel, so bewirkt 
der fQnfte Yerzweigungspunkt, weil er auf Jt, liegen muß, Identität 
von jt, und K\ und die Korrespondenz ist Identität. 

Wenn also bei einer involutorischen Korrespondenz [2] 
zu den vier Yerzweigungselementen nocb ein fünftes Yer- 
zweigungselement tritt, so sind alle Elemente Yerzweigungs- 
elemente. Die Korrespondenz ist dann entweder Identität, 
und durchweg ist das Doppelelement mit seinem Yerzweigungselemente 
vereinigt; oder sie ist Doppelinvolution; zu jedem Elemente ist 
das ihm in der Involution gepaarte das zugehörige Doppelelement^ und 
Yereinigung tritt nur in den Doppelelementen der Involution ein. 
198 Es liege eine involutoriscbe Korrespondenz [2] vor; zu 

einem Elemente X^ sei X^ das eine entsprechende, das siweite, 
welcbes diesem X, entspricht, sei X,, und so weiter fort, bis 
wir zu X^^i gelangen, welches wir dem X^ zuordnen. Offen- 
bar ist X^ das eine entsprechende Element von X^^^, X^_^ ins 
zweite Element, welches X, entspricht; usw. Die Beziehung 
zwischen X^ und X^^| ist involutorisch. Femer beim Ausgange 
von X^ kann der erste Schritt zweifach gemacht werden, da es frei- 
steht, zu welchem der beiden entsprechenden Elemente übergegangen 
werden soll; jeder weitere Schritt ist eindeutig. Es entsprechen daher 
jedem X^ zwei Elemente X.^^ und die Korrespondenz zwischen 
ihnen ist ebenfalls eine [2], welche zur Unterscheidung von der 
gegebenen [2] ^ [2]^ mit [2]" bezeichnet werde, weil n Schritte 
zu machen sind. Die vier Koinzidenzen, bei denen X^^^ = X^, 
scheinen zu in sich zurückkehrenden Gruppen zu führen, wo also X^ 
das zweite dem X^ entsprechende Element ist. Aber die Sache ist 
doch anders. 

Es sei n gerade und Ä ein Yerzweigungselement von [2], das 
wir jedoch An nennen wollen; seine beiden entsprechenden haben 

sich vereinigt: in ^n ^ das zweite entsprechende dazu sei ^^ , und 

so fort bis A^. Nehmen wir nun dieses Element A^ als Ausgangs- 
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elementy so erhalteii wir^ zu A^ übergehend, die Reihe 

aber f&r An ist das zweite entsprechende An ; dann ergibt sich 



An f und die Reihe 



. . . ^11 Xu 2L|| Ah . • • • An^i 



Ton vorhin ist in diesem Falle: 

wir erhalten so eine Koinzidenz von [2]" und, weil vier Yerzweigongs- 
demente vorhanden sind, auf diese Weise alle vier Koinzidenzen. 
Im allgemeinen sind nnr so yiele, und die Koinzidenzen haben nns 
nicht, wie wir wünschen, zu einem fi-elementigen in sich zurück- 

kehrenden Zyklus geführt, sondern zu einem aus y "i" ^ Elementen 

bestehenden, der hin und zurück durchlaufen wird. 

Wenn n ungerade ist, sei Bn^i eines der vier Koinzidenzelemente 

s 
der gegebenen [2]; das eine entsprechende ist es selbst, das andere 
sei £» - 1 , das zweite diesem entsprechende JB» _ s , imd so fort bis B^ . 

Von diesem ausgehend haben wir die Reihe: 

Jd 1 . . . Bn~.\ Bn + l Bn+l - Bit-1 . . . 5^ ; 

a a s s 

also liefern die vier Koinzidenzen Ton [2] diejenigen von [2]", mithin 
ebenfalls nicht solche Figuren, wie wir sie haben wollen, und wir 
stellen zunächst das negative Ergebnis fest: 

Eine beliebige involutorische Korrespondenz [2] besitzt 
im allgemeinen keinen n-elementigen Zyklus, in welchem 
jedem Element das folgende, dem letzten das erste ent- 
spricht. 

Man beachte, daß bei den erhaltenen ausgearteten Figuren nicht 
alle Elemente gleichartig sind. Das Element A^ bzw. B^ hat zu seinen 
Nachbarn beidemal dasselbe Element A^ bzw. B^, nicht die beiden 
ihm in [2] entsprechenden Elemente, während dies bei jedem andern 
Elemente der Figur gilt Also nur, wenn wir mit ihm anfangen, 
findet Rückkehr statt, bei jedem der andern Elemente A^, ... bzw. 
B^f . . . nicht. 

Wenn aber ein ordentlicher Zyklus vorhanden ist, dann hat die 
zu [2]" gehörige Koinzidenzgleichung 4. Ghrades mehr als vier Wurzeln: 
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sie ist eine Identität, jedes Element X^ fällt mit X^^^ zusammen nnd 
liefert einen Zyklus. 

Wenn also eine involutorische Korrespondenz [2] einen 
M-elementigen Zyklus besitzt, in welchem jedem Elemente 
das folgende, dem letzten das erste entspricht, so hat sie 
deren <x>^; mit jedem Elemente kann man einen solchen Zyklus be- 
ginnen und jeden Zyklus mit jedem seiner Elemente. Jedes Element 
eines ordentlichen Zyklus hat zu Nachbarn seine beiden entsprechen- 
den in [2]. 

DieZyklen bilden die Gruppen einer Involutionn^^Grades, 
die bei n — 3 und nur bei n = 3 mit der gegebenen [2] identisch ist 

Die Korrespondenz [2] befinde sich wiederum in der Punktreihe 
eines Kegelschnitts K^, eingeschnitten durch die Tangenten eines 
andern C^ (oder dual im Tangentenbüschel von O^, hervorgerufen 
durch die. Punktreihe von JT'), so haben wir: 

Es gibt im allgemeinen kein ordentliches n-Eck, welches 
dem Kegelschnitte K^ ein- und dem (7, umgeschrieben ist. 

Die ausartenden Figuren, welche zu den Koinzidenzen der [2]" 
in der Punktreihe von K^ führen, decken sich nicht mit denen, welche 
die Koinzidenzen der [2]" im Tangentenbüschel von C^ liefern. Ist 
z. B. n »- 3, so liegen B^, B^y B^ so auf K\ daß B^ und B^ im Be- 
rührungspunkte von K* mit einer gemeinsamen Tangente von K^ 
und C| sich vereinigt haben, während B^ der zweite Schnitt, mit K\ 
der zweiten Tangente aus jenem Pimkte an C^ ist. Hingegen li^en 
i],bi, bg so im Tangentenbüschel von (7,, daß 2^^, 2^$ sich in der Tan- 
gente von 0) in einem der Schnitte von J^ und Q sich vereinigen, 
während b^ die zweite Tangente von C^ aus dem zweiten Schnitt- 
punkte jener Tangente mit K^ ist. 

Haben aber diebeideuKegelschnitte K^und C* eine solche 
Lage zueinander, daß ein ordentliches n-Eck vorhanden ist, 
das dem K^ ein-, dem C^ umgeschrieben ist, so gibt es oo^ 
solche Polygone. Jeder Punkt von K^ kann Ecke, jede Tan- 
gente von (7, Seite eines derartigen Polygons sein, und die 
Gruppen der zusammengehörigen Ecken, bzw. Seiten er- 
zeugen Involutionen n^^ Grades auf K^y um C^ (Ponceletsche 
Polygone). 

Die Nachbarecken einer Ecke eines solchen Polygons entsprechen 
ihr in der [2], welche C^ auf K^ induziert, die Nachbarseiten einer 
Seite in der [2], die durch K^ um C^ entsteht. 

Ist n gerade, so ist einer Ecke die Gegenecke eindeutig zugeordnet, 

da sie bei beiden Ausgangsweisen in ^ Schritten erreicht wird. 

Bei einem Systeme Ponceletscher Polygone von gerader 
Seitenzahl sind die Gegenecken involutorisch gepaart, und 
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ebenso die Oegenseitei]. Diese yon K^ und C^ getragenen Invo* 
lutionen haben dasselbe Zentrum und dieselbe Aze: Ecke und Gegen- 
seite des gemeiusamen Polardreiecks. 

Denn schneiden sich die beiden Seiten b, c in der Ecke A, die 
Gegenseiten b\c' in der Gegenecke A\ so geht ÄA' durch das Zen- 
trum der ersten Involution, als Verbindungslinie (bc, Vc') durch das 
der andern. 

Da wir jede [2] auf einen f übertragen können und dann eine 
DirektioDskurre C^ haben, so wollen wir bei dieser anschaulicheren 
Figur bleiben. 

Wir fanden, daß in jedem Falle X^ und ^^i sich in einer 
Korrespondenz [2] befinden, die wir [2]" genannt haben, weil 
X^ü^^^n sich aneinander schließende Yerbindungssehnen überspannt; 
die zugehörige DirektioDskurre heiße C^. Wir erhalten zu X^ zwei 
X^^ij weil wir von X^ zu dem einen oder andern entsprechenden 
Punkte übergehen können, die weiteren Schritte aber eindeutig sind. 
Ist also X^ ein Yerzweigungspunkt von [2], so rereinigen sich die 
beiden entsprechenden, also auch die beiden X^^^*^ er ist daher auch 
Yerzweigungspunkt von [2]"; alle Direktionskuryen C^ gehen 
daher durch die vier Yerzweigungspunkte von [2], die ge- 
gemeinsamen Punkte yon K^ und (7,, welche auch Yerzwei- 
gungspunkte aller [2]** sind. Die C^ gehören also dem 
Büschel K^C^ an. 

Es sei n — 2 ins Auge gefaßt, ^^, ^-^s ^^^^ ^^^ Tangenten 
aus X^ an C^ und Xi^X^ umhüllt den C,'; konstruieren wir den Be- 
rührungspunkt. Wenn X^X^X^, Y^T^Y^ zwei solche Dreiecke sind, 
so ist X^X^X^Y^Y^Y^ dem K^ eingeschrieben, imd nach Pascals 
Satz liegen (Xi-X,, r^F,), (X,^, Y^Y^ und (X^Fi, Y^X^ in einer 
Gerade 2; der letzte yon diesen Punkten und der Punkt (X^JS^, Y^ Y^) 
sind, als Diagonalpunkte eines dem K^ eingeschriebenen Yierecks, 
konjugiert in bezug auf K^, Nahem sich die beiden Dreiecke, so 
gehen (XjX,, r^F,), (X,X„F, Fj) in die Berührungspunkte von 
XjX,, XgXj mit 0} über, also wird l die Polare yon X, in bezug 
auf 0,; (Xj Fl, FjX^) wird der Schnitt yon X,X, mit l und(XiXj,FiFj) 
der Berührungspunkt yon X^^ mit C^, Er ist, weil zu dem yoran- 
gehenden Punkte in bezug auf K^ konjugiert, der vierte harmonische, 
in bezug auf X^ und X^, zu dem Schnitte mit der Polare von X, 
in bezug auf C^, 

Jede Diagonale des Zugs X^X^..,X^^^ umhüllt einen Kegel- 
schnitt jenes Büschels, so auch X^X^; er ist mit 0,"'^ zu bezeichnen 
und die Korrespondenz mit [2]""^ Wir fanden oben: geht man mit 
X| yon einem A^ oder B^ aus, je nachdem n gerade oder ungerade 
is4 so fallt X^^i in denselben Ptmkt, X^ also in ^, bzw. JB,; 
daher ist A^A^j A-^? welche Tangente von C, ist, auch Tangente 



: 
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▼on C^'^~\ und wir haben so die vier gemeinsamen Tangenten 
dieser Kurven. 

Ist nun ein Ponceletsches Polygon vorhanden, so ist 
X^Xi (oder vielmehr jede Seite) gemeinsame Tangente von C^ nnd 
C)"'^; denn X^ und X„ sind, als X^^^ und X^, in [2] entsprechend. 
Die beiden Kurven C^ und (7/~^ sind identisch; die letzte 
Sehne X^X, berührt, von welchem X^ auch ausgegangen werde, 
den C). 
199 Wenn bei K* und C^ ein System Ponceletscher n-Ecke mög- 

lich ist, so muß auch von jedem Verzweigungspunkte oder Schnitt- 
punkt von f und C^ ein solches ausgehen. Legt man aber X^ in 
denselben, so müssen die Nachbarn X^ und X, sich vereinigen, ebenso 
X, und X^_i usw. 

Ist nun n gerade, so fallen auch X» und X« , die beider- 

seitigen Nachbarn von X» , zusammen; dieser Punkt ist auch ein 

Yerzweigungspunkt, und das Polygon artet so aus, daß es von X^ 
nach Xn und nun durch dieselben Punkte zurücklauft, umgekehrt, 

es sei ein solcher Zug vorhanden; X^ fallt in X^, also ist X^X, 
mit X^X^ identisch; als X^ X, ist diese Qerade Tangente von C^in X^, 
als X^Xj berührt sie C,""* und, da C,"~* durch den Verzweigungs- 
punkt X^ geht, in diesem Punkte. Folglich haben die beiden Kurven 
C) und öj"'^ die vier Punkte K*C^ und die Tangente in einem von 
ihnen gemeinsam (fünf Punkte, von denen zwei unendlich nahe auf 
der Tangente), sind daher identisch^); woraus die Existenz Poncelet- 
scher n-Ecke folgt. 

Ein Kennzeichen für Ponceletsche n-Ecke gerader Seiten- 
zahl bei zwei Kegelschnitten K^ und C^ ist, daß zwischen 
zwei von den vier Schnitten ein dem K* eingeschriebener 

Zug von Y Tangenten des C^ möglich ist, dessen erste und 

letzte in ihnen berühren. 

Zwischen den beiden andern Schnitten muß dann ein eben solcher 
Zug bufen. 

Man lege nun den Anfangspunkt X^ eines Ponceletschen Poly- 
gons in den Punkt von X', in welchem eine gemeinsame Tangente 
von K^ und C^ ersteren berührt, also in eine der Koinzidenzen von [2]; 
X, sei der koinzidierende entsprechende Punkt, X^ der andere, es 
wird dann X^.^ mit X^ identisch, usw., also Xn mit X« ; d. h. X«^ 



1) Die Tangente ist eine der vier uns schon bekannten gemeinsamen 
Tangenten von C, und CJ"^; sie hat aber auch denselben Berührungspunkt. 
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ist ein eben solcher Punkt wie X^ . Und wiederum umgekehrt^ es sei 
ein solcher Zug vorhanden. X^X^ ist Tangente von C,*'^; sie ist 
aber auch Tangente von Oj, nämlich die in X^ den K^ berührende 
gemeinsame Tangente von K^ und C^- Also haben 0, und Cj""^ 
ffinf gemeinsame Tangenten und sind identisch. 

Ein zweites Kennzeichen fdr Ponceletsche n-Ecke ge- 
rader Seitenzahl ist, daß zwischen zwei Berührungspunkten 
Ton JST' mit gemeinsamen Tangenten ein demK^ eingeschrie- 

bener Zug von y— 1 Tangenten von Cj geht, zu denen nicht 

diese gemeinsamen Tangenten gehören. Dieser Zug, hin und 
zurück durchlaufen, mit Einschaltung der gemeinsamen Tangenten, 
als Seiten von der Länge 0, bildet ein ausgeartetes Polygon. 

Zwischen den Berührungspunkten des K* mit den beiden andern 
gemeinsamen Tangenten muß ein ebensolcher Zug laufen. 

Und ist Ton den vorhin und jetzt beschriebenen Zügen 
einer vorhanden, so sind vier vorhanden, zwei der einen und 
zwei der andern Art. 

Jeder Zug der ersten Art liefert y "'^ ^^^ jeder der zweiten 

Art Y Doppelpunkte der Involution n^^ Grades auf K\ so daß siph 

die notwendigen 2(n— 1) Doppelpunkte ergeben. 

Wenn n ungerade ist imd X^ wieder ein Punkt K^C^^ so fallen 
Xn^i und Xn+9 zusammen, also zwei entsprechende; wir haben in 

9 2 

Xn+1 eine Koinzidenz. Bei einem solchen Zuge kommt als fünfte 

gemeinsame Tangente von C^ und C^^'^ hinzu die Tangente von Cj 
in X^ oder die gemeinsame von K* und C,, welche f in Xn + i be- 

rührt^ wie die beiden vorangehenden Fälle gezeigt haben. 

Folglich haben wir als Kennzeichen für Ponceletsche 
n-Ecke ungerader Seitenzahl, daß von einem der Schnitte 
K^C^ nach einem der Berührungspunkte des K^ mit einer ge- 
meinsamen Tangente ein dem K^ eingeschriebener Zug von 

-- — Tangenten von C^ läuft, zu dem die Tangente des C^ in 

dem Schnitte, aber nicht die gemeinsame Tangente gehört. 
Hin und zurück durchlaufen mit Einschaltung dieser Tangente, gibt 
er das ausgeartete Ponceletsche Polygon. 

Ein solcher Zug zieht drei andere nach sich. 

m. — 1 

Jeder der vier Züge liefert Doppelpunkte der Involution 

!»*•'' Grades. 



n 
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Handelt es sich um Dreiecke, so muß die Tangente von C^ in 
einem gemeinsamen Punkte von K* nnd C^ durch den Berührungs- 
punkt des K^ mit einer der gemeinsamen Tangenten gehen. Und ge- 
schieht das einmal, so geschieht es viermal ^). 

Man kann diese Kennzeichen auch selbständig fQr eine involu- 
torische Korrespondenz [2] aussprechen. Sie ist zyklisch 
vom Orade n, d. h. es existiert ein Zyklus Ton n Punkten 
(und dann- cx)^), von denen jeder den folgenden zum ent- 
sprechenden hat und der letzte den ersten, wenn man, bei n 
gerade, mitX| von einem Yerzweigungselemente ausgehend, 
mit Xn in ein ebensolches gelangt, oder, mitX^ Ton einem 

Koinzidenzelemente ausgehend, mit Xn zu einem solchen 

Elemente, oder, bei n ungerade, wenn man, mit X^ von einem 
Yerzweigungselemente ausgehend, mit Xn+i zu einem Koin- 

zidenzelemente gelangt (oder umgekehrt). 

Bei zwei Kreisen bilden sowohl die Schnittpunkte zwei wesent- 
lich verschiedene Gruppen, die unendlich fernen und die endlichen, 
als auch die gemeinsamen Tangenten, äußere und innere. Wir er- 
halten daher, bei geradem n, zwei Fälle, je nachdem die Züge 
zwischen gleichartigen oder ungleichartigen Punkten laufen. Steiner") 
hat z. B. den ersten zudem einfacheren Fall unberücksichtigt gelassen. 
Wir bieten dem Leser die Steinerschen Bedingungsformeln, vervoll- 
ständigt und rational gemacht^ dar; der Beweis würde uns zu sehr 
von unserm Thema abführen. 

22, r sind die Radien der Kreise K* und C^, a die Entfernung 
der Mittelpunkte. 

Dreiecke: (B"-a^«- 4BV- oder JS"- a"- ± 2iJr«); 

Vierecke erster Art: 12 = a, also überaus einfach, 

Vierecke zweiter Art: (12"--a»)"-. 2r"(22»4-a*) - 0*); 

1) Die Zuordnung ist dabei folgende: Wenn den Schnittpunkten A, B die 
gemeinsamen Tangenten a, h zugeordnet werden, so geht AB durch eine Ecke 
des gemeinsamen Polardreiecks und ah liegt auf der Gegenseite. — Diese Kenn- 
zeichen rühren von Gayley her: Philos. Transactions Bd. 161, Teil 1 (1861), 
S. 226; Math. Papers, Bd. 4, S. 292. 

2) Gesammelte Werke, Bd. I, S. 169. — Vgl. auch Dur^ge, Elliptische 
Funktionen, Abschnitt XI; Loria, I poligoni di Poncelet (Turin 1889). 

3) Schon Euler bekannt, aber nur in der Form: 22'— a'=B2i2r, die dem 
Falle entspricht, wenn C7, sich im Innern des Dreiecks befindet: Novae Commen* 
tationes Petropol. Bd. 11, S. 114. Daher: Eulersche Formel, und damals ab 
Beziehung der Kreise ermittelt, die einem gegebenen Dreieck um- und ein- 
geschrieben sind. 

4) Steiners beide Formeln, sowie die von Jacobi-Dur^ge sind nur 
verschiedene Gestalten derselben Formel fär die Vierecke zweiter Art. 
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Fünfecke: (B«-a«)«- 12(B«-a«)*BV« 

+ 16(B»-a«)»i?r*(JR« + 2a«) - 64üVa* - 0; 
Sechsecke erster Art: (2J* — a*)* — 4r*a' « 0, 
Sechsecke zweiter Art: 3(iP-a«)*- 4(B«-a*)*r«(B^ + a») 

Achtecke erster Art: (B>-a«)*~ 16BVa«- 0, 
Achtecke zweiter Art: 8r«[(i?-a^«- r>(iJHa*)] • 

{ (B>+ a^[(B«~ a»)*+ 4BVa«] - 8 r^a^IP^B?^ a«)« } 
- [(i? - a«)* - 4 JRV*a^« = 0. 

In eigentümlicher Weise muß die zyklische inyolutorische Korre- 
spondenz [2] ausarten^ wenn sie 2. Grades ist. Wenn durchweg 
X5 — Xj, so entsprechen jedem Elemente zwei vereinigte Elemente, 
also im Grunde nur eins; wir haben es mit einer doppelt zu rech- 
nenden gemeinen Involution zu tun. C, ist ein doppelter Strahlen- 
büschel. 

Auch das Steinersche Schließungsproblem bei einer 
ebenen Kurve 3. Ordnung C) läßt sich in ganz ähnlicher Weise 
auf eine involutorische Korrespondenz [2] zurückführen. Auf C seien 
zwei feste Punkte P, Q gegeben; X^ sei ein beliebiger Punkt der 
Kurve, T^ der dritte Schnitt von PXj, X^ der dritte Schnitt von QY^, 
T^ der von PX^f usw. bis zu X„+i. 

Die beiden von PY^ und PX^^^ beschriebenen Strahlenbüschel 
stehen in einer involutorischen Korrespondenz [2]. Im Falle n gerade 
ist, sei ^M = JBn der Berührungspunkt einer der vier von P 

kommenden Tangenten der C^, und, wenn n ungerade ist, Bn+i^Än+^ 

a.,j»ig. «.» d.r ™ ,„n e ko»»«.d«. T^>^ '\ &uS 
dann, wenn wir rückwärts und vorwärts weiter gehen, jB^ und ^^1 
und die Strahlen PA^B^ und PÄ^^i zusammen; eine Koinzidenz der 
Strahlen entsteht, aber eben durch Koinzidenz von B^ und Ä^^^y 
aber nicht, wie es gewünscht wird, damit ein geschlossenes ein- 
geschriebenes Polygon entstehe, dessen Seiten abwechselnd durch P 
und Q gehen, durch Zusammenfallen von A^ und Ä^^^. Und da die 
Koinzidenzen erschöpft sind, so kommt im allgemeinen ein solches 
Polygon nicht zustande. 

Ist aber doch — bei geeigneter Lage von P und Q auf C — 
ein solches Polygon, bei dem sich X^ und X^^i decken, vorhanden, 
so haben wir eine Koinzidenz mehr und demnach ist die Koinzidenz- 
gleichung Identität. Also: 



1) Gesammelte Werke, Bd. II, S. 371. 
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Im allgemeinen gibt es bei einer C^ kein geschlossenes 
Polygon Ton 2n Seiten^ daß der Kurve so eingeschrieben 
isty daß seine Seiten abwechselnd durch die auf die Kurve 
beliebig gelegten Punkte P, Q gehen. Liegen diese Punkte 
aber so^ daß ein solches Polygon vorhanden ist, dann gibt 
es (x>\ indem mit jedem Punkte von C^ eins angefangen 
werden kann. 

Kennzeichen dafür ist, daß, wenn J.^ der Berührungs- 
punkt einer von P kommenden Tangente ist, An in den 

Berührungspunkt einer zweiten von P kommenden Tangente 
oder Bn+i in den einer von Q kommenden Tangente fallen 

muß, je nachdem n gerade oder ungerade ist; denn Ä^ ist 
dann mit B^ identisch, das sich ja mit Ä^^^ vereinigt hat. Wir haben 
es dann mit einer der vier oben erörterten Koinzidenzen der [2] zu 
tun, und es scheint uns die fünfte zu fehlen. Aber die fragliche 
Koinzidenz ist (Nr. 187) eine doppelte, weil die Tangente aus P sich 
mit beiden entsprechenden Strahlen vereinigt hat. 

Bei n^2j wo es sich um einzuschreibende Vierecke handelt^ ist 
Än^ — J^, der mit B^ = A^ auf einer Gerade durch Q liegt Also 

lautet das Kennzeichen: die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
zweier Tangenten aus P muß durch Q gehen; die Verbindungslinie 
der beiden andern Berührungspunkte muß es dann auch tun; und 
wir sehen, P und Q sind solche Punkte, aas denen die Kurve durch pro- 
jektive Strahleninvolutionen erzeugt werden kann (Nr. 179, 190). Natür- 
lich können P und Q vertauscht werden. Läßt man X^ in den dritten 
Schnitt von PQ fallen, so ist Y^ der Q, also QY^ die Tangente in Q 
und X, der dritte Schnitt derselben. Da nun X, in X^ fallen soll, 
so muß Y^ der P sein; daher ist X^Y^P die Tangente in P. Die 
beiden Tangenten von P und Q schneiden sich in X,, also auf der 
Kurve; P und Q sind konjugiert, nach der üblichen Terminologie, 
welche Punkte einer Kurve 3. Ordnung mit gemeinsamem Tangential- 
punkte so nennt. 

§ 32. Projektive Beziehung dreier einstufigen Gebilde. 

Kubische Raumkurve. 

200 Drei projektive Strahlenbüschel J7, U', U" derselben Ebene 

führen, zweimal zu zweien zusammengestellt: U und U\ U und U", 
zu zwei Kegelschnitten, welche beide durch ü gehen. Daß sie noch 
drei Punkte gemeinsam haben, folgt aus dem Schnittpunkte -Satz 
(Nr. 161), kann aber auch durch eine einfache Korrespondenz erkannt 
werden. Wir ordnen auf einem der beiden Kegelschnitte, etwa dem 
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ersten, jedem Punkte^ aus der ersten Reihe, die beiden Schnittpunkte 
mit dem Strahle von U" zu, welcher den beiden nach ihm gehenden 
Strahlen Ton U und U' entspricht. Durch jeden Punkt des Kegel- 
schnitts, aus der zweiten Reihe, geht ein Strahl von U"y dem ein 
Strahlenpaar aus Uj U' und ein Punkt der ersten Reihe entspricht. 
Es entsteht also eine Korrespondenz [1, 2]: eine Projektivität der 
ein£EUshen Punktreihe auf der Kurve zu der vom Büschel U" ein- 
geschnittenen Involution. In den drei Koinzidenzpunkten treffen sich 
die beiden entsprechenden Strahlen aus U und U' auch mit dem 
homologen Strahle aus ü". 

Das sind die drei weiteren Schnitte. Aber wir erhalten auch 
die Satze: 

In drei projektiven Strahlenbüscheln derselben Ebene 
laufen dreimal entsprechende Strahlen in einen Punkt zu- 
sammen. 

und felddual: In drei projektiven Punktreihen derselben 
Ebene liegen dreimal homologe Punkte in gerader Linie. 

Ihnen entsprechen zwei Sätze im BündeL 

Der durch zwei der Büschel erzeugte Kegelschnitt ist zum dritten 
projektiv. Wenn also ein Strahlenbüschel zu einer Punkt- 
reihe 2. Ordnung derselben Ebene projektiv ist, sind drei- 
mal entsprechende Elemente inzident. Daher inzidieren auch, 
wenn eine Punktreihe 2. Ordnung und ein Ebenenbüschel oder eine 
B^elschar und ein Strahlenbüschel projektiv sind, dreimal ent- 
sprechende Elemente (vgl. Nr. 167). 

und wenn drei projektive Strahlenbüschel im Räume gegeben 
sind, so gibt es in jeder Ebene und durch jeden Punkt drei Strahlen, 
welche drei homologe Strahlen treffen. 

Sind in einer Ebene drei Punkte Ä^y Ä^, A^ und drei Ge- 
raden \j b^y &3 gegeben, so liegen, wenn X sich auf einer Gerade 
bewegt, dreimal die Punkte: 

(X^,6,), {XA,h), (XA,b,) 

in einer Gerade; denn sie beschreiben auf b^, b^^ b^ projektive Punkt- 
reihen; und wenn x einen Strahlenbüschel beschreibt, so gehen drei- 
mal die Geraden: 

(a?6i,4i), (a?6„J^), (xb^yA) 

durch einen Punkt. Daher erzeugen die Punkte X, für welche 
jene drei Punkte in einer Gerade x liegen, eine Kurve 
8. Ordnung, und diese Geraden x umhüllen eine Kurve 
3. Klasse. Jene geht durch die neun Punkte: 

Ay Ay Ay *i*»; ^*i; ^ihy (AAyh)f (AAy^)} iAAyh)^ 
Sturm, Oeometr. VerwandtiohafteiL L 20 
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und diese berührt die neun Geraden: 

^19 hf K AAy AAj AAj (p2h>A)y Q>Ay A)f (Pihf AY)- 

201 Im Räume haben wir folgende zwei dual gegenüberstehende 

Figuren: drei projektive Ebenenbüschel^ deren Axen beliebige Lage 
haben, und drei projektive Punktreihen, für deren Träger das näm- 
liche gilt. Jene führen zu einer Baumkurve, dem Orte der Schnitt- 
punkte entsprechender Ebenen, diese zu einem Eontinuum (TorsuB) 
von Ebenen, den Yerbindungsebenen entsprechender Punkte. 

In eine Ebene schneiden die Büschel drei projektive Strahlen- 
büschel mit dreimal drei konkurrenten homologen Strahlen; d. h. drei 
Punkte der erzeugten Kurve fallen in die Ebene. 

Das Erzeugnis von drei projektiven Ebenenbüscheln ist 
eine Baumkurve 3. Ordnung^) oder kubische Baumkurve 
(cubique gauche); sie heiße R\ 

Desgleichen gehen von dem Torsus drei Ebenen durch einen be- 
liebigen Punkt, weshalb er 3. Klasse ist; denn von den projektiven 
Strahlenbüscheln, welche die Punktreihen aus dem Punkte projizieren, 
liegen dreimal drei entsprechende Strahlen in einer Ebene, welche 
dadurch eine durch den Punkt gehende Verbindungsebene homologer 
Punkte der Punktreihen wird. Wir werden bald sehen, daß beide 
Erzeugnisse in enger Beziehung stehen. 

Je zwei der projektiven Ebenenbüschel u,u\u' erzeugen 
eine Begelschar, zu deren Leitschar dann die beiden Axen ge- 
hören. Der Punkt 16' 6" liegt auf den drei Geraden W, U'\ 6' 6" der 
Begelscharen; also gehen alle drei Trägerflächen durch die 
Kurve R\ und sie ist die fernere Schnittkurve zweier, außer 
der . gemeinsamen Axe, z. B. u, wenn die Begelscharen durch u 
und u', u und u" erzeugt werden. Dieselbe muß ja 3. Ordnung sein, 
da die von einer Ebene ausgeschnittenen Kegelschnitte, außer dem 
Spurpunkt von u, noch drei Punkte gemeinsam haben. 

Die Geraden der Begelscharen treffen, wie eben gefunden, 
die Kurve R^ einmal, z. B. Ü' im Schnittpunkte mit |''. Daraus 
folgt, daß die Geraden der Leitscharen ihr zweimal begegnen; 
denn jede Tangentialebene einer Trägerfläche enthält aus jeder der 
Scharen eine Gerade, die den vollen Schnitt bilden; auf sie müssen 
sich die drei Schnitte der auf der Fläche gelegenen Kurve mit der 
Ebene verteilen. 



1) Graßmann, Journal für Math. Bd. 81, S. 111, Bd. 86, S. 177; Gesammelte 
Werke, Bd. 2, Teil 1, S. 49, 78. — Die neon Ponkte oder Tangenten sind nicht 
asBoziiert and beetimmen daher die betreffende Kurve. 

2) Diese Erzeugung der kubischen Raumkurre machte Ghasles bekannt: 
Comptes rendus Bd. 46 (1867), S. 189 und Journal de Math^matiques, 2. Serie, 
Bd. 1 (1867), S. 897. 
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Jene Geraden sind also einfache, diese Doppelsekanten oder 
Seimen der Knrve.^) 

DaB die Axen der erzeugenden Büschel letzteres sind, erkennt 
man direkt. Z. B. auf u erzeugen u, u" konjektive Punktreihen; in 
den Koinzidenzen schneiden sich je entsprechende Ebenen aus u'ju"] 
und die entsprechende aus u geht ja auch durch den Punkt. Dies 
lehrt, da die Koinzidenzen imaginär sein können, die Existenz so- 
genannter ideeller Doppelsekanten, deren Schnitte mit der 
Kurve imaginär sind. Den Übergang zu den eigentlichen (mit 
reellen Schnitten) bilden die Tangenten der Kurve. 

Außerhalb der Kurve können sich zwei Doppekekanten nicht 
schneiden, da ihre Ebene die Kurve viermal träfe. 

Jede der drei Regelscharen der ||', ||'', i'i,", z. B. die erste, wird 
vermittelst der sie erzeugenden Büschel u, u', zu denen sie in ein- 
deutiger Beziehung steht, projektiv zum dritten. Und so ergibt 
sich R^ auch als Erzeugnis der Schnitte entsprechender Ge- 
raden und Ebenen aas einer Regelschar und einem Ebenen- 
büschel, welche projektiv sind. 

Erwähnen wir einige Fälle spezieller Lagen der projektiven 
Ebenenbüschel. 

Wenn die drei Axen einen Punkt gemeinsam haben, so gehen 
die Regelscharen in Kegel aus diesem Punkte über; die kubische 
Raumkurve besteht aus drei Kanten, welche allen gemeinsam ist^ 
während je zwei noch eine der Axen gemeinsam haben; es sind dies 
die drei Geraden, in welche je drei homologe Ebenen der demselben 
Bündel angehörigen projektiven Büschel zusammenlaufen (Nr. 200). 

Sind die drei Büschel so projektiv, daß sie zu derselben Punkt- 
reihe perspektiv sind, so zerfällt das Erzeugnis in den Träger der- 
selben und die beiden Geraden, welche ihn und die drei Axen treffen; 
denn in ihnen schneiden sich entsprechende Ebenen. 

Wenn die Axen der Büschel in derselben Ebene 77 liegen und 
diese sich selbst entspricht, so daß je zwei der Büschel perspektiv 
sind und einen Strahlenbüschel — den Perspektivitätsbüschel — er- 
zeugen (Nr. 36), so kommt kein Erzeugnis 3. Ordnung zustande; Er- 
zeugnis ist (außer TT) die Gerade, in der die Ebenen von zweien dieser 
Strahlenbüschel sich schneiden und durch die dann auch die Ebene 
des dritten geht. 

Wir kehren zum allgemeinen Falle zurück Es sei P ein Punkt 202 
von R^, V, l" die durch ihn gehenden Geraden aus den Leitscharen 
der durch u, u'; u, u" erzeugten Regelscharen, welche, wie wir wissen, 
die Kurve noch einmal treffen. 



1) Salmon, Cambridge and Dublin Mathematical Journal Bd. 5 (1860), S. 88. 

20* 
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Nach der bekannten Eigenschaft verbandener Regelscharen sind 
ihre Büschel zum Büschel nm u, die ja zu beiden Leitscharen gehört, 
projektiy. Wir können jene Regelscharen auch durch die Büschel u 
und V, u und V^ erzeugen; eine Ebene durch u enthält von ihnen je 
eine Gerade und den Punkt von jR'^ in dem sie sich schneiden; die 
entsprechenden Ebenen aus V, l" gehen nach diesen Oeraden und dem 
Punkte ; den sie also mit der yon u gemein haben, d. h. 22' entsteht 
durch die drei projektiyen Büschel Uy Ty V\ Die von den beiden letzten 
erzeugte Regelschar ist also ein Kegel mit der Spitze Py dem Schnitir 
punkte VV'j welcher auf B? liegt. 

Aus jedem ihrer Punkte wird die kubische Raumkurve 
durch einen Kegel 2. Qrades projiziert; wie das ja auch un- 
mittelbar daraus hervorgeht^ daß jede Ebene durch den Punkt noch 
zwei Punkte der It^y also zwei projizierende iLanten des Kegels 
enthalt. 

Die Kurve zeigt sich als fernerer Schnitt zweier solchen 
Kegel, neben der Verbindungslinie der Spitzen^ welche beiden 
angehört. 

Außer in der Spitze trifft jede Kante eines solchen Kegels die 
Kurve noch einmal; wegen dieser Punkte zeigt sich die Kantenreihe als 
Regelschar von einfachen Sekanten; da aber die Geraden doch tat- 
sachlich Doppelsekanten sind, so erweist sie sich als Leitschar, die ja 
beim K^el mit der Regelschar sich vereinigt hat. 

Zwei Kanten des Kegels projizieren die sämtlichen Kanten des- 
selben oder, was dasselbe ist, die veränderlichen Punkte der B^ auf 
ihnen durch projektive EbenenbüscheL Also wird aus zwei sich auf 
der Kurve schneidenden Doppelsekanten die Punktreihe der Kurve 
durch projektive Ebenenbüschel projiziert. 

Sind AB^ CD zwei beliebige Doppelsekanten, so sind die Büschel 
die aus ihnen projizieren, beide dem aus ÄC projizierenden projektiv, 
daher auch zueinander. 

So ist, zunächst für eigentliche Doppelsekanten, erkannt, 
daß aus allen die Punktreihe auf der Kurve durch projek- 
tive Ebenenbüschel projiziert wird. 

Zwei eigentliche Doppelsekanten l^l^ bestimmen eine 
Regelschar von Doppelsekanten, zu welcher sie gehören. 
Denn die projektiven Büschel um sie, deren entsprechende Ebenen je 
nach demselben Punkte von B^ gehen, erzeugen eine Regelschar von 
einfachen Sekanten ^; die verbundene, zu der ja die Axen {|, Z, ge- 
hören, ist diejenige, von welcher der Satz spricht. Alle diese Doppel- 
sekanten können wir bezeichnen als solche, die sich auf irgend eine 
der Geraden g stützen. 

Umgekehrt, alle Doppelsekanten der Kurve jR', welche 
eine einfache Sekante g treffen, (abgesehen von denen, welche 
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den Kegel aus dem Treffpunkte von g bilden) erzeugen eine Regel- 
schar. Durch g und zwei Punkte der Kurve legen wir Ebenen^ die 
dann noch einen dritten reellen Schnitt haben. Die beiden Verbin- 
dungslinien dieser zweiten und dritten Schnitte sind eigentliche Doppel- 
sekanten liil^j welche g treffen; sie bestimmen also eine Regelschar 
Ton Doppelsekanten, zu der sie gehören; jene Ebenen gehen von li^l^ 
nach g und ihrem Stützpunkt, also gehöii g zur verbundenen Regel- 
schar einfacher Sekanten, und wird von allen jenen Doppelsekanten 
getroffen, und durch jeden Punkt von g geht, wegen der Eigenschaft 
verbundener Regelscharen, eine, und weitere die g treffenden Doppel- 
sekanten durch ihre der B^ nicht angehörigen Punkte kann es nicht 
geben, weil sonst in einem solchen Punkte zwei sich schneiden 
würden. 

Da nun einfache Sekanten durch jeden Punkt des Raums gelegt 
werden können, so folgt: 

Durch jeden Punkt des Raums, außerhalb i{', geht nur 
eine, aber stets eine Doppelsekante der Kurve.^) 

In einer Ebene durch den Punkt liegen drei Punkte der Kurve, 
folglich drei Kanten des projizierenden Kegels, welcher daher 3. Ord- 
nung ist. Er hat jene Doppelsekante zur Doppelkante und ein ebener 
Schnitt von ihm, also die Projektion der B^ aus dem Punkte auf 
eine Ebene, einen Doppelpunkt. 

Die Projektion der kubischen Raumkurve aus einem be- 
liebigen Punkte des Raums auf eine Ebene hat stets einen 
Doppelpunkt (der isoliert ist, wenn die Doppelsekante ideell ist). 
Dieser wirkliche Doppelpunkt der Projektion wird als scheinbarer 
Doppelpunkt der Raumkurve bezeichnet (point double apparent). 

Wir wollen nun eine ideelle Doppelsekante l in eine Regelschar 
mit eigentlichen bringen; wir benutzen eine einfache Sekante^, welche 
l schneidet; zu der Regelschar der diese g treffenden Doppelsekanten 
gehört ly aber, wie wir oben fanden, auch eigentliche. Sei V eine von 
diesen, so sind die Ebenenbüschel um Z, V projektiv, mit homologen 
Ebenen, welche je denselben Punkt von B^ projizieren; denn sie 
gehen nach der ihn enthaltenden Gerade aus der ^-Schar der einfachen 
Sekanten. Damit ist erkannt, daß die ideellen Doppelsekanten aus 
dem obigen Satze nicht auszuschließen sind. Also: 

Aus allen Doppelsekanten der R^ wird ihre Punktreihe 
durch projektive Büschel projiziert. 

Die aus Doppelsekanten projizierenden Ebenenwürfe von vier 
Punkten der Kurve haben alle das nämliche Doppelverhältnis, so daß 
man von einem Wurf auf der Kurve und seinem Doppelver- 
hältnisse reden kann. 



1) Chasles, a. a. 0. 
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Aber nicht umgekehrt dürfen wir sagen (wie es leider geschehen 
ist), der Ort der Geraden^ ans denen vier Pnnkte durch Ebenen- 
würfe von gegebenem Doppelyerhältnis projiziert werden , sei der In- 
begriff der Doppelsekanten einer kubischen Raumkurre; denn das 
sind nur oo^ Geraden^ während es oo' Oeraden gibt, die diese Be- 
dingung erfüllen. Wir werden diesen Strahlenort 3. Stufe bald kennen 
lernen. 

Nunmehr ist auch der obige Satz, daß zwei Doppel- 
sekanten eine Regelschar von Doppelsekanten bestimmen, 
zu der sie gehören, und eine verbundene von einfachen, all- 
gemein richtig. 

Femer ist erkannt, da aus den oo^ Doppelsekanten drei auf cx)* 
Weisen gewählt werden können, daß die Baumkurve auf cx>® 
Weisen durch projektive Büschel erzeagt werden kann. Nun 
kann man drei Büschel auf oo' * ^ Weisen, weil es cx)^ Geraden gibt, 
auswählen, einen von ihnen auf oo* * ' Weisen auf die beiden andern 
projektiv beziehen. Von diesem Mannigfaltigkeitsgrade 13 -f 6 » 18 ist 
wieder 6 abzuziehen. Es gibt daher cx)^^ kubische Raumkurven. 

Aber mit jenem allgemeinen Satze ist ein anderes wesentliches 
Resultat gewonnen. 

Zu jedem der aus einer Doppelsekante projizierenden Büschel 
steht die Punktreihe der Kurve in eindeutiger Beziehung: jeder Punkt 
der Kurve bestimmt eine Ebene des Büschels, und jede Ebene des 
Büschels einen Pankt der Kurve, den dritten Schnitt außer den auf 
der Doppelsekante gelegenen Punkten. 

Damit ist die Punktreihe auf der kubischen Raumkurve 
als ein projektiv beziehbares oder unikursales Gebilde er- 
kannt; als Hilfsgebilde, durch welche man ihre projektive Beziehung 
auf ein anderes unikursales Gebilde herstellen kann, dient in erster 
Linie irgend einer der Perspektiven Ebenenbüschel um eine Doppel- 
sekante, dann auch eine Perspektive Regelschar von einfachen Sekanten 
oder die Kantenreihe eines Perspektiven Kegels 2. Grades. 

Eine parametrische Bestimmung, die man in einem jener Ebenen- 
büschel getroffen, übertragt sich auf die Punktreihe der Kurve; jeder 
Punkt von ihr bekommt denselben Parameter wie die inzidente Ebene 
des Büschels. 
203 Si^ beliebiger Ebenenbüschel steht zur Punktreihe der 22' in 

einer Korrespondenz [1, 3], wenn die inzidenten Elemente einander 
zugeordnet werden; sie ist (Nr. 168) eine Projektivität zwischen dem 
Ebenenbüschel und einer kubischen Involution auf der Kurve. Daher 
wird eine kubische Raumkurve von einem Ebenenbüschel in 
einer kubischen Involution geschnitten; jeder Punkt auf ihr 
gehört zu einer der durch die Ebenen eingeschnittenen Gruppen. 

Eine Involution 3. Grades hat vier Gruppen mit einem Doppel- 
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punkte (Nr. 136); yier Ebenen des Büschels tangieren die Eurre; die 
zugehörigen Tangenten treffen die Axe des Büschels. 

Yier Tangenten der kubischen Raumkurve begegnen 
einer Gerade. 

Ist diese Gerade eine einfache Sekante^ so sind es die beiden un- 
endlich nahen; die sich im Stützpunkte schneiden, und zwei andere^ 
zur Regelschar der die Gerade trefifenden Doppelsekanten gehörig. 

Diese Zahl der eine Gerade treffenden Tangenten heißt der Rang 
der Kurve*). 

Die kubische Raumkurve hat den Rang 4. 

Das ist die Ordnung der Flache, die durch die Tangenten der 
Kurve erzeugt wird: eine abwickelbare Regelfläche, weil die auf- 
einanderfolgenden Tangenten sich schneiden*). 

Der Kegel 3. Ordnung, welcher die Kurve aus einem beliebigen 
Punkte projiziert, ist 4. Klasse; denn da seine Berührungsebenen die 
Tangenten der Kurve projizieren, so kommen von einer Gerade durch 
die Spitze so viele an ihn, als diese Tangenten trifft 

Auch die Doppelkante des Kqpls bedingt nach Plückers Formeln 
(Nr. 162) die Klasse 4. 

Wenn die Axe des Ebenenbüschels eine einfache Sekante 
ist, so haben alle Punktgruppen der kubischen Involution den Stütz- 
punkt gemeinsam; die veriinderlichen Punkte der Gruppe, also die 
Punkte, in denen die sich auf die Sekante stützenden Doppel- 
sekanten die Kurve treffen, erzeugen daher eine (quadra- 
tische) Involution (Nr. 136). 

Sie bilden eine Elegelschar, und jede Regelschar von Doppel- 
sekanten hat sogar oo^ einfache Sekanten, welche Leitgeraden sind. 

Folglich induziert jede Regelschar von Doppelsekanten 
eine Involution auf der Kurve, in der die Schnitte mit der- 
selben Doppelsekante gepaart sind. Sie enthält, wie wir schon 
wissen, zwei Tangenten; diese berühren in den Doppelpunkten der 
Involution; und sind diese reell, die Involution hyperbolisch, so daß 
auch Paare konjugiert imaginärer Punkte in ihr vorkommen, so ent- 
halt die Regelschar eigentliche und ideelle Doppelsekanten, im andern 
Falle nur eigentliche. 

Jede auf der kubischen Raumkurve befindliche (gemeine) 
Involution führt durch die Verbindungslinien gepaarter 
Punkte zu einer Regelschar. Denn zwei von ihnen bestimmen 
eine Regelschar von Doppelsekanten, zu der sie gehören; die Involu- 
tion, welche diese induziert, hat mit der gegebenen zwei Paare gemein 
imd ist identisch mit ihr. 



1) Bis in die sechziger Jahre auch ^^Elasse** genannt. 

S) Auf die Abwickelbarkeit genauer einzugehen, ist noch keine Yeranlassnng. 
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Zwei Ebenenbüschel f&hren zu zwei kabischen Involntionen mit 
2 • 2 gemeiiiBameiL Paaren entsprechender Punkte (Nr. 196) oder vier 
Paaren von Punkten, die za einer Gruppe der einen und einer der 
andern Involution gehören, deren verbindende DoppeLsekanten also 
beide Axen treffen. 

Es gibt vier Doppelsekanten einer kubischen Raum- 
kurve, welche zwei Geraden treffen. Oder: 

Die Doppelsekanten einer kubischen Raumkurve, welche 
eine Gerade treffen, erzeugen eine Regelfläche 4. Grades. 

Auf ihr ist die Gerade einfache Leitgerade, weil jeder ihrer Punkte 
nur eine Doppelsekante aussendet. 

In jeder Ebene durch die Gerade liegen drei Erzeugenden, und 
von jedem Punkte auf der Kurve gehen zwei aus, so daß die kubische 
Raumkurve doppelt auf der Regelfläche ist. 

Sie zerfäUt in einen Kegel 2. Grades und eine Regelschar, wenn 
die Gerade einfache Sekante ist. 

Jede auf R^ befindliche kubische Involution rührt von 
einem Ebenenbüschel her; denn die Ebenen, die zu zwei Gruppen 
gehören, bestimmen einen Büschel und die von diesem induzierte In- 
volution ist mit der gegebenen identisch, wegen der beiden gemein- 
samen Gruppen. 

Mit einer auf R^ befindlichen involutorischen Korrespondenz [n] 
hat eine kubische Involution 2n Paare entsprechender Punkte gemein 
(Nr. 196), d. h. von den Verbindungslinien entsprechender Punkte 
jener treffen 2n die Axe des zu dieser gehörigen Ebenenbüschels. 

Die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte einer 
auf R^ befindlichen involutorischen Korrespondenz [n] er- 
zeugen eine Regelfläche vom Grade 2n, auf welcher R^ n- 
fach ist. 

Eine [2] führt wieder zu einer Regelfiäche 4. Grades mit R^ als 
Doppelkurve, aber ohne Leitgerade. 

Trägt R^ aber eine Korrespondenz [n, n^], so ist die Regelfläche 
der Verbindungslinien entsprechender Punkte vom Grade 2(n + w^) 
(Nr. 180), auf welcher JR' (» -f- nj-fach ist, da jeder Punkt auf ihr 
so viele Verbindungslinien nach den einen und den andern korrespon- 
dierenden Punkten aussendet. 

Liegen zwei konjektive Punktreihen auf R^ vor, so entsteht 
wiederum eine Regelfläche 4. Grades, auf welcher R^ Doppelkurve 
ist; wir wissen, daß wir diesen Fall der involutorischen Korrespon- 
denz [2] subsumieren können (Nr. 193). 
204 Wenn wir die Kurve R^ aus einem ihrer Punkte Ä durch einen 

Kegel 2. Grades projizieren, so ist die Tangente in ihm auch eine 
Kegelkante, durch die wir hindurch gehen, wenn der projizierte Punkt 
durch A hindurch geht; oder sagen wir lieber, die beiden unendlich 
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nahen Tangenten, welche sich in Ä schneiden, sind zwei unendlich 
nahe Kanten des Kegels; die Berührungsebene des Kegels, welche 
sie verbindet und längs der einen tangiert, verbindet also zwei unend- 
lich nahe Tangenten oder drei unendlich nahe Punkte der Kurve und 
heißt die Schmiegungs- oder Oskulationsebene von Ä^). 

Jetzt seien Ä, B, C drei Punkte der kubischen Raumkurve, 
a> die verbindende Ebene, a, b, c die zugehörigen Tangenten und 
a, /), y die Schmiegungsebenen. Wir projizieren die Kurve aus den 
drei Punkten durch die Kegel -4*, B*, C^, Der erste wird von a 
I8ngs der E[ante a berührt; die Berührungsebenen längs AB und AG 
seien aa, «c; ebenso werde B^, der längs b von ß berührt wird, längs 
BA^ BC von /)^, ßc und C^, der längs c von y tangiert wird, ^ngs 
CA, CB von yj, ya berührt. 

Wenden wir nun auf A* den auf einen Kegel übertragenen Satz 
in Nr. 119 an, so liegen, weil a, AB, AC ein eingeschriebenes Drei- 
kant mit den Berührungsebenen a, as, €Cc bilden, 

[a,{AB,AC)l [«B, (a,^C)], [ac, (a, AB)] 

in einer Ebene cd^; aber (AB, AC) ist cd; femer (a, AC) ist yj, 
denn diese Berührungsebene von C* längs CA enthält die Tangente a 
der auf dem Kegel gelegenen kubischen Baumkurve in A, und (a, AB) 
ist /)j; also liegen die drei Schnittlinien 

(a, cd), (ccb, yj), («c, /J^) 
in einer Ebene (o^. Ebenso ergeben B% G*, daß 

(ßf «)> ißcy «ä), (ßAy ys) 

in einer Ebene m^ und 

(y» o>), (yj, /Je), (yji, «c) 

in einer Ebene 013 liegen. Die drei mittleren Geraden laufen in den 
Punkt 0' = (ccb, ßcy Ya) und die drei letzten in den Punkt 0"»= («c, ßAj ys) 
zusammen. Folglich gehen die drei Ebenen at^, oi^, c}, durch die 
Gerade O'O", und die drei vorderen Geraden, die Schnittlinien von 
o, /S, y mit cd, müssen daher durch den Punkt gehen, in dem 0' 0" 
die Ebene 07 schneidet. Also liegt der Schnittpunkt aßy in (o und 
wir haben folgenden wichtigen Satz, der uns nicht bloß zu der ge- 
wünschten Identität der Erzeugnisse dreier projektiven Ebenenbüschel 
und dreier projektiven Punktreihen führen, sondern auch für eine 
spätere Verwandtschaft von Wert sein wird. 



1) Die Schmieg^gsebenen einer Ranmknrve sind Berahnmgsebenen der 
abwickelbaren Fläche der Tangenten und jede berührt längs der zugehörigen 
Tangente, in der sie sich mit der Nachbar -Schmiegungsebene schneidet. Der 
Abwickelungsprozeß besteht in unendlich kleinen Drehungen um diese Schnittlinien. 
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Der Schnittpunkt der Schmiegungsebenen dreier Punkte 
der kubischen Raumkurve liegt in der Yerbindungsebene 
derselben^). 

Jetzt sei der dritte Punkt C ein auf der Kurve beweglicher 
Punkt X und g seine Schmiegungsebene; es liegt also der Punkt a/3| 
in der Ebene ABX'^ folglich ist die Punktreihe, die jener auf der 
festen Schnittlinie zweier Schmiegungsebenen a, ß — welche künftig- 
hin Schmiegungsaxe genannt werden soll — beschreibt^ perspek- 
tiy zu dem Ebenenbüschel um die Doppelsekante^ welche die Oskula- 
tionspunkte der beiden festen Schmiegungsebenen verbindet, und zwar 
so, daß die Ebene durch AB nach einem Punkte der jß' und der 
Punkt auf aß^ welcher in der zugehörigen Schmiegungsebene liegt, 
einander entsprechen. Sind C> D weitere Punkte von R^ mit den 
Schmiegungsebenen y^ d^ so sind der Ebenenbüschel CDX und die 
Punktreihe yd^ perspektiv. Nun sind die Büschel ÄBX und CDX 
projektiv, daher gilt dies auch für die Punktreihen ccß^ und yd^. 

Folglich sind alle die Punktreihen, die auf den oo' 
Schmiegungsaxen der kubischen Raumkurre durch die 
Schmiegungsebenen eingeschnitten werden, untereinander 
projektiv, derartig, daß die durch dieselbe Schmiegungs- 
ebene eingeschnittenen Punkte entsprechend sind; und diese 
Punktreihen sind auch projektiv zu allen den untereinander 
projektiven Ebenenbüscheln um die Doppelsekanten; wobei 
immer ein Punkt von einer jener Punktreihen und eine 
Ebene aus einem dieser Büschel entsprechend sind, welche 
mit zusammengehörigen Elementen X und g der Kurve in- 
zidieren. 

Vier feste Schmiegungsebenen schneiden in alle Schmiegungs- 
axen Würfe von demselben Doppelverhaltnisse ein, welches so das 
Doppelverhältnis der vier Schmiegungsebenen wird; es ist 
gleich dem der zugehörigen Kurvenpunkte. 

Nehmen wir drei Schmiegungsaxen, so ergeben sich die Schmie- 
gungsebenen als die Yerbindungsebenen dreier entsprechender Punkte 
der drei projektiven Punktreihen auf jenen Axen. Wir sehen, die 
duale Erzeugung zu derjenigen, die uns die Punkte der 
kubischen Raumkurve geliefert hat, liefert uns ihre Schmie- 
gungsebenen, und wir könnten jetzt, von dieser Erzeugung aus- 
gehend, die duale Betrachtung vornehmen. Es mögen aber einige 
Bemerkungen genügen. 
206 Bei einem Torsus von Ebenen a, /), y, d, £, . . . haben wir die 

Schnittlinien zweier aufeinander folgender aß^ ßy^ yd, . . . und die 



1) Chasles, Comptes renduB, Aug. 1857, und Schröter, Journal fOr Math., 
Bd. 66 (1859), S. 27. 
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Sclinittpankte dreier aufeinander folgender Ebenen oder zweier auf- 
einander folgender Schnittlinien aßy « (aß, ßy), ßySy . . . Jede 
Ebene y enthält zwei aufeinander folgende Schnittlinien ßy, yä und 
drei aufeinander folgende Schnittpunkte aßy, ßyS, yde und jede 
Schnittlinie ßy zwei aufeinander folgende Schnittpunkte aßy, ßyd. 
Unsere Ebenen sind daher die Schmiegungsebenen und die Schnitt- 
linien die Tangenten der durch die Schnittpunkte entstehenden Emre. 

Also ergibt sich auch, wenn drei projektive Punktreihen gegeben 
sind, in den Yerbindungsebenen entsprechender Punkte ein Kontinuum 
Ton Ebenen, welche als Schmiegungsebenen zu einer Kurve gehören, 
und die duale Betrachtung lehrt, daß diese Kurve durch drei projek- 
tive Ebenenbüschel erzeugt werden kann, also eine kubische Baum- 
kurve ist. 

Das Erzeugnis dreier projektiven Punktreihen ist der 
Inbegriff der Schmiegungsebenen einer kubischen Raum- 
kurve. Diese Kurve ist in sich räumlich duaP). 

Die Klasse der Kurve, d. h. die Klasse des Torsus der 
Schmiegungsebenen ist 3, ebenso wie die Ordnung (Nr. 201). Die 
Oskulationspunkte der drei von einem Punkt kommenden 
Schmiegungsebenen bestimmen eine Ebene, die durch den 
Punkt geht. 

Nehmen wir zwei Schmiegungsaxen aß, ay in derselben Schmie- 
gungsebene a, so umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
ihrer projektiven Punktreihen einen Kegelschnitt; das sind die Spur- 
linien der übrigen Schmiegungsebenen. 

Also schneiden die Schmiegungsebenen (und Tangenten) 
einer kubischen Raumkurve in eine von ihnen einen Kegel- 
schnitt ein, welcher dual dem Kegel 2. Grades entspricht, durch 
den die Kurve aus einem ihrer Punkte projiziert wird. Das Doppel- 
verhältnis von vier Schmiegungsebenen ist das der vier Tangenten, 
welche sie in irgend eine Schmiegungsebene einschneiden. 

Tangente des Kegelschnitts i^t auch die zu a gehörige 
Tangente, die Schnittlinie mit der benachbarten Schmiegungsebene, 
und der Berührungspunkt, der Schnittpunkt mit der Nachbar- 
tangente des Kegelschnitts, ist Schnittpunkt dreier benachbarter 
Schmiegungsebenen, also der Oskulationspunkt von a. 

Wie sich die Punktkurve ergab als teilweiser Schnitt der Träger- 
flächen zweier durch projektive Ebenenbüschel erzeugten Regelscharen, 
neben einer gemeinsamen Gerade der beiden Leitscharen, so ergibt 
sich das Kontinuum der Schmiegungsebenen als Inbegriff 



1) Diese Dualit&t hat ssnm ersten Male Schröter dargelegt. Journal f. 
Mathematik, Bd. 56, S. 87. Vgl. auch wegen der vorangehenden Betrachtangen 
Schröters Bach über die Oberflächen 2. Ordnung und Baumknrven 8. Ordnung. 
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der gemeinsamen Tangentialebenen der Tr'ägerflächen zweier 
durch projektive Pnnktreihen erzeugten Begelscharen, außer 
den durch die gemeinsame Leitgerade gehenden Tangential- 
ebenen. 

Und wie zwei Eegel 2. Grades mit gemeinsamer Kante als Best- 
schnitt eine kubische Raumkmre haben, so führen zwei Kegel- 
schnitte mit einer gemeinsamen Tangente zu den Schmie- 
gungsebenen einer kubischen Raumkurve in ihren gemein- 
samen Tangentialebenen. Jeder Punkt jener Tangente sendet 
noch eine zweite Tangente an den einen und den andern 
Kegelschnitt: die Yerbindungsebene ist eine Schmiegungs- 
ebene^). 

Die gemeinsame Tangente und yod jedem Kegelschnitte noch 
eine zweite sind die Träger der erzeugenden Punktreihen. 

Der Torsus der Schmiegungsebenen einer kubischen 
Raumkurve ist ebenfalls projektiv beziehbar oder unikursal. 

206 Wenn sechs Punkte ÄfB,.,.yF gegeben sind, so schneiden sich 

die beiden Kegel 2. örades Ä (B, C, D, E, F) und B(A, C, 2), E, F) 
in einer durch Äy ...^F gehenden kubischen Raumkurve, außer mAB. 
Und für eine kubische Raumkurve, die durch A, . . .yF geht, sind die 
genannten Kegel diejenigen, welche sie aus Ä, bzw. B projizieren; 
weil sie durch die je fünf Kanten eindeutig bestimmt sind. Folglich 
ist die vorhin konstruierte kubische Raumkurve die einzige, welche 
durch die sechs Punkte geht. 

Wenn drei Punkte -4, B, C und drei Doppelsekanten d, 6, f ge- 
geben sind, so ist die Projektivität der Ebenenbüschel um letztere, 
welche von einer zu jenen Elementen gehörigen kubischen Raumkurve 
herrührt, durch die nach Ä, B, C gehenden Ebenen eindeutig fest- 
gelegt; also gibt es nur eine solche Kurve. 

Drittens seien fünf Punkte Ä, B, (7, D, E und eine Doppelsekante f 
gegeben; die beiden Büschel von Kegeln 2. Grades A{B, C, D^ E), 
B (Ä, C, Dj E) schneiden in f Involutionen ein. Die beiden Kegel 
dieser Büschel, welche durch das gemeinsame Paar dieser Involutionen 
gehen, liefern die einzige kubische Baumkurve, welche zu jenen ge- 
gebenen Elementen gehört^). 

Sind dagegen vier Punkte Ä, B^ C, D und zwei Doppelsekanten 6, f 



1) Wohl der älteste Satz über die kubische Raumkurve: Möbius, Der 
Barycentrische Galcül (1827) § 98 (Gesammelte Werke, Bd. I, S. 121). 

2) Auch die Kenntnis , daß durch 9 — 1 = 8 Punkte die Grundkurve eines 
Flächenbüschels 2. Ordnung bestimmt ist, führt zu diesem Ergehnisse; wenn 
Ay ,,. E und drei Punkte auf f diese 8 Punkte sind, so zerflÜlt die Raumkurve 
4. Ordnung in die Gerade f und die kubische Raumkurve, mit der wir es zu 
tun haben. 
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gegeben, so würde eine zugehörige kubische Raumkurve die Projek- 
tivitöt: 

bedingen, welche im allgemeinen nicht erfiüllt wird. Wird sie in spe- 
ziellen Fällen erfüllt, was bedeutet, daß die sechs gegebenen Elemente 
auf der Tri^erfläche zweier verbundenen Begelscharen liegen, so gibt 
es (Nr. 165) oo^ auf dieser Flache verlaufende kubische Raumkunren, 
welche durch die vier Punkte gehen und die Geraden der' Schar e,f 
zweimal treffen; und auf der Flache muß jede kubische Raumkurve, 
welche durch Ay B, C, D geht und e, f zweimal trifft, wegen der 
sieben gemeinsamen Punkte liegen. 

Wenn also 6, 5, 4, 3 Punkte und 0, 1, 2, 3 Doppel- 
sekanten gegeben sind, so gibt es 1, 1, 0, 1 zugehörige ku- 
bische Raumkurven; und ebenso, wenn 6, 5, 4, 3 Schmiegungs- 
ebenen und 0, 1, 2, 3 Schmiegungsaxen gegeben sind. 

Auf einer kubischen Raumkurve R^ liege eine Involution n^^ Grades 207 
J" (n > 2). Jede Ghruppe fQhrt zu ^n (n — 1) (n — 2) Verbindungsebenen 
von je drei ihrer Punkte; wir wollen die Klasse des Torsus dieser 
Verbindungsebenen ermitteln. Dazu stellen wir auf JR* vermittelst 
eines Punktes folgende Korrespondenz her. Ein Punkt X von 22' 
gehört zu einer Gruppe von /**; die w — 1 übrigen Punkte derselben 
geben ^(n — 1) (n — 2) Paare, welche, durch Ebenen mit verbunden, 
ebensoviele dritte Schnitte X^ mit der Kurve liefern, die wir dem X 
zuordnen. Die Ebenen durch OX^ führen in ihren veränderlichen 
Schnitten mit U* zu einer Involution, welche (Nr. 196) n— 1 Paare 
besitzt, deren beide Punkte je in dieselbe Gruppe von I" fallen; die 
(n — 1) (n — 2) übrigen Punkte dieser Gruppen sind diejenigen Punkte X, 
welche dem X^ korrespondieren. Wenn X und X^ sich vereinigen, 
so ergibt sich eine Ebene durch 0, in der drei Punkte einer Gruppe 
von i" liegen; und jeder von ihnen kann der dritte, in dem sich X 
und X^ vereinigen, sein. Die |-(» — l)(n — 2) Koinzidenzen der 
Korrespondenz [(» — 1) (» — 2), ^ (n — 1) (n — 2)] zeigen, daß es 
^ (« — 1) (n — 2) derartige Ebenen gibt. 

Wenn also auf einer kubischen Raumkurve eine Invo- 
lution n*^ Grades J"(n>2) liegt, so umhüllen die Verbin- 
dungsebenen von drei Punkten einer Gruppe einen Torsus 
von der Klasse ^(n — l)(n — 2). 

Der Ebenenbüschel bei n =* 3 ist uns schon bekannt. Bei n»4 
ist es ein Torsus 3. Klasse, also der Schmiegungsebenen- 
Torsus einer zweiten kubischen Raumkurve. Wir erhalten 
CK>^ Tetraeder, welche der ersten kubischen Raumkurve ein- 
und dieser zweiten umgeschrieben sind, d. h. sie mit ihren 
Ebenen oskulieren. 
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Wenn zwei kubische RaumkurTen in der Lage sich be- 
finden^ daß zwei Tetraeder existieren^ welche der einen ein-, 
der andern umgeschrieben sind, so führen die beiden Gruppen 
der Ecken auf der ersten zu einer Involution 4. Grades und zu 
cx>^ Tetraedern, welche der ersten kubischen Raumkurve ein- 
und einer andern umgeschrieben sind, welche abo die acht 
Ebenen der gegebenen Tetraeder oskuliert^, daher mit der zweiten 
kubischen Raumkurve identisch ist^). 

Nun kann man (Nr. 136) die Tripel der Schnittpunkte der 
jR* mit drei Ebenen a, ß, y durch vierte Punkte der Kurve zu Qua- 
drupeln vervollständigen, welche derselben Involution 4. Grades an- 
gehören. Demnach sind die drei Ebenen a^ ß, y Schmiegungsebenen 
einer zweiten kubischen Raumkurve, ihre Schnittlinien und die neun 
in €c,ßyy gelegenen Doppelsekanten o^; ^^^^ a,; &|, &„ b,; c^yCt^c^ 
der JR' Schmiegungsaxen dieser zweiten Kurve. Da diese letzteren 
Spuren anderer Schmiegungsebenen in a, ß, y sind, so ist von den 

drei Projektivitäten, welche c^iyO^f^ ^^^ ^ß ^^^ ^yy \y\f^9 
auf ßa, ßy und Cj, c,, Cg auf ya, yß hervorrufen, jede die Folge 
der beiden andern. Denn die beiden Schmiegungsaxen in a, ß, 
welche von einem Punkte der aß ausgehen und die entsprechenden 
Punkte in ccy^ßy einschneiden, liegen in der nämlichen Schmiegungs- 
ebene der zweiten Kurve, der dritten aus jenem Punkte, und die 
Schmiegungsaxe, in welcher sie y schneidet, macht diese Punkte auf 
ay^ ßy zu entsprechenden in der dritten Projektivitat. 

208 Es seien vier projektive Ebenenbüschel u, u', u'', u" gegeben. Auf 

der kubischen Raumkurve i2', welche durch die drei erst-en entsteht^ 
ergibt sich eine Korrespondenz [1, 3] — Projektivitat der Punktreihe 
auf ihr zu der vom vierten Büschel eingeschnittenen kubischen Invo- 
lution — , in der jedem Punkte S6'S'' der Kurve die Schnitte mit der 
den Ebenen 6, 6', 1" entsprechenden Ebene 6'' zugeordnet sind. Die 
vier Koinzidenzen lehren: 

In vier projektiven Ebenenbüscheln gibt es vier Qua- 
drupel entsprechender Ebenen, die in einen Punkt zu- 
sammenlaufen (Nr. 177). 

Diese vier Punkte sind allen vier durch je drei der Büschel ei^ 
zeugten kubischen Raumkurven gemeinsam. 

Je zwei von ihnen liegen auf der Trägerfläche der Regelschar, 
welche durch die gemeinsamen Ebenenbüschel erzeugt wird, und treffen 
deren Geraden einmal. 



1) von Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 586; Gremona, 
Bendiconti dell'lBtituto Lombarde Ser. m, Bd. 12, S. 847; Hnrwitz, Matiiem. 
Amialen, Bd. 20, S. 826; Sturm, Liniengeom., Bd. 1, Nr. 250. 
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Zwei kubische Raamkaryen, welche beide die Geraden 
derselben Regelschar einmal und die der verbundenen zwei- 
mal treffen, haben vier Punkte gemeinsam (Nr. 165). 

Und fQr zwei projektive Regelscharen auf verschiedenen Träger- 
flächen ergibt sich, wenn aus jeder Leitschar zwei Geraden heran- 
gezogen werden: 

Zwei projektive Regelscharen haben vier Paare sich 
schneidender entsprechender Geraden (Nr. 180). 

§ 33. Trillnearität zwischen drei einstufigen Gfebilden. 

Betrachten wir zunächst zwei projektive Beziehungen zwi- 209 
sehen denselben zwei Gebilden u, u', Sie haben zwei Paare 
entsprechender Elemente gemein. Denn die Elemente von u, 
welche einem Elemente von u' in beiden Projektivitäten entsprechen, 
bewegen. sich konjektiv und vereinigen sich zweimal. 

Damit haben wir (Nr. 127) die Konstruktion der beiden 
Paare gemeinsamer Elemente; denn ihre zu u' gehörigen Ele- 
mente liefert dann eine beliebige von den beiden Projektivitäten. 

Wenn man von den beiden Koinzidenzen konjektiver Gebilde 
eine kennt, dann ist die Konstruktion der andern linear (Nr. 128). 
Ist also eins von den gemeinsamen Paaren bekannt, so ist das andere 
linear zu konstruieren. 

Erwähnen wir hiervon noch den Spezialfall, daß eine der beiden 
Projektivitäten eine Involution ist. 

Sind die Gebilde etwa zwei Strahlenbüschel derselben Ebene, so 
bedeutet unser Satz, daß die beiden erzeugten Kegelschnitte, außer 
den Scheiteln, noch zwei Punkte gemein haben, oder, wenn sie 
Ebenenbüschel sind, daß zwei Regelscharen, denen zwei Leitgeraden 
gemeinsohafÜich sind, selbst zwei Geraden gemeinsam haben (Nr. 96). 

Die den beiden Projektivitäten zugehörigen bilinearen Relationen 
seien: 

kxx' + (IX + (ix' + 1/ = 0, X^xx' + fi^x + (i^x + Vi = 0; 

sie besitzen zwei ihnen gleichzeitig genügende Wertepaare Xy x\ Die x 
derselben erhält man durch die quadratische Gleichung, welche sich 
durch Elimination von x' ergibt: 

(X/ti~fiAi)a;*+ (Ai/i — i/ii + fi>i— /i^i')a; + (fiVi — i/fi^') = 0; 

zu jeder der beiden Wurzeln liefert eine beliebige von den beiden 
bUinearen Relationen das zugehörige x\ 

Liegen die Gebilde ineinander und sind überdies beide Relationen 
symmetrisch, so lassen sie sich nach x + x' und xx', in denen sie 
linear sind, eindeutig auflösen, und die Wurzeln der zugehörigen 
quadratischen Gleichung geben die zu einem Paare zusammengehörigen 
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Werte x^ x\ Zwei ineinander liegende involutorische projektive Gebilde 
(Involutionen) haben, wie wir wissen, nur ein Paar xx gemein; man 
kann es aber als zwei Paare xx' und oix auffassen. 

In wesentlich anderer Weise als im vorangehenden Paragraphen 
bezieht man drei einstufige (unikursale) Gebilde ff, u', v!'y indem man 
die bilineare Relation der Projektivitat zu einer trilinearen Re- 
lation zwischen drei Parametern erweitert, welche linear in bezng auf 
jeden von ihnen ist^). 

Diese Relation ist: 

1) T = Xxxx'-{'yLx'x-\-^x"x + ^'xt! + va: + vx-\- v'x"+ « = 0, 

also mit sieben wesentlichen Eonstanten. 

Zwei Parameter können willkürlich gegeben werden; die Relation 
bestimmt dann eindeutig den dritten. Also bestimmen zwei Ele- 
mente aus zweien der Gebilde eindeutig das zugeordnete im 
dritten. Wir erhalten oo' Tripel von zugeordneten Elementen, 
während drei projektive Gebilde ck>^ Tripel entsprechender Elemente 
haben: ein Element bestimmt die beiden entsprechenden. 

Nehmen wir ein festes Element, etwa aus u", mit dem Para- 
meter x' und ordnen die trilineare Relation nach x und x', so ergibt 
sich die bilineare Relation: 

2) {Xaf'+ fi") XX + {(i'x"+ v)x + (/ix"+ v') x + (v"x'' + «) - 0. 

Sie sagt aus, daß die diesem festen Elemente x" in u und u 
entsprechenden Elemente eine Projektivitat bilden. Ändert 
sich jenes Element, so ergeben sich cx>^ derartige Projektivi- 
täten, welche einen Büschel bilden, und x'\ der Parameter des 
Elementes in u\ dem jede dieser Projektivitäten zugehört, wird zu- 
gleich ihr eigener Parameter; denn 2) können wir, nach x'' geordnet^ 
schreiben in der Form: 

3) x'P + P,^0, 
wo: 

4) P — kxx' + (i'x + yi,x' + v\ Pj = y^'xx +vx + vx' + a 

ist und die Projektivitäten P = 0, P^ » als die Konstituenten des 
Büschels bezeichnet werden können. Sie haben zwei Paare ent- 
sprechender Elemente gemein; die diesen zugehörigen x, x' befriedigen 
P = 0, Pj P-0, also auch, für jeden Wert von x", x"P+ Pi -0; 
folglich sind jene beiden Paare allen Projektivitäten des 
Büschels gemeinsam; wir woUen sie die Grundpaare desselben 
nennen. 

Die Trilinearität hat sich herausgestellt als Projektiviföt zwischen 



1) Schubert, Math. Annalen Bd. 17, S. 467 (1880). 
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dem Gebflde ii' und unserm Büschel von Projektiviföten, wobei dem 
Elemente x* die Projektivitat ic"P + Pj =» entspricht. Eine Pro- 
jektiritat des BQschels ist bestimmt, wenn das einem festen Elemente, 
etwa von u, entsprechende in v! gegeben wird; denn die Parameter 
dieser Elemente, in rr^P + Pi *» eingesetzt, liefern dann den Para- 
meter x" der Projektivitat Damit entsteht eine Projektivitat zwischen 
u nnd v!\ in der ein Element "X!' von nl' und dasjenige Element X! 
von u' korrespondieren, welches dem festen Elemente von u in der 
dem X" zugeordneten Projektivitat entspricht. 

Weil ein Grundpaar zu allen Projektivitaten des Büschels gehört^ 
verhalt es sich anders als ein beliebiges Paar von Elementen aus u 
und u', dem nur ein Element aus u' als drittes in einem Tripel der 
Trilinearität zugehört. Dem Grundpaar gehört jedes beliebige Ele- 
ment von Vi' zu; wir können es deshalb auch ein neutrales Paar 
aus u, m! nennen. Die beiden Gleichungen P = 0, P^ — liefern uns 
die beiden Grundpaare oder neutralen Paare in m und u'; eliminieren 
wir aus ihnen x\ so ergibt sich die quadratische Gleichung: 

Sie liefert die Parameter der zu u gehörigen Elemente dieser beiden 
Paare und die Einsetzung in P » (oder P^ » 0) gibt dann je den 
Parameter des in u' befindlichen Elementes des betreffenden Paars. 

Der Übergang von w, u' zu u, w ' fordert Vertauschung von u' 
und u"; ersichtlich ist diese Vertauschung äquivalent mit der gleich- 
zeitigen Vertauschung von \j! und y!' und v und v\ Durch sie ei^ 
geben sich die zu P = 0, P^ « analogen Gleichungen. Aber 
diese Vertauschung ändert die Gleichung 5) nicht. Daraus folgte 
daß die Grundpaare des Projektivitäten-Büschels zwischen 
u und u', der zum Gebilde u'', und diejenigen des Büschels 
zwischen u und vt\ der zum Gebilde v! projektiv ist, in u 
dieselben beiden Elemente S^ T haben, deren Parameter der 
Gleichung 6) genügen; und ebenso erhalten wir zwei Elemente S\ T' 
in u' und zwei Elemente S"j T" in u'\ die zugehörigen Gleichuugen 
6'), 5") ergeben sich aus 5), wenn man a?; /i, ^', fi"; i/, v, v" zyklisch 
in x'\ iLj jii", fi; V, v\ v und dann nochmals in a?"; \i'y ft, fi'; v\ v, v 
übergehen läßt: 

5') (/i"fi — Xv) x^ + (fi"v"+ fii; — yJv— Aä) x + {y'v — ft'«) — 0, 

5") (^^'~ U') x'^ + (iiv + (i'v- ft"i;"- Xx) x" + iyv'- /i"«) - 0. 

Nehmen wir an, was nur Sache der Bezeichnung ist, daß 8 mit 
T das eine Grundpaar oder neutrale Paar von u und u , also T mit 
8' das andere bildet und daß 8 mit T" das eiiie neutrale Paar in u 
und u bildet und T mit S" das andere; so haben wir nun darzutun, 
daß S'T", jT'/S" die beiden neutralen Paare in m', m" sind. Es seien 

Sturm, Geomefer. VerwandUchaften. L 21 
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Xi, a?2 die Wurzeln yon 5), die Parameter yon S, T; so ergibt eich 
der Parameter x' von T' durch Einsetzen von aj^ für rc in P — 0, 

also aus: 

6) XXiX' + (iXi + fix' + v' -= 0; 

ebenso der Parameter x'' von S" durch Einsetzen Ton a^ f&r x in 
die Gleichung der einen Konstituente des Projektiyitaten-BüschelB 
zwischen u und u'\ die aus P » hervorgeht durch Vertauschung 
von x' und x'\ fi und ft", v und v\ also aus: 

7) Ixj^x" + II 'x^ + iLx'+v^ 0. 

Die Gleichungen der Konstituenten des dritten Projektivitaten- 
Büschels zwischen u und u" erhalt man aus P » 0, P^ =» 0, die zu 
Uj u gehören^ durch Yertaaschung von Uy u\ also von x und x'\ 
(i und ^'\ V und i/'^; sie sind: 

8) Xafx' + il'x + fi'x" + 1/ - , /ita;'a;" + vx + i/"a;" + « =- 0. 

Diesen Gleichungen genügen aber die aus den vorangehenden 
Gleichungen sich ergebenden Werte von x' und x'\ Hat man diese 
Werte von x' und x" in 8) eingesetzt^ so zeigt sich, daß x^ imd x^ 
nur in den Verbindungen x^-^ x^ und x^x^ auftreten, die ja ohne Auf- 
lösung der Gleichung 5) sich durch deren Koeffizienten ausdrücken 
lassen. Es ergeben sich Identitäten. Mithin ist, wie behauptet, S'T" 
das eine Grundpaar von u', u" und daher T'S" das andere. 

Die sechs singulären Elemente S, T; S\ T'; S'\ T" aut 
UyU\u" bilden daher in folgender Weise die Grundpaare oder 
neutralen Paare: 

in u und u : ST\ TS', 

in u und u": ST", TS", 

in u'und u": S'T', TS". 

Jedes dieser Paare hat ein unbestimmtes Element im dritten 
Gebilde zugeordnet oder gehört zu oo^ Tripeln der Tri- 
linearität. 

Jedem singulären Elemente ist eine ausgeartete Projektivität 
zwischen den beiden andern Gebilden zugeordnet. Die dem S zu- 
geordnete hat T' imd T" zu singulären Elementen, d. h. die Tripel^ 
zu denen S gehört, werden durch T' und ein unbestimmtes Element 
von m" oder durch T" und ein unbestimmtes Element von u vervoll- 
ständigt. 

Die drei Gleichungen 5), 5'), b") haben dieselbe Diskriminante: 

ft'i/"-f-/i'v'+/i ^v ^— zfi fi V V — Zfi II V V — ZiiyLvv 

Daraus folgt, daß, wenn in einem der drei Gebilde die sin- 
gulären Elemente reell, konjugiert imaginär oder vereinigt 
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sind, dasselbe auch in den andern beiden gilt Im letzten 
Falle heißt die Trilinearität singalär. 

Fällt S mit T zusammen, dann yereinigen sich auch die zu- 
gehörigen ausgearteten Projektivitaten zwischen u und u\ d. h. die 
singulären Elemente T' und T" der einen mit den singularen Ele- 
menten S' und iS" der andern. 

Das ,^ingulare Tripel^' SS'S'' umfaßt die drei neutralen Paare, 
dieses Falles: SS', S8'\ S'S'\ 

Wir haben gewisse einfache Fälle der Trilinearität, in denen die 210 
gefundenen Resultate leicht zu bestätigen sind. Drei Ebenen- 
büschel u,u\u" sind trilinear, wenn solche Ebenen in ihnen 
einander zugeordnet werden, welche sich in einem Punkte 
einer festen Ebene cd schneiden; denn der Punkt, in welchem o 
von der Schnittlinie zweier Ebenen aus zwei Büscheln getroffen wird, 
bestimmt eindeutig die Ebene aus dem dritten Büschel. Wenn cd von 
den drei Axen in U, TT, U'.' geschnitten wird, so bilden die Ebenen 
tf, Xy welche in UU\ die Ebenen r, tf", welche in UV'y und die 
Ebenen tf', r", welche in TJ' U" sich schneiden , drei neutrale Paare, 
weil die Schnittpunkte dieser in (o gelegenen Schnittlinien mit cd un- 
bestimmt sind, und ebenso r, </; <y, r"; r', o" drei neutrale Paare, weil 
sie bzw. durch die Punkte U", ü\ U gehen und daher die zugeordnete 
Ebene in u', u, u unbestimmt wird. Wir bezeichnen diesen Spezial- 
fall als Perspektive Lage trilinearer Ebenenbüschel. 

Liegen Uy ü', ?7" in gerader Linie, so fallen <S und r, ö' und t', 
(^' und r" zusammen; wir haben singulare Trilinearität. 

Gehen, bei perspektiver Lage, die Axen u, Uy u' durch den näm- 
Uchen Punkt 0, so laufen die drei Ebenen eines Tripels je durch 
denselben Strahl des Bündels — geradlinige Trilinearität yon 
Ebenenbüscheln; 6 und t vereinigen sich in der Ebene uu'y x 
und 6 m. uu y 6 und x in u u . 

Drei Punktreihen UyU\u' sind trilinear und in perspek- 
tiver Lage, wenn drei zugeordnete Punkte je in derselben 
Ebene eines festen Bündels liegen. Drei neutrale Paare 
S, T'; Ty S"; S', T" erhält man durch die Strahlen von 0, welche 
Uy u'] u, w"; Uy u treffen und in denen je zwei der Ebenen v = Ott, 
v'== Ouy v"=- Ou sich schneiden. Es liegen dann T, S'\ S, T'^ Ty S' 
in den Ebenen v\ Vy v und sind daher auch neutrale Paare. 

Wenn u, Uy u" in derselben Ebene liegen, so befinden sich zu- 
geordnete Punkte je in einer Gerade (der Spur einer Bündelebene); 
wir haben geradlinige Trilinearität von Punktreihen; S und T' 
sind in dem Punkte uUy T, S" in um" und S'y T" in u'u' zusammen- 
gefallen. 

Betrachten wir dazu noch die feldduale Figur: drei trilineare 
Strahlenbüschel Uy Vy ü" derselben Ebene, in denen je in denselben 

21* 
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Punkt zusammenlaufende Strahlen ein Tripel bilden: s, ( sind in Uü'j 
tys" in VU\ s\t" m jriT' yereinigt. 

Liegen drei trilineare Gebilde ineinander^ so ergibt die Relation 1) 
der Trilinearitat^ wenn x-^x"^x gesetzt wird^ die kubische Gleichung: 

welche den Satz liefert: 

Bei drei ineinander liegenden trilinearen Gebilden ver- 
einigen sich dreimal alle drei Elemente eines Tripels. 

Wenn drei trilineare Punktreihen in derselben Ebene liegen, so 
besitzen die Büschel, welche sie aus einem Punkte derselben proji- 
zieren, drei solche Elemente. Also umhüllen die Geraden, welche 
drei trilinearen Punktreihen derselben Ebene in drei ent- 
sprechenden Punkten begegnen, eine Eurye 3. Klasse, welche 
die drei Träger berührt. Und analog entsteht bei drei trilinearen 
Strahlenbüscheln in derselben Ebene eine Kurve 3. Ordnung. 

Sind etwa bloß ti' und vi' ineinanderliegend, so ergibt sich eine 
Korrespondenz [1, 2], in der ein Element von u und zwei vereinigte 
ihm entsprechende von u', u ' zugeordnet sind. 
211 Drei trilineare Ebenenbüschel u, u, vi' in allgemeiner 

Lage erzeugen durch die Schnittpunkte zugeordneter Ebenen 
eine kubische Fläche. Denn in eine Gerade schneiden sie drei 
trilineare Punktreihen ein, und die drei Punkte, in denen je drei zu- 
geordnete Punkte sich vereinigen, sind die Schnitte mit der erzeugten 
Fläche. 

Dies gilt auch in dem speziellen Falle, wo die Büschel trilinear 
in perspektiver Lage sind; die kubische Fläche besteht dann aus der 
Ebene cd und der TnLgerfläche der Regelschar [uu'u'^]. Denn die 
drei Ebenen von u, viy vi'y welche nach der Spur einer Gerade dieser 
Schar in m gehen, haben die Gerade ganz gemeinsam, so daß sie 
dem Erzeugnisse angehört. 

Bezieht man drei Ebenenbüschel ti, u', vi' projektiv bzw. auf 
drei andere t;, v\ v'\ welche trilinear in perspektiver Lage sind, so 
werden sie selbst trilinear, und die kubische Fläche entsteht durch 
die Schnittpunkte solcher dreier Ebenen von u, u, vi\ deren ent- 
sprechende Ebenen aus v, v\ v" in einen Punkt von cd zusammenlaufen; 
das ist F. Augusts Erzeugung einer Fläche 3. Ordnung durch „duplo- 
projektive^' Ebenenbüschel^). Sie führt unmittelbar zu einer eindeu- 
tigen Abbildung der Fläche in eine Ebene. 

Die drei Axen u, vi, vi' liegen ganz auf der Fläche; denn 
z. B. die beiden Ebenen von u', vi' nach irgend einem Punkte von u 



1) F. August, De superficiebus tertii ordinis. Diss. Berlia 1862. Vgl. 
auch Gremona, Joum. f. Math., Bd. 68, S. 79 (1868), wo die singulären Ele- 
mente schon vorkommen. 
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treffen sich in ihm mit der zugeordneten Ebene von u. Der Kegel- 
schnitt^ in dem eine beliebige Ebene durch u die Flache schneidet^ 
ist der Schnitt mit. der Regelschar, die durch die Schnittlinien 
der Ebenen von u', u' entsteht^ welche in der jener Ebene zugehörigen 
Projektiyitat entsprechend sind. Alle diese Regelscharen haben zwei 
Geraden gemein, welche von den Grundpaaren des Projektiyii&ten- 
Büschels herrühren, und ihre Leitscharen die beiden Geraden Uj u'\ 
also ist den Trägerflächen, welche eindeutig den Ebenen von u zu- 
geordnet sind, ein windschiefes Vierseit gemeinsam, und wir haben 
einen SpezialfaU der Steinerschen Erzeugungsweise der kubischen 
Fläche (Nr. 169). 

Ein ebener Schnitt 3. Ordnung wird durch drei trilineare Strahlen- 
büsohel erzeugt. Jeder Strahl eines der drei Büschel gehört nur zu 
zwei Tripeln mit Schnittpunkt. Die Kurve 3. Ordnung entsteht also 
nur durch die oo^ Tripel, deren drei Strahlen einen gemeinsamen 
Punkt haben; 

Die Schnittlinien 6x, r(y'; 6x\ xf^'\ ffx'y rV der Ebenen 
der neutralen Paare gehören, wegen der Unbestimmtheit der 
dritten Ebene, ganz der Fläche an; jede von ihnen trifft zwei von 
den Büschelaxen. 

Auch die Regelschar [uu'u"] enthält drei Geraden, die 
Tollständig auf der Fläche liegen, drei zugeordneten Ebenen 
gemeinsam sind; wenn drei zugeordnete Ebenen einen Punkt einer 
Gerade aus der Schar gemeinsam haben, so haben sie die ganze 
Gerade gemeinsam. Eine Ebene \ von u enthält eine Gerade der 
Begelschar; den beiden in ihr sich schneidenden Ebenen von u', u" 
ist durch die Trilinearität eine Ebene %^ von u zugeordnet. Umge- 
kehrt, einer Ebene \^ von u ist eine Projektiyiföt zwischen u', mC' zu- 
geordnet, welche mit derjenigen, die durch die Regelschar zwischen 
diesen Büscheln entsteht, zwei Paare entsprechender Ebenen gemein- 
sam hat; die Geraden der Regelschar, zu denen diese führen, geben 
in Vi, die beiden der g^ entsprechenden Ebenen |. Somit ist im 
Büschel u eine Korrespondenz [2, 1] entstanden, deren drei Koinzi- 
denzen die gesuchten Geraden liefern. 

Jeder dieser drei Ebenen von u ist eine Regelschar q zugeordnet, 
erzeugt durch die entsprechende Projektivität zwischen u', u'^, zu 
welcher die in der Ebene befindliche von den drei Geraden gehört. 
Folglich liegt in der Ebene auch eine Gerade l der Leitschar der (>; 
in jedem Punkte derselben wird unsere Ebene von zwei ihr zugeord- 
neten, immer in einer Gerade der Regelschar q sich schneidenden 
Ebenen getroffen, wodurch er und die ganze Gerade l auf die Fläche 
kommt. Dies gibt neun Geraden der Fläche, von denen je 
drei die w, m', m" treffen, so daß schon 3-l-6H-3-f9 = 21 auf 
der Fläche gelegene Geraden erhalten sind. Es sind noch sechs 
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Geraden auf der Fläche vorhanden, welche gegen alle drei Büschel- 
axen windschief sind; sie sollen etwas später ermittelt werden. 

Dnal zn dieser Entstehungsweise der Fläche 3. Ordnung ist die 
der Fläche 3. Klasse — die nicht etwa der Inbegriff der Tangential- 
ebenen einer Fläche 3. Ordnung, sondern wesentlich ron ihr verschieden 
ist — durch die Verbindungsebenen zugeordneter Punkte von drei 
Punktreihen in Trilinearität. 

Wenn drei Gebilde, etwa drei Ebenenbüschel, sowohl 
trilinear, als auch projektiv sind, so entsteht auf der kubischen 
Baumkurve, welche infolge der Projektivität sich ergibt, ebenfalls 
eine trilineare Beziehung, weil jede Ebene eines der drei Büschel sie 
nur noch einmal schneidet. Die drei Punkte, in denen je drei zuge- 
ordnete Punkte der Trilinearität sich vereinigen, lehren, daß der 
Trilinearität und der Projektivität drei Tripel von ent- 
sprechenden Ebenen gemeinsam sind. Jene drei Punkte sind 
die Schnitte der kubischen Raumkurve mit der durch die Trilinearität 
erzeugten kubischen Fläche, außerhalb der Axen. 

Drei trilineare Punktreihen derselben Ebene seien durch einen 
Strahlenbüschel perspektiv gemacht: er enthält drei Strahlen, die 
durch entsprechende Punkte der Trilinearität gehen. 

Wenn drei trilineare Punktreihen in einer Ebene liegen, 
so ist der Ort der Geraden, welche sie in homologen Punkten 
treffen, eine Kurve 3. Klasse (vgl. Nr. 210). 
212 Eine kubische Fläche bewirkt um jede drei windschiefe 

Geraden, die auf ihr liegen, eine Trilinearität, in welcher 
die in einem Punkte der Fläche sich schneidenden Ebenen 
der drei Büschel zugeordnet sind; zwei Ebenen aus zweien der 
Büschel ist diejenige im dritten zugeordnet, welche nach dem dritten 
Schnitte ihrer Schnittlinie, welche ja die Axen jener Büschel trifft, mit 
der Fläche geht. 

Dagegen entsteht, wenn von den drei Geraden zwei sich schneiden 
(in einem Punkte, der nicht Doppelpunkt der Fläche ist), keine Tri- 
linearität, weil die Schnittlinie zweier Ebenen aus den zugehörigen 
Büscheln noch zweimal schneidet. 

Wenn umgekehrt von den Axen u, u, u' dreier in Tri- 
linearität befindlicher Ebenenbüschel zwei sich schneiden, 
etwa u und u, so begegnet jede durch den Punkt uu gehende Gerade l 
der erzeugten Fläche nur noch in ihrem Schnittpunkte mit der Ebene 
von u\ welche die Ebenen ul, ul zu einem Tripel der Trilinearität 
ergänzt; daher ist der Punkt uu ein Doppelpunkt der Fläche. 

Ein Doppelpunkt entsteht aber auch, wenn die Tri- 
linearität singulär ist; denn sind 6, </, ö" die singulären Ebenen, 
80 haben wir die drei binären neutralen Paare tf(/, öd", ö'ö", jedes 
zwei des allgemeinen Falles vertretend, daher die drei binären (Geraden 
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fi6\ 66", ^6" der Mädie^ welche durch den Punkt 66* fi' gehen , aber 
nicht in dieselbe Ebene fallen; also ist dieser Punkt ein Doppelpunkt 
der Fläche. 

Schneiden sich insbesondere die drei singulären Ebenen in einer 
Gerade y so wird dieselbe eine Doppelgerade der Fläche, diese also 
eine Regelfläche 3. Grades. 

Gehen die drei Axen u, u\ u" alle durch denselben Punkt, so 
entsteht ein Kegel 3. Ordnung. 

Die trilineare Relation hat sieben wesentliche Konstanten; daraus 213 
folgt, daß sieben Tripel zugeordneter Elemente die Tri- 
linearität eindeutig festlegen. Es entsteht die Aufgabe, weitere 
Tripel zu konstruieren. 

Da ein neutrales Paar, etwa ST\ durch zwei beliebige Elemente 
des dritten Gebildes zu Tripeln veryoUständigt werden kann und zwei 
solche Tripel 8TÄ\ ST'B" umgekehrt ST' als neutrales Paar 
charakterisieren, so ist die Trilinearität auch eindeutig fest- 
gelegt durch 3, 2, 1 neutrale Paare und 1, 3, 5 Tripel. 

Sind z. B. die drei neutralen Paare ST, TS", S'T" gegeben, 
welche dann TS\ ST'\ TS" als ebenfalls neutrale Paare zur Folge 
haben, so kann man die sechs Tripel: 

SrS", SS'T", ST'T" TS'T", TTS", TS'S" 

bilden; ST' wird ein neutrales Paar, weil ihm S" und T" zugeordnet 
sind. Fügen wir noch das Tripel ÄÄÄ' hinzu. Die beiden gemein- 
samen Paare ST', TS' bestimmen den BQschel der Projeküntätan 
zwischen u und ti'; ordnen wir den beiden ausgearteten Projektivitäten 
desselben: mit den singulären Elementen T, T', bzw. S, S' und der- 
jenigen, in welcher A und Ä entsprechend sind, die Elemente S", T", A" 
von u" zu, so können wir für jedes Element X" von u" die zuge- 
ordnete Projektivität konstruieren. 

Nehmen wir in u als festes Element A, dem in den drei ge- 
nannten Projektivitäten T', S', A' entsprechen, so haben wir (Nr. 209) 
die Projektivität T'S'A' A S"T"A" zwischen u, w"; ist in ihr X' 
dem X" entsprechend, so ist die dem X" zugeordnete Projektivität: 
STA A T' S'X'] sie liefert die oo* Dupel aus u, u, welche X" ver- 
Yollständigen. 

Es liegen zwei Trilinearitäten vor, die eine zwischen 
den Gebilden u, u, u", die andere zwischen v, v, v". Wir 
woUen uns letztere iJs Ebenenbüschel vorstellen, was keine Beein- 
trilchtigung der Allgemeinheit ist. Jene habe die neutralen Paare 
ST', TS", S'T"] TS', ST", TS", diese die neutralen Paare 6x',..r, 
femer sei noch AÄA', bzw. aaa" je ein TripeL Wir machen nun- 
mehr die Gebilde u und v, u und v, u" und v" so projektiv, daß: 

STA A ar^, S'T'Ä A ö'r «, S"r'A" A (f'x'a". 
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Dann geht aus der Trilinearität (uu'u") yermittelst dieser Projektivi- 
taten eine Trilinearität zwischen v^ v% v" hervor^ in welcher ebenfalls 
aaa" ein Tripel ist nnd 6x\ . . . neutrale Paare sind; denn ST' und 
ein beliebiges Element von u' bilden ein Tripel von {uu'u")y also 
bilden 6, x und das dem beliebigen Elemente durch die Projektivitat 
(u"y t?'') entsprechende Element^ also ein ebenfalls beliebiges Element 
Ton v" ein Tripel dieser neuen Trilinearität. Dieselbe ist deshalb 
mit der gegebenen identisch. 

So ist es gelungen^ die eine der gegebenen Trilineari- 
täten (aw'fi") und (rv't?") in die andere durch Projektivitäten 
überzuführen. 

Nun sei {pvv"^ die spezielle Trilinearität^ wo die drei Ebenen- 
büschel in perspektiyer Lage sind^ und o sei die Perspektivitätsebene. 
Statt der Ebenenbüschel t;, Vy v" können wir auch, was noch ein- 
fiicher ist, die zu ihnen Perspektiven Strahlenbüschel in o nehmen. 
In (vv't?") lassen sich auf zwei yerschiedene Weisen oo* Reihen von je 
(X>^ Tripeln nachweisen, deren Elemente sich projektiv in den Büscheln 
Vy Vj v" entsprechen. Wir lassen den Punkt in cd eine Gerade durch- 
laufen oder einen der Eegelschnitte durch die Spuren F, V^ V von 
Vj Vy v". Jede der Geraden oder jeder dieser Kegelschnitte ist durch 
zwei Punkte festgelegt. 

Folglich gibt es auch in der allgemeinen Trilinearität 
(wttV) zwei Systeme von oo* solchen Tripelreihen, oder in 
ihr sind zwei Systeme von oo* Projektivitäten zwischen 
Uy Uy v!' enthalten, deren entsprechende Elemente auch in 
ihr zugeordnet sind. Zwei Tripel von (uuV) bestimmen je 
eine Reihe des einen und des andern Systems. 

Die Ebenen (j, t'; t, <y"; </, t" der einen neutralen Paare von 
Vy Vy v" gehen nach VV'y VV, TV"y die Ebenen r, <y'; <y, t"; r, <y" 
der andern gehen durch F", F, F (Nr. 210). Jede Gerade von (d 
trifft; jene drei Geraden, jeder der genannten Kegelschnitte geht durch 
diese drei Punkte. Daraus folgt, daß in allen Tripelreihen des ersten 
Systems von (mu w") S, T'; T, S"; 5", T' zu Tripeln gehören, in 
aUen des zweiten Systems T, S'-, S, T"; T', S'\ 

Sind auch u, u', u" Ebenenbüschel, so führen diese beiden doppelt 
unendlichen Systeme zu zwei Systemen von cx>' kubischen Raum- 
kurven, welche auf der erzeugten Fläche 3. Ordnung liegen. Zwei 
Punkte der Fläche bestimmen aus jedem System eine Raumkurve; alle 
diese Raumkurven haben die drei Büschelaxen u, u, u" zu Doppel- 
sekanten; die des einen Systems treffen die Geraden öXy x6'\ d'x" 
deö: Fläche einmal, die des andern Systems die Geraden t</, <yr", r'^y"; 
wobei hier mit 6y r, . . . die singulären Ebenen der Trilinearität 
(uu'u") bezeichnet sind. 
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Bestimmen wir in jedem der beiden Systeme eine Tripelreihe 
durch die zwei Tripel Ton Ebenen, welche in zwei von den drei 
Geraden der kubischen Flache zusammenlaufen ; die zur Begelschar 
[lAu'u''] gehören, so lösen sich diese beiden Geraden von der zuge- 
hörigen kubischen Raumkur^e ab, und es bleibt als eigentUches 
Erzeugnis der in der Trilinearitat enthaltenen projektiven Ebenen- 
büschel Uf u'y u' eine Gerade, welche jene beiden Geraden trifft. 
So ergeben sich die 3-2 = 6 Geraden der kubischen Fläche, 
welche gegen u, u, u" windschief sind und deren Ableitung wir 
in Nr. 211 noch verschoben haben. 

Wenn für die Trilineariföt {uuu') die neutralen Paare ST', TS'\ 214 
S'T" und ein Tripel AA'Ä' gegeben sind, so machen wir, nun 
Strahlenbüschel als die einfacheren Gebilde vorziehend, u, u, u' bzw. 
projektiv zu drei gegebenen Strahlenbüscheln F, F', V" einer Ebene, 
welche trilinear sind in perspektiver Lage, d. h. in denen jede drei 
konkurrente Strahlen ein Tripel bilden (Nr. 210); in diesen vereinigen 
sich in FF' die singulären Strahlen 8, t\ in W" die ty s\ in VV" 
die s'y t'\ Seien a, a\ a" drei konkurrente Strahlen von F, F', F", 
so sind die drei vermittelnden Projektivitaten: 

STA A 8ta, S'T'A' A s'^a, S"r'A" T\ s't"a'\ 

Jedes Tripel konkurrenter Strahlen von F, V\ V" liefert dann in den 
ihnen durch diese Projektivitaten entsprechenden Elementen von u, 
u\ u" ein Tripel der in der obigen Weise bestimmten Trilinearitat 
{uu'u'y 

Es seien zweitens die neutralen Paare ST\ TS' und die drei 
Tripel AA'A'\ BB'B", CCC" gegeben und in den Büschehi F, F, F", 
wie oben, in FF' die s, t' vereinigt usw. und o, a\ a" konkurrent; 
dann werden 6, c in F, 6', c' in F' so konstruiert, daß: 

stalc A STABC, st'alVc' A S'TÄB'C, 

gehen nun &", o" aus F" nach den Schnitten hh\ cCy so ist die 
dritte Projektivitat zwischen F" und u" festgelegt durch: 

a'Tc" A ^"B"C"; 

und wiederum Hefem je drei konkurrente Strahlen von F, F', V" 
vermittelst der drei Projektivitaten ein Tripel von {uuu\ 

Die Elemente S", T", welche in der letzten Projektivitat den 
s"« V"Vy i" ^ V'V korrespondieren, sind die noch fehlenden singu- 
lären Elemente von {fkuu*'^. 

Die beiden weiteren Aufgaben, in denen ein neutrales Paar und 
fünf Tripel, bzw. sieben Tripel gegeben sind, soUen später erledigt 
werden. 

Dagegen soU hier noch die Aufgabe der Bestimmung der Tri- 
linearitat durch die Projektivitaten P^, Tb zwischen v! und u\ welche 
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zu den Elementen A^ B von u gehören, und ein Tripel CC'C" be- 
sprochen werden; auf sie werden wir die zweite der eben genannten 
Aufgaben zurückführen. Bestimmt man quadratisch die gemeinsamen 
Paare S'T", T'S" dieser beiden Projektivitäten Pa, JPb, bo hat man 
zwei neutrale Paare und dazu drei Tripel. Linear kann man folgender- 
maßen verfahren. Dem C korrespondiere in Pa das Element Ca von u\ 
in Pb das Element Cb] dann gehört zu C folgende Projektivität 
zwischen u und u': 

Pc ABC7\ CaCbC\ 

Ist daher X." ein beliebiges Element von u', so möge ihm in Pa 
das Element X.a von Uy in Pb das Element X.b von u und in Pc 
das Element X^' von u entsprechen; wir haben als zu X" gehörige 
Projektivität zwischen u und u: 

Px" ABXc A X'aXbC. 

Sie liefert zu jedem X oder X' das entsprechende X' oder X; wir 
finden so zu XX" oder X'X" das dritte Element X', bzw. X 

Man kann auch die Projektivitäten Pc" und Px» herstellen und 
dann zu XX' oder X'X" je das dritte Element X", X konstruieren^). 
215 Liegen zwei Trilinearitäten zwischen denselben Gebilden 

Uy Uy u" vor, deren Gleichungen: 

seien, so gibt es cx)^ Tripel, die zu beiden gehören, weil nun- 
mehr nur ein Parameter willkürlich gegeben werden kann; dieselben 
sind dann, nach bekanntem Schlüsse, auch allen Trilinearitäten 

T + qT^^Q 

gemeinsam, welche einen Büschel bilden. 

Jedem Elemente von u ist durch T = sowohl wie durch T^ == 
eine Projektivität zwischen u und u' zugeordnet; die gemeinsamen 
Paare derselben vervollständigen jenes Tripel zu zwei Tripeln 
unserer Reihe. Die gemeinsamen Tripel zweier Trilinearitäten 
zwischen denselben Gebilden erzeugen eine Tripelreihe von 
der Beschaffenheit, daß jedes Element eines der Gebilde in 
zwei Tripeln erhalten ist, daher: R^. 

Diese beiden Tripel, deuen ein gegebenes Element eines der drei 
Gebilde angehört, lassen sich also quadratisch konstruieren. Linear 
aber ist die Aufgabe, zu einem Tripel dieser Reihe 22, das zweite aus 
derselben zu konstruieren, welche eins der drei Elemente mit ihm 
gemeinsam hat. 

1) Vgl. zn dieser Aufgabe London, Math. Annalen, Bd. 44, S. 896 ff. — 
üntersnchnngen über trilineare Gebilde hat auch G. Hauck veröffentlicht: Journ. 
f Math., Bd. 96, 97, 98, 108, 111, 128. 
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Sechs Tripel bestimmen die sieben wesentlichen Eonstanten der 
trilinearen Relation als lineare Funktionen eines Parameters , führen 
also zu einem Büschel von Trilinearitäten und einer solchen Reihe 
von Tripeln. 

Handelt es sich wiederum um Ebenenbüschel u, u, u", so haben 
die kubischen Flächen^ welche zu T — und Tj == (und allen Tri- 
lineariföten des Büschels) gehören, außer den Azen u^ u\ u\ noch 
eine Raumkurve 6. Ordnung gemein, welche durch die Schnittpunkte 
der Ebenen der Tripel der Reihe R^ erzeugt wird. Sie ist vom 
Oeschlechte 1 und dem Range 12^). 

Jede Ebene, etwa von u, trifft diese Ehrve, außer auf Uy noch 
zweimal: in den Punkten, in denen sie sich mit den sie zu Tripeln 
der Reihe R^ erg^zenden Ebenen aus u, u" begegnet, oder in denen 
die beiden Kegelschnitte, welche sie aus den beiden kubischen Flächen 
ausschneidet, außer auf u', u' sich treffen. Den drei Büschelazen be- 
gegnet sie also viermal. 

Wenn zwischen zweien der Gebilde, etwa u, u\ eine Pro- 
jektivität P besteht, so gibt es vier Paare entsprechender 
Elemente derselben, die in Tripeln der Reihe B^ sich be- 
finden. Jedes Element X nämlich von u gehört zu zwei Tripeln 
von 1Z|; ihren zu u gehörigen Elementen mögen durch P die beiden 
Elemente X^ von u entsprechen, welche wir dem X zuordnen. Einem 
X^ von u korrespondiert durch P ein Element von u'] die beiden 
Elemente X von u, die mit ihm zu Tripeln von B^ gehören, ent- 
sprechen dem X^. Die Korrespondenz [2, 2] zwischen X und X^ 
führt durch ihre Koinzidenzen zu der Behauptung. Wenn u, u, u' 
Ebenenbüsehel sind, so hat die Trägerfläche der Regelschar, welche 
durch P entsteht, mit der Kurve 6. Ordnung, außerhalb u, u, noch 
vier Punkte gemein. 

Jetzt seien drei Trilinearitäten zwischen denselben Ge- 
bilden u, tt', u' gegeben: 

T-O, ^1=0, Tj = 0; 

sie haben sechs Tripel gemeinsam, die dann wieder zu allen 
Trilinearitäten des Netzes: jr+p^i + <y^s — gehören. 

In der Tat, ein Element X^^ von u gehört zu zwei Tripeln der 
Reihe Ug, welche bei T— und I\= sich ergibt; ihren zu w', u" 
gehörigen Elementenpaaren sind durch jT^ » zwei Elemente X^ von 
u zugeordnet Ein Element X, von u bewirkt durch jT, » eine 
Projektivität zwischen u und u\ von welcher vier Paare entsprechender 
Elemente in Tripeln jener Reihe B^ sich befinden; die zu u gehörigen 



1) Starm, Fl&chen 3. Ordnung Nr. 68; London, Math. Annalen Bd. 46, 
8. 645^ wo diese Kurve ausfllhilicher untersucht wird. 
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Elemente dieser Tripel sind die dem X^ entsprechenden X^^. Die 
sechs Koinzidenzen der entstandenen Korrespondenz [4, 2] führen zu 
den sechs gemeinsamen TripehL 

Nimmt man wiederum Ebenenbüschel, so sind die Schnittpunkte 
der Ebenen dieser Tripel die Punkte, in denen die Baumkurve 6. Ord- 
nung und die Fläche 3. Ordnung, welche bei T « 0, Tj — und bei 
Tj =» sich ergeben, außerhalb der Büschelaxen sich schneiden. 

Fünf Tripel bestimmen das Netz und damit das sechste 
gemeinsame Tripel. 

Man kann vier Gebilde quadrilinear beziehen vermittelst einer 
Relation zwischen vier Parametern, die in bezug auf jeden von ihnen 
linear ist; drei Elementen aus drei Gebilden ist eins im vierten zu- 
geordnet. So entstehen cx)' Quadrupel. Jedem Elemente ist eine 
Trilinearität zwischen den drei andern Gebilden zugeordnet. Liegen 
die Gebilde ineinander, so gibt es vier Elemente, in denen je alle 
vier Elemente eines Quadrupels sich vereinigt haben. 

Bei vier quadrilinearen Ebenenbüscheln gibt es nur cx)^ 
Quadrupel mit in einen Punkt zusammenlaufenden Ebenen. 
Diese Punkte erzeugen eine Fläche 4. Ordnung. 
216 Die drei trilinearen Gebilde mögen ineinander liegen und die 

Relation sei überdies symmetrisch in den drei Yariabeln, so 
dafi sie lautet: 

10) kxx'x" + \i{x'x + x*'x + a;a?') + «'(a? + a;' + rc") + « "-^ 0. 

Aus dieser Symmetrie folgt, daß a? == a, x' ^ ß oder x^ß, a;'—a; 
a: =» a, x" ^ ß oder a? = /S, x' = a; x' ^ a, x" = ß oder x' = /3, x' -= a 
zu demselben Werte y bzw. für a;", Xj x führen; so daß die Unter- 
scheidung der Gebilde nicht notwendig isi Zwei Elemente be- 
stimmen eindeutig ein drittes, während, wenn nicht Symmetrie 
vorliegt, je nach den Gebilden, welchen man jene zuweist, sechs zu- 
geordnete Elemente sich ergeben. 

Wir nennen diese spezielle Trilinearität involutorisch (oder 
symmetrisch). 

Weil die Relation drei wesentliche Eonstanten hat, so gibt es 
cx)' involutorische Trilinearitäten in einem gegebenen Ge- 
bilde. 

Und drei Tripel bestimmen eine solche Trilinearität 
eindeutig. 

Sie hat nur ein neutrales Paar; denn der dritte Parameter x" 
wird unbestimmt für diejenigen a?, x\ welche in: 

\lxx' ■\- yi.{x + aT) -f i/}a;"+ (fia;a;'+ i/(a; + a?') -f ar) « 
oder 

Ja?"+7i = 
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I und I^ einzeln zu null machen; das gibt: 

yr — Xv ' iir — Xv ' 

folglich sind Xy x' die Wurzeln von: 

11) (ft«- Ai/)a:*+ (ftv •- ^n)x + (i/*- ^jr) = 0. 

Sie liefern das neuiarale Paar. Alle drei Gleichungen 5), h% 5'') 

(Nr. 209) fallen in 11) zusammen, wenn y^^ ^ ^ yi\ v ^ v ^ v\ 
Man kann es auffassen als ST, S'T, ST\ S"T, S'T", S''T\ 
J— 0, Jj == und allgemein Ix" + Jj =- sind Involutionen, und 

durch (11) ist das gemeinsame Paar der /»O, /^=0 gegeben, das 

dann zu allen Ix" + /^ = gehört. 

Die kubische Gleichung für die dreifachen Elemente ist: 

12) ka?+ 3^a;*+ Zvx + ar - 0. 

Auf der kubischen Raumkurve als unikursalem Träger 
ergibt sich eine solche Trilinearität, wenn man sie mit den 
Ebenen eines Bündels schneidet; denn zwei Punkte auf ihr 
bestimmen eindeutig eine Ebene des Bündels und den dritten Schnitt. 
Das neutrale Paar entsteht durch die beiden Punkte, in 
denen die von kommende Doppelsekante die Kurve trifft; 
sie liegen in cx)^ Ebenen des Bündels, die einen Büschel um diese 
Gerade bilden. Die Gleichung (11) liefert die Parameter der Stütz- 
punkte. Die dreifachen Punkte sind die Oskulationspuukte 
der durch' gehenden Schmiegungsebenen der Kurve. 

Sind x^y x^y a?8 die Wurzeln von 12), so ist: 

J_ _L ^'^ _|_ j_ ^'^ * 
^X\^%\^Z^^ ^; ^j^8 • ^«•'^1 1 X^X^ = -^, X^X^X^ ^ ; 

man sieht sofort, daß x^j x^y x^ fELr Xy x'y x" in 10) eingesetzt, diese 
Relation befriedigen. Folglich bilden in der involutorischen 
Trilinearität die dreifachen Elemente nicht bloß jedes drei- 
fach gerechnet ein Tripel, sondern auch zusammen. Das be- 
deutet für die kubische Raumkurve den in Nr. 204 gefundenen Satz, 
dafi die Yerbindungsebene der genannten drei Oskulationspuukte durch 
geht, die Polarebene eines Punktes in bezug auf eine kubische 
Raumkurve, wie diese Ebene auch genannt wird, den Pol stets enthält. 

Nimmt man die linke Seite von 12) als eine Grundform 3. Gh*ades, 
so ist diejenige von 11) die Kovariante 2. Grades, die wir in Nr. 150 
mit H bezeichnet haben. Und aus dem, was dort über die Wurzeln 
beider Gleichungen gefunden wurde, ergibt sich: 

Je nachdem die dreifachen Elemente alle drei reell sind 
oder nur eins, sind die Elemente des neutralen Paares ima- 
ginär oder reell. 
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Und je nachdem von einem Punkte an eine kubische 
Raumkurve drei reelle Schmiegungsebenen kommen oder 
nur eine; ist die von demselben Punkte ausgehende Doppel- 
sekante eine ideelle oder eine eigentliche. 

Jede involutorische Trilinearität auf einer kubischen 
Raumkurve ist durch einen Bündel eingeschnitten. Denn ist 
der Schnitt der Ebenen von drei beliebigen Tripeln; so ist die 
durch den BQndel heryorgerufene Trilinearität mit der gegebenen 
identisch wegen der drei gemeinsamen Tripel. 

Sei 

Q^ax^+ 3bx^ + 3ca; + d = 

die Gleichung eines Tripels von Elementen; und x, x\ x ihre Wurzeln, 
so ist: 

, 9 , tt ob ttf.tr. t OC t tr d 

X + X + X '^ , xx+xx + xx^—, XXX ^ : 

wir setzen dies in 10) ein und erhalten: 

13) kd - 3fic + 3i/6 — «a =. 

als Bedingung dafür; daß Q^O ein Tripel der involuto- 
rischen Trilinearität ist. 

Für ein zweites Tripel Qi=»0 ergibt sich ebenso: 

kd^ — Sfic^ + 3v6i — ora^ = 0; 

folglich ist auch für jeden Wert von q: 

X{d + Qd^) - 3ft(c + QC,) + Sv{b + Qb^) - 7t{a + qa^ - 0; 

d. h. jedes Tripel der kubischen Involution Q + ^ Qi ■* gehört zu 
unserer Trilinearität. 

Die durch zwei Tripel einer involutorischen Trilinearität 
bestimmte kubische Involution gehört vollständig zu der- 
selben. 

Bei der involutorischen Trilinearität auf der kubischen Raum- 
kurve ist dies unmittelbar ersichtlich. 

Hieraus folgt aber; daß die drei bestimmenden Tripel einer Tri- 
linearität nicht derselben kubischen Involution angehören dürfen. 

Man erkennt ähnlich, wie eben, daß; wenn ö "* 0, ^i = 0, ^^ = 
drei Tripel einer involutorischen Trilinearität sind (die nicht 
derselben kubischen Involution angehören); dann Q + (^Qi + <'Q8'==0 
für jeden Wert von q und tf ein solches Tripel ist; und 
durch die oo^ Tripel; die man dadurch erhält; werden alle 
Tripel derselben erschöpft. In der Tat; es sei XX'X" ein Tripel 
der Trilinearität; man setze die Parameter von X und X' in die eben 
geschriebene Gleichung ein und bestimme aus den beiden erhaltenen 
Gleichungen die Unbekannten q, 6] die sich ergebenden Werte seien 
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q\ ö', 80 gehört das Tripel ^ + ^' d + <y' Ö2 =» zur Trilinearität 
und ist mit dem gegebenen identisch; da durch zwei Elemente ein 
Tripel eindeutig bestimmt wird. 

Weil nur ein neutrales Paar vorhanden ist^ so ist höchstens eins 
der drei Paare von XX' X" neutral; XX' sei dann nicht dieses Paar. 

In ähnlicher Weise ergeben sich bei einer involutorischen Quadri- 
linearitat aus vier Quadinipeln Q ^0, Qi=0, Qi'^Oy Q^^O alle 
vermittelst der Gleichung: 

wenn die Parameter q, 6, t auf alle möglichen Weisen variiert werden. 
Dies wird uns zu einer andern Begriffserweiterung führen. 

Wenn bei der allgemeinen Trilinearität einem Element eines der 
drei Gebilde eine Projektivität zwischen den beiden andern zugeordnet 
ist und diese Projektivitäten einen Büschel von Projektivitäten bilden, 
welche zwei gemeinsame Paare entsprechender Elemente haben (Nr. 209)^ 
so ist, wie schon kurz erwähnt wurde, bei der involutorischen 
Trilinearität (oder Involution 3. Grades 2. Stufe, wie wir sie bald 
auch nennen werden) jedem Elemente eine Involution zuge- 
ordnet; diese Involutionen haben das neutrale Paar gemein, 
stützen sich also auf diejenige, welche dessen Elemente zu Doppelele- 
menten hat (Nr. 85), und bilden einen Büschel. 

Ist der Träger ein Kegelschnitt £*, so bilden auf der 
Verbindungslinie u des neutralen Paars die Zentren dieser 
Involutionen eine Punktreihe, die zu der auf K projektiv 
ist, indem jedem Punkte von £* das Zentrum der zugehörigen 
Involution entspricht. Jedes Tripel ABC der Trilinearität 
auf K und sein entsprechendes ÄB'C auf u liegen so, daß 
BC, CAj AB durch A, B\ C gehen. 

Wollen wir zwischen den Punktreihen auf £* und u eine 
derartige besondere Projektivität herstellen, so darf nur 
ein Paar entsprechender Punkte Ay A' gegeben werden; 
weitere entsprechende Punkte X, X' sind dann so zu konstruieren, 
dafi immer AX' und A'X sich auf dem Kegelschnitte begegnen; 
weil der Begegnungspunkt sich perspektiv zu X' und involutorisch 
zu X bewegt, so bewegen sich auch X und X' projektiv. Sind z. B. 
B und B' derartig konstruiert, C^{AB\ AB) auf X und C - (w, AB), 
so sind auch C und C entsprechend, weil AG' und A'G sich in B 
begegnen, wir haben also zwei entsprechende Tripel von jener 
Eigenschaft. 

Zwei beliebige Paare entsprechender Punkte XX', YY^ 
führen zu zwei solchen Tripeln. D, E seien die auf K gelegenen 
Schnittpunkte (^X', ÄX), {AT, AT) und Z der zweite Schnitt 
von XY' mit X, so zeigt das Sechseck ADXZYE, für welches u 
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Pascalsche Gerade ist, daß auch X'Y durch Z geht, so daß für 
jede zwei Paare entsprechender Punkte X, X'; Y, T' das 
Schneiden von XY\ X'Y auf K stattfindet, und jedes Paar 
Xy X' als Ausgangspaar genommen werden kann. Wir wissen 
schon, daß, wenn Z'« (ti, XF), die beiden Paare XX', YY' durch 
ZZ' zu zwei Tripeln mit der obigen Eigenschaft yervollstandigt 
werden. 

Ordnen wir nun jedem X die Paare der Involution auf JT zu, 
deren Zentrum X' ist, so ergibt sich eine involutorische Trilinearitat; 
bilden Z, Z ein Paar der Involution (X^, so ist auch ZX ein Paar 
von (F') und XY eins von (Z'). 

Die Schnitte Jlf, ^ von u und K entsprechen sich gegenseitig. 
Jf=^, N=^M' und bilden das neutrale Paar; jeder Punkt von u 
ist Schnitt mit MNy entspricht dem unbestimmten dritten Punkte. 

Liegen zwei entsprechende Punkte T, T' so, daß TT' den K in 
T berührt, so gehört TT zur Involution {T'\ und TTT ist ein 
Tripel der Trilinearität. 

Der Büschel der Tangenten der X ist projektiv zur Punktreihe 
der X'; also geht (Nr. 200) dreimal eine Tangente durch den enlr 
sprechenden Punkt; wodurch wir zu den drei dreifachen Punkten 
gelangen. 

Die dreifache Unendlichkeit der symmetrischen Trilinearitaten auf 
K ergibt sich aus den oo' Lagen von* u und den oo^ Punkten A 
auf jeder u, die dem festen A auf K zugeordnet werden können. 

Drei Tripel bestimmen die involutorische Trilinearität, also tun 
das auch die drei dreifachen Punkte. Seien diese T, {7, V und t, U, t) 
die zugehörigen Tangenten; sind dann T', U\ Y die Schnitte (t, ÜF), 
(u, FT), (t), T?7), welche in gerader Linie u liegen (Nr. 119), so 
liefert die Projektivität: TIZF A T'?7' T die Trilinearität; und auch 
TTJV stellt sich als Tripel heraus. 

Aber auch die allgemeinere Aufgabe, aus drei beliebigen 
Tripeln ABC, DEF, GHI die involutorische Trilinearität 
zu konstruieren, macht keine Schwierigkeit. 

Betrachten wir zunächst nur ABC, DEF] wir legen den A ent- 
sprechenden Punkt A' auf BC, dann sind, welche Gerade u durch A' 
auch genommen werde, in der durch AA' in der obigen Weise be- 
stimmten Projektivität den B, C die Schnitte von u mit CA, AB 
entsprechend. Legen wir nun D' so auf EF, daß AD' und A'D 
sich auf K treffen, so erweist sich A'D' als die Gerade w, bei welcher 
in der zugehörigen Projektivität allen sechs Punkten .^, . . . i^ je die 
Schnitte von u mit der Tripel-Gegenseite entsprechen. 

Während dann A' auf BC sich bewegt, umhüUt m, da D' sich 
projektiv bewegt, einen Kegelschnitt, welcher die sechs Tripelseiten 



Konstituenten einer Involution k^' Stafe IJ^, 337 

berührt (was mdglich ist, weil die Ecken auf einem Eegelschnitte 
liegen, Nr. 118). Für BÖ und EF ist es unmittelbar klar; kommt 
A' nach B, so fällt Ä'D' in die Gerade AB, usw. 

Ersetzen wir nun DEF durch GHI^ so ergibt sich die vierte 
Tangente der beiden Eegelschnitte, außer BCj CA, AB, als die 
geeignete u^), 

§ 34. Involutionen höherer Stufe. 

Es seien in einem (unikursalen) Gebilde Ic + \ Gruppen von je 217 
n Elementen gegeben durch die Gleichungen n^^ Ghrades: 

e-0, «1 = 0,... Q,^0. 

Dann erhält man durch alle oo* Gruppen 

die sich durch die yerschiedenen Werte von k^, k^j. , . kj^ ergeben, 
eine Involution n**** Grades i**' Stufe, welche durch I^ bezeichnet 
werde. Die gemeine Involution ist genauer eine quadratische Invo- 
lution 1. Stufe, und die involutorische Trilinearität und Quadri- 
linearität sind Involutionen 3. Grades 2. Stufe, bzw. 4. Grades 3. Stufe. 
Statt mit unhomogenen Parametern X^, . , , kj^ wird die Gleichung 
oft mit homogenen geschrieben: 

wo dann >li =■ -*, A^ « — , . . ., A^« — ist und zu jeder Gruppe ein 

System von Parametern A, aber <x>^ untereinander proportionale 
Systeme von ft gehören. 

Die gegebenen Ä; + 1 Gruppen nennen wir die Konstituenten 
der Involution. 

/^Elemente des Gebildes bestimmen eindeutig eineGruppe 
der IJ^y zu der sie gehören; denn werden ihre Parameter in die 
Qy Qiy ' - ' eingesetzt, so ergeben sich Ic Gleichungen f&r die gesuchten 
h Parameter A^, . . . il;^, welche linear in ihnen sind und sie im allge- 
meinen eindeutig bestimmen. Sind Jc'<ik Elemente gegeben, so 
erhält man nur Je Gleichungen, kann also k — Je' der Parameter be- 
liebige Werte geben, worauf dann die übrigen k' durch die Gleichungen 
bestimmt sind; jene Werte können auf c»*-*' Weisen gewählt werden, 
und es gibt daher in der Involution oo*-*' Gruppen, denen die *' 
Elemente ai^ehören. Hingegen k'>k beliebig gegebene Elemente 
gehören nicht zu derselben Gruppe. 



1) B. BOger, Ebene Geometrie der Lage (Leipzig 1900), § 18. 
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Ist k'^ n, 80 kann man alle Elemente einer Gruppe willkürlich 
wählen; 7/ besteht aus allen cx)" n-elementigen Gruppen des Gebildes. 
Es muß daher k^n sein, und auch k — n hat geringes Interesse. 

Eine Inyolution i^*', bei welcher k'<k und deren 4'+ 1 
Konstituenten sich unter den Gruppen von /,* befinden^ 
gehört mit allen Gruppen zu I^^, 

Es seien 

die Konstituenten dieser Involution I^^, so kann die Gleichung einer 
beliebigen Gruppe in ihr: 

Q«. ^ f,' Q' + n" QT' + . . . + ^«"^'-0 
in der Form: 

(1+ /+ ,i"+ • • • + m"^) « + (A<»'+ /v+ f*"V'+ • • • + ft'^^'inöi 

+ (A«» + ^' V + • • • + ,t'*"Af >) Q,+ -- 

geschrieben werden; was beweist, daß die Gruppe zu i^* gehört. 

Man sagt von Gruppen einer Involution //, deren Anzahl 
s'^k+1 ist, sie seien unabhängig voneinander, wenn sie sich 
nicht in einer Involution niedrigerer Stufe befinden. 

Die Konstituenten einer Involution /,* müssen unab- 
hängig voneinander sein. Gehören Q »* 0, . . . Q^^*- zu einer 
Involution k'^ Stufe, wo k'<ik, so lassen sich ö*'+iy ö*/+2> • • • Qn 
durch Q, Qi, - - - Qk^ linear parametrisch darstellen, also auch 
Q + ^Qi+ ' ' ' + ^kQk durch Q, (?i, . . . Q^r'^ man bleibt innerhalb 
der Involution Ä'**' Stufe. Die c»* Wertegruppen A^, . . . X^ führen 
nicht zu oo\ sondern nur zu oo*' Elementengruppen; je oo*"*' Werte- 
gruppen liefern dann dieselbe Elementengruppe. 

Die ursprünglichen Konstituenten kann man durch 
irgend welche Ä; -f 1 unabhängige Gruppen der Involution 
ersetzen. Der Beweis verläuft ähnlich wie der in Nr. 136 für 
k ^ 1 geführte. 

Wenn 

diese Tc ■\- \ Gruppen sind, so handelt es sich darum, zu zeigen, daß: 
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in die Form 

gebracht werden kann; dies gibt, wenn die Koeffizienten von Q, 
Qit • • • Qk verglichen werden, folgende A; -f- 1 Oleichnngen fOr die 
k+ 1 gesuchten homogenen Parameter ^'**', . . . p(*): 

X, - k[\<f»+ iw+ XU" + ••• + 4*^'^ 

K - A?)p«» + 4 (»' +"i;i?" +•'•• + Ai«i?i*); 

welche, weil linear in den Unbekannten, sie eindeutig bestimmen. 

Weil h beliebige Elemente stets zu einer Gruppe einer // gehören 
und man Ä + 1 Gruppen von h Elementen auf oo("""*)(*+*) Weisen 
durch je n — Ä; Elemente zu Gruppen von n Elementen yerroUstandigen 
kann, so gibt es auf gegebenem Träger cx)("""*)(*+^) Involu- 
tionen i^*. 

Nehmen wir aber an, daß diese Gruppen ^W«- 0, . . . ^^*^— 
nicht unabhängig seien, sondern derselben Involution (]c — 1)^ Stufe 
JJ-i angehören, während ^W« 0, . . . Q^^"^^ — unabhängig sind, so 
seien diese zu Konstituenten der I^-^ gewählt, und Q^^^ läBt sich 
linear parametrisch durch sie darstellen: 

(^(*)= (^(0)^(0)+ <^^'+ . . . + (,(*-i)^(*-i)5 

setzt man dies in q^^^ Q^^^ .j- . . . -|_ ^W QW ein und vergleicht die 
Koeffizienten von Q, Qi, - * - Qk ii^it 1, il^, . . . X^, so ergeben sich 
Je + 1 Gleichungen in den k Unbekannten: 

welche im allgemeinen nicht auflösbar sind; wenn aber, so ffihren 
sie zu Werten der q^ die zu Gruppen gehören, welche innerhalb jener 
Involution {k — 1)**' Stufe bleiben. 

Aus den oo* Gruppen der /„* kann man die Z + 1 Konstituenten 218 
einer in ihr enthaltenen IJ, wo Z < A; ist, auf 00*^'+^) Weisen heraus- 
nehmen; da aber jede /J, wegen ihrer 00' Gruppen, auf 00'^'+^) Weisen 
konstituiert werden kann, so ergibt sie sich so oft, und wir haben 
nicht 00*^'+^), sondern nur cx)*('+^)~'('+^) Involutionen IJ. 

Die Involution J^* enthält (X)<*~')('+*) Involutionen JJ; ftlr 
zwei Stufen l, V, bei denen l + V^k—l, hat (Jc — t)(l+l) denselben 
Wert, so also auch für Z^*"^ und I^^. Da IJ^ ersichtlich eine einzige 
Gruppe bedeutet, so enthält IJ^ soviele Involutionen /,*"S als sie 
einzelne Gruppen enthält, also 00*; femer cx)'^*""^) Involutionen /,* 
und 1^*"^; usw. 

22» 
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Jede I^(]c < n) ist in der einz^en Involution I^ ihres Tragers 
enthalten; dies führt wieder zu den (X)^*"*)(*+^) Involutionen I^ auf 
gegebenem Trager. 

Zwei in I^ enthaltene Involutionen I^ und J/, bei denen 
^sj-f.;'— X;^0 ist, haben gemeinsame Gruppen und zwar 
eine, wenn ä = 0, und eine Involution 7,* von Gruppen, wenn 
Ä>0 isi 

Sie haben zusammen Z + r+2«Ä + Ä + 2 Konstituenten; von 
diesen nehmen wir Ä; + 1 zur Konstituierung von I^ und zwar alle 
von I^y nämlich ^ == 0, d = 0, . . . ^, = 0, und von den Konstituenten 
von // noch Z'— ä, welche: 

seien. Es bleiben dann noch A + 1 Konstituenten von 7/ übrige 
welche, als Gruppen von J„*, sich linear parametrisch durch Qy Qiy.-Qk 
ausdrücken lassen; sie seien: 

Q^^ Q + a(0)(3,+ . . . + ai^)Q,^ 0, 

(2(*)= Q + ccl')Q^ + . . . + af)e*= 0. 
Es sei dann 

eine Gruppe von I/] soll sie auch zu 7^' gehören, so müssen die 
Parameter ft+i, . . . p* so bestimmt werden, daß die Glieder mit Q^^^ 
bis Qj^ herausfallen; dazu muß sein: 

Es ergibt sich: 

;i(0)(^ + «W (?i + . . . + a/o) Q,) + k^'){Q + «(i) Q^+'" + «(^) Q,) 

+ • • • + iiw (i2 + « w Q^ + -" + <> i2,) « ; 

das ist eine Involution ä*®' Stufe, bzw. eine einzelne Gruppe, wenn 
Ä«0. 

Sie wächst zur Stufe h + ä', wenn IJ und J/ so in /„* liegen, 
daß sie schon von einer //"*' umfaßt werden. 

Ist aber Z + Z' < Ä;, so haben IJ und // im allgemeinen keine 
Gruppe gemeinsam; es sei denn, daß sie schon von einer i^,*"*' um- 
faßt werden und l ^V^k — Ji ist. 

Es haben also in einer I^ zwei I^^ stets eine Gruppe gemein; 
wir sehen es anschaulich bei der J^^, welche durch einen Ebenen- 
bündel in die kubische Baumkurve eingeschnitten wird und deren I^^ 
durch die Büschel des Bündels entstehen; zwei von ihnen haben eine 
Ebene gemeinsam. 
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Jede I^i welche eine der drei Eonstituenten einer IJ mit einer 
beliebigen Gmppe G derselben ^^verbindet^^ und daher der I^ angehört, 
hat mit der I^y welche durch die beiden andern Konstituenten fesir 
gelegt wird und ebenfalls der I^ angehört, eine Gruppe gemein; und 
so befindet sich jede Gruppe der 1^ in einer der Involu- 
tionen I^y welche jene Konstituente mit allen Gruppen 
dieser die beiden andern Konstituenten verbindenden I^ 
verbindet: dies wollen wir die fächerförmige Entstehung der 
I^ aus drei Konstituenten (unter Bevorzugung einer) nennen. Bei 
der /s> auf der kubischen Baumkurve entspricht sie der fächerförmigen 
Entstehung des Ebenenbündels aus drei Konstituenten, drei Ebenen 
des Bündels, die nicht zu demselben Büschel gehören; irgendeine 
dieser Ebenen bestimmt mit jeder Ebene des Büschels der beiden 
andern wiederum einen Büschel, und alle diese Büschel erzeugen den 
BündeL Man erzeuge ebenso einen Strahlenbündel, ein Punktfeld, 
ein Strahlenfeld aus drei Konstituenten. 

In einer I^ haben zwei I^ keine Gruppe gemein, sie müßten 
denn in einer der I^ angehörigen I^ sich befinden; dagegen haben 
eine I^ und eine I^ der I^ eine Gruppe gemeinsam und zwei I^ 
der J„' eine J,^ 

So hat die I^, welche eine der vier Konstituenten Gq der I^ 
mit einer beliebigen Gruppe G aus ihr verbindet, mit der I^y die 
durch die drei übrigen Konstituenten (t^, G^^ G^ bestimmt wird, 
eine Gruppe gemein. Wir kommen daher zu allen Gruppen 
der I^, wenn wir jene Konstituente G^ mit allen Gruppen 
dieser I^^G^G^G^ verbinden, und nennen dies wiederum die 
fächerförmige Entstehung der I^, Man erhält in ähnlicher Weise 
den ganzen Ebenenraum aus vier beliebigen, d. h. nicht zu demselben 
Bündel gehörigen Ebenen, indem man eine von ihnen mit allen Ebenen 
des Bündels der drei andern zu Büscheln zusammensetzt; jede Ebene 
befindet sich in einem dieser BüscheL Und dual entsteht der Punkt- 
raum. Beide sind uns Bilder der I^. 

Lassen wir bei dieser die I^ der drei übrigen Konstituenten 
^17 ^%9 ^z fächerförmig durch die I^^ entstehen, welche von G^ 
nach den Gh-uppen der Involution G^G^ gehen, so entsteht IJ auch 
durch die IJ, welche Gq, G^ und eine veränderliche Gruppe G' 
von G^G^ zu Konstituenten haben, und jede dieser IJ durch 
die i^* von G' nach einer veränderlichen Gruppe G von G^G^, 
Also entsteht I^ durch die oo* Involutionen /^*, welche je 
eine veränderliche Gruppe G von G^G^ mit einer veränder- 
lichen Gruppe G' von G^G^ verbinden. 

Ähnlich entsteht der Ebenenraum aus zwei windschiefen Ebenen- 
büscheln: durch die Ebenenbüschel irgend zwei Ebenen derselben, 
und der Punktraum aus zwei windschiefen Punktreihen: durch 
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die Pnnktreilien auf den Yerbindangslinien irgend zweier Punkte 
derselben. 

Man mache ähnliche Betrachtungen für Involutionen höherer Stufe. 

Alle linearen (d. h. linear parametrisch darstellbaren) Systeme 
f&hren zu analogen Ergebnissen. 

219 IJ" sei konstituiert durch 6?^, G^i; • • • G^*; wir nehmen an, der 
Satz, daß Tc Elemente A^y , , , Aj^ eine Gruppe von IJ^ bestimmen 
(Nr. 217), sei bis i — 1 richtig, so ist er auch für Tc richtig. Jede 
der Involutionen 1. Stufe, die von G^ nach 6?^, G^y . . , Gj^ geheu und 
der I^ angehören, enthält eine Ghruppe, zu welcher Aj^ gehört; diese 
Ic Gruppen bestimmen eine Involution I^~^y deren sämtliche Gruppen 
das Element Aj^ enthalten und welche selbst in I^ enthalten ist. Nach 
der Annahme besitzt sie, und damit I^, eine Gruppe, welche A^^ 
A^j . . . ^jt-i ^i^^hält und daher alle k Elemente ^, . . . Aj^, Nun ist 
der Satz für h^\ richtig, also durchweg^). 

Wenn sämtliche Konstituenten von I^ r Elemente ge- 
mein haben, so gehören diese zu allen Gruppen von IJ^ und 
man erhält, wenn man von diesen Elementen absieht, d. h. 
die auf sie bezüglichen linearen Faktoren aus Q, Q^, ... entfernt, 
eine Involution ii_r. 

Eine IJ^ enthält oo*"'' Gruppen, zu denen r gegebene Elemente 
gehören, wo r < äj ist (Nr. 217); wir nehmen fc — r + 1 unabhängige 
aus ihnen und konstituieren durch sie eine 7^"'', welche ganz in I^ 
enthalten ist und deren Gruppen alle die r Elemente enthalten. Es 
sei G eine beliebige Gruppe der /„*, zu welcher diese r Elemente 
gehören; k — r von den n — r übrigen Elementen derselben bestimmen 
in /*""'' eine Gruppe, welche dadurch zu I^ gehört und mit G in 
k Elementen übereinstimmt, diesen k — r und jenen r, also mit ihr 
identisch ist. 

Polglich bilden alle Gruppen von i^*, welche r<k ge- 
gebene Elemente enthalten, eine I^~^j die sich, wenn von 
diesen gemeinsamen Elementen abgesehen wird, auf eine 
-fi~J reduziert. 

220 Eine I^ hat 2(n— 1) Doppelelemente (Nr. 136); wir nehmen 
an, es sei richtig, daß eine Involution I^~^ fc(n — Ä + 1) Mache 
Elemente besitzt, d. h. so viele Gruppen, in denen k von den n Ele- 
menten sich vereinigt haben, so soll bewiesen werden, daß dann eine 
J/ {k + 1) (n — k) (Je + 1) -fache Elemente besitzt. 

Aus der //' scheidet das Element X eine Involution InZ\ aus, 
gebildet durch alle (n ~ 1)- elementigen Gruppen, welche mit X 



1) Cremona,Preliminari ad una teoria geometrica delle snperficie (Memorie 
deirAccademia di Bologna, Ser. n, Bd. 6, 7, 1866 und 67) oder: Grandzüge einer 
allgemeinen Theorie der Oberflächen (Berlin 1870), Nr. 48. 
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Gmppen von 7/ bilden; sie hat nach der Annahme Ä;(» — 1 — Ä; + l) 
«— Aj(n — Ä) Ä- fache Elemente X^, welche wir dem X zuordnen. Wir 
setzen in 

sowie in 

f{x) - 0, r{x) =- 0, . . . /^*- '){x) = 0, wo f\x), . . . 

die Ableitungen von f(x) sind, fOr x den Parameter von X^ ein und 
erhalten Je lineare Gleichungen in A^, A,, . . . X^y welche ein Wertsystem 
dieser Ghrößen liefern und daher eine Gruppe von IJ^^ in welcher X^ 
%-fach ist; denn diese k Gleichungen sind die Bedingungsgleichungen 
dafQr, daß jener Parameter Ä:-fache Wurzel von f(x) = mit den ge- 
nannten Werten der A^, . . . ist. Die n --k übrigen Elemente dieser 
Gruppe sind dann die dem X, zugehörigeu X. Zwischen den X 
und X^ besteht also eine Korrespondenz [n — ky k(n — A;)] und ihre 
(k + l)(n — k) Koinzidenzen sind (k + l)-fache Elemente der i/. 
Für Ä; *- 1 ist der Satz richtig, also gilt er allgemein^). 

Eine 7,* besitzt (k+l){n — k) (*+ l)-fache Elemente (i<n> 

Wir ordnen nunmehr in einer IJ dem Elemente X nicht die 221 
2(n — 2) Doppelelemente der li-i zu, sondern die übrigen Elemente 
der Gruppen, zu denen sie gehören, also im ganzen 2(n — 2) • (n — 3) 
Elemente X^. Diesmal sind X und X^ gleichartig definiert, beide 
als Elemente einer Gruppe von //, welche ein Doppelelement besitzt; 
folglich liegt eine involutorische Korrespondenz [2{n — 2)(n — 3)] vor. 
Aus ihreu 4(n — 2)(n — 3) Koinzidenzen schließen wir, daß es in 
i^* 2(n — 2)(n-- 3) Gruppen mit zwei Doppelelementen gibt; 
denn für jedes von zwei so zusammengehörigen Doppelelementen 
ergibt sich das andere als Koinzidenz. 

Das Zusammenrücken von t + 1 Elementen einer Gruppe in ein 
Element ist eine ^-fache und dasjenige von k — t + 1 Elementen eine 
(k — ^)-fache Bedingung; beide zusammen bilden eine A;-fache Be- 
dingung und können in einer IJ" einer Gruppe, weil deren oo* vor- 
handen sind, auferlegt werden. Wir suchen daher die Anzahl der 
Gruppen in einer i^*, welche ein (t + l)-fache8 und ein (fc — ^ + l)-faches 
Element besitzen; wofern natürlich ^-fl+A; — ^ + l = ifc + 2^n ist. 

Ein Element X als (Ä; — Q-faches Element scheidet aus IJ^ eine 

Involution i][_^^, ans; dieselbe besitzt (^+1)(» — ifc) Gruppen mit 

einem {t + l)-fachen Elemente; jede hat n — k—l weitere Elemente. 
Diese {t + l)(n — Ä;)(n — i — 1) Elemente X^ ordnen wir dem X zu. 

Ein X] scheidet aus /^* eine I^^l aus, die eine Anzahl von Gruppen 

mit einem (t + 1)- fachen und einem {k — ^)- fachen Elemente besitzt, 



1) Vgl Creme na, Plreliminari oder Grandzüge, Nr. 76. 
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welche Anzahl wir vorläufig Z^Zi* nennen. Die Z*2i*'(* — 0"**^^®^ 
Elemente dieser Gruppen sind die dem X^ zugehörigen X Aus der 
Korrespondenz ^Z^Zi\ (ß + l){n — h)(n — k — 1)] schließen wir, daß 
für die Anzahl der Gruppen in /„*, die ein {t + l)-faches und ein 
{h — t + l)'{B<!iieQ Element haben, welche Anzahl wir mit Z^* zu 
bezeichnen haben, gilt: 

ebenso : 

also durch Addition: 

2*:'^(t + l){k-t)(n-h)(n-k-l) + Z';L,^,. 

Diese Zahl Z^[j^^^ ist die Zahl der Gruppen in einer ll__j^^p welche 
ein (t + l)-fache8 Element und ein (t—t+ 1)-, also ein einfaches 
Element haben. Aber die Zahl der Grruppen in I^^^^f mit einem 
(t + l)-£EM^hen Elemente liefert uns der vorige Satz, wenn wir n 
durch n — ifc + ^ und Je durch i ersetzen; sie ist (^ + 1)(»* — Ä); und 
da nun jede dieser Gruppen n — Z: + ^ — (^ + l)«n — Ä;— 1 weitere 
einfache Elemente hat, so genügt sie (n — Je — l)-fach der obigen 
Anforderung; d. h.: 

Also: 

Z*''« {t + l){k - t + l)(n - k)(n -k- 1). 

In einer Involution J,*, bei welcher k + 2^n ist, gibt 
es (t + l)(k — t + l)(n'-k)(n — k — l) Gruppen mit einem (^+1)- 
fachen und einem (k — t+ l)-fachen Elemente. 

Wenn aber k gerade und t^—^ also t'^k — t ist, so ist diese 

Zahl zu halbieren, weil die beiden vielfachen Elemente gleichartig 
sind und jedes das Ausgangs-, das andere das Eoinzidenzelement 
sein kann^). 
222 Wir fügen einige interessanten Anwendungen hinzu: 

Der Kegelschnitt gehört zu den unikursalen Gebilden. Alle 
Kreise der Ebene eines Kegelschnittes K schneiden in den- 
selben eine i^' ein: durch drei Punkte des K geht ein Kreis und 



1) Zeitschr. f. Math, und Phys. Jahrg. 40, S. 10. 
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das zugehörige Quadrupel ist eindeutig bestimmt. Die oo^ Ereis- 
büschel und oo' Kreisnetze erzeugen die in // enthaltenen I^ und I^. 

In J/ gibt es vier Gruppen mit einem vierfachen Punkte. Es 
gibt also vier Kreise, welche K vierpunktig berühren: be- 
kanntlich in den Scheiteln. In jedem Kreisnetze gibt es sechs 
Kreise, welche den K dreipunktig berühren (Krümmungs- 
kreise), und in jedem Kreisbüschel ebenfalls sechs Kreise, 
welche ihn berühren. 

Femer, alle Kreise durch einen festen Punkt P von K schneiden 
eine I^ ein; die drei dreifachen Punkte derselben, welche ebenfalls 
ein Tripel der Involution bilden, lehrefi: 

Durch jeden Punkt P eines Kegelschnitts gehen drei 
ihn anderwärts oskulierende Kreise, und die drei Osku- 
lationspunkte liegen mit P auf einem Kreise. 

Die kubische Raumkurve ist ebenfalls unikursal; durch alle oo^ 
Kugeln des Raumes entsteht auf ihr eine Involution J^^. Ihre I^, 
I^y Jg^ entstehen durch die oo* Kugelgebüsche, oo* Kugelnetze, oo* 
Kugelbüschel. 

Die I^ hat zehn fünffache Punkte. Es gibt also zehn Kugeln, 
welche eine kubische Raumkurve fünfpunktig berühren. 
Nehmen wir im letzten Satze < =« 2, also k — t = 2, oder ^ « 1 und 
Ä — ^ = 3, so haben wir: 

Es gibt neun Kugeln, welche die kubische Raumkurve 
an zwei verschiedenen Stellen dreipunktig berühren, und 
sechzehn Kugeln, welche sie an einer Stelle vier-, an einer 
andern zweipunktig berühren. 

Die Kugeln, welche durch einen festen Punkt der kubischen 
Raumkurve gehen, schneiden eine I^^ ein und unter ihnen gibt es 
acht, welche sie (anderwärts) vierpunktig berühren (Schmiegungs- 
kuge^ sind). 

Bei der I^^ fanden wir ein neutrales Paar, welches nicht eine 
Gruppe bestimmt, sondern zu oo^ Gruppen gehört. Für diejenige I^\ 
welche in einen Kegelschnitt K von den Kreisen eingeschnitten wird, 
die durch einen Punkt P von K gehen, besteht dies neutrale Paar 
aus den unendlich fernen Punkten des K] es ergibt sich bei den 
unter den genannten Kreisen befindlichen Geradenpaaren, die aus der 
unendlich fernen Gerade und einer durch P gehenden bestehen. 

Der Satz von Nr. 216 lehrt dann: 

Je nachdem dies Paar der unendlich fernen Punkte von 
K imaginär oder reell ist (Ellipse oder Hyperbel), sind die 
drei anderwärts oskulierenden Kreise durch P reell oder 
nur einer. 

Bei der Parabel haben sich zwei von den drei Kreisen vereinigt 
in das Geradenpaar, dessen zweite Gerade von P nach dem unendlich 
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ferDen Berührungspunkte der Parabel geht. Durch P geht nur ein 
eigenÜicher die Parabel anderwärts oskulierender Kreis. 

223 Bei einer I^ fragen wir, wieviele Elemente X es gibt von der 

Art, daß die durch ein solches X aus I^ ausgeschiedene I^_^ ein 
gemeinsames Element X^ f&r alle ihre Grruppen hat; denn dann be- 
stimmen diese beiden Elemente X und X^ nicht bloß eine Ghiippe, 
sondern eine ganze Involution in I^, Es genügt, daß zwei von den 
Gruppen der I^_^ ein gemeinsames Element haben; dann folgt es für 
ihre übrigen Gruppen von selbst 

Nehmen wir diejenigen, zu welchen die festen Elemente 0\ 0" 
gehören. Dann lautet die Frage: für wieviele Elemente X haben die 
beiden durch 0' und X und durch 0" und X bestimmten Gruppen 
der J„' außer X noch ein gemeinsames Element X„ oder wie oft 
kommt es vor, daß eine Gruppe der durch 0' ausgeschiedenen Invo- 
lution I^^^^O') und eine Gruppe der durch 0" ausgeschiedenen 

l]^_^{0") zwei Elemente gemein haben? Dabei ist jedoch notwendig, 
daß diese beiden Gruppen, durch 0', bzw. 0" zu Gruppen der I^ 
vervollständigt, zwei verschiedene Gruppen geben, so daß sie eben 
geeignet sind, eine Involution 1. Stufe festzulegen, deren Gruppen 
dann aUe jene beiden Elemente gemein haben. Die beiden Involu- 
tionen /„^i(O0 und i„^i(0") haben (Nr. 196) (n - 2)* Paare, von 
denen jedes sowohl zu einer Gruppe der einen wie zu einer der 
andern Involution gehört. Aber auch die durch die beiden Elemente 
O'y 0" bestimmte Gruppe von I^ fuhrt zu solchen Paaren; denn 

ohne 0' gehört sie zu J^_j(0'), ohne 0" zu J^_j(0"); und ihre 
n — 2 übrigen Elemente Uefem ^{n — 2){n — 3) Paare, welche ab- 
gezogen werden müssen; es bleiben daher: 

(n ~ 2)«~ i(n - 2)(n - 3) - i(n - l)(n - 2). 

Eine /„*(n > 2) besitzt ^(n — l)(n-- 2) neutrale Paare, 
welche nicht eine einzige Gruppe, sondern eine Involution 
1. Stufe van Gruppen bestimmen. 

Weil die J „ welche aus einer / ' durch ein Element aus- 

n—V » 

geschieden wird, ^(n — 2)(n — 3) neutrale Paare besitzt, so hat die 
IJ selbst <x>^ neutrale Tripel, von denen jedes nicht bloß einer 
Ghnippe, sondern einer Involution 1. Stufe von Gruppen angehört; und 
jedes Element gehört zu ^(n — 2)(w — 3) dieser neutralen Tripel. 

Folglich entsteht eine involutorische Korrespondenz 
[(« — 2)(n — 3)], in der zwei demselben neutralen Tripel an- 
gehörige Elemente zugeordnet sind. 

Wenn N^y JVg, N^ ein neutrales Tripel bilden, so sind sie allen 
Gruppen einer Involution 1. Stufe gemeinsam. In einer durch N^, N^ 
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gehenden Gruppe sei X ein weiteres Element; N^N^X ist nicht ein 
neutrales Tripel, bestimmt also nur eine Gruppe in /„*, folglich ist 
dies diejenige der eben erwähnten Involution, zu welcher X gehört. 
Also enthält jede Gruppe der I^, zu welcher zwei Elemente eines 
neutralen Tripels gehören, von selber das dritte Element desselben. 

Zwei Elemente 0\ 0" scheiden aus I^ eine Involution 7i_2 
aus, welche, als eine [» — 3], mit der involutorischen Korrespondenz 
[(w — 2)(w — 3)] der neutralen Tripel (n — 2)(n — 3)* Paare gemein- 
sam hat. Also hat ij^o (w — 2)(w — 3)* Gruppen, welche je zwei 
Elemente eines neutralen Tripels der I^ enthalten, oder, wenn wir 
wieder 0', 0" hinzufügen: I^ hat (n — 2){n — 3)* Gruppen, zu denen 
0', 0" gehören und zwei Elemente eines neutralen Tripels, also auch 
das dritte. Wir müssen davon aber diejenigen abziehen, bei denen 
das dritte Element eins der beiden Elemente 0', 0" ist. 0' gehört 
zu ^(n — 2)(n — 3) neutralen Tripeln, und in der Involution 1. Stufe 
von I^y deren Gruppen eins dieser neutralen Tripel gemeinsam haben, 
gibt es eine Gruppe, zu deren weiteren Elementen 0" gehört; ebenso 
umgekehrt. Also sind 2 • ^(w — 2)(w — 3) Gruppen abzuziehen. Folg- 
lich bleiben (n - 2)(n - 3)«-(w-2)(n - 3) = (n-2)(n-3)(w-4) 
Gruppen von 7^*, welche ein neutrales Tripel und außerhalb desselben 
noch 0', 0" enthalten; aber weil das neutrale Tripel aus jedem seiner 
drei Paare hervorgeht, ist diese Zahl zu dritteln. Es gibt daher in 
J/ \{n — 2)(n — 3)(n — 4) Gruppen, welche ein neutrales Tripel und 
außerhalb desselben 0', 0" enthalten. 

Ebenso viele haben wir bei 0' und X'; in der Involution 1. Stufe, 
die zu jedem dieser neutralen Tripel gehört, suchen wir diejenige 
Gruppe auf, welche 0" enthält, und ordnen ihre n — 4 weiteren Ele- 
mente X" dem X' zu, so daß jedem X' \{n — 2){n — 3)(n — 4)* 
Elemente X" entsprechen, und ebenso viele X' jedem X". Wir haben 
in dieser Korrespondenz -§^(1» — 2)(n — 3)(n — 4)^ Koinzidenzen und 
sehen, daß so oft eine durch 0' und ein neutrales Tripel gehende 
Gruppe und eine durch 0" und dasselbe neutrale Tripel gehende 
Gruppe noch ein Element, die Koinzidenz, gemeinsam haben. Dazu 
gehören aber die -J (w — 2)(w — 3)(n — 4) Fälle, wo eine GFruppe ein 
neutrales Tripel und außerhalb desselben 0\ 0" enthält; in einem 
solchen FaUe sind die beiden Gruppen nicht verschieden. Die n — 5 
weitern Elemente einer jeden solchen Gruppe gehören zu unsem 
Koinzidenzen. Folglich bleiben: 

|(n-2)(n-3)(n"-4)»-|(w-2)(n-3)(n-4)(w-5) 

= i(n-2)(n-3)«(n-4) 

Fälle, wo die beiden Gruppen verschieden sind und daher eine Invo- 
lution 1. Stufe bewirken, deren sämtlichen Gruppen die Koinzidenz 
noch gemein ist. Diese gibt daher zum neutralen Tripel gefügt ein 



348 n. § 86. Das Problem der ebenen Projektivität. 

neutrales Quadrupel^ bei welchem aber jedes der vier Elemente das 
vierte sein kann; so daß die erhaltene Zahl durch 4 zu dividieren 
ist. Mithin haben wir: 

In einer I^ (w > 4) gibt es -j^(n — 2)(n — 3)*(n — 4) neu- 
trale Quadrupel^ welche nicht eine einzige Gruppe bestimmen, 
sondern einer Involution 1. Stufe von Gruppen gemein- 
sam sind. 

In eine unikursale Raumkurve n^ Ordnung (ohne vielfache 
Punkte) schneidet ein Ebenenbündel eine Involution I^ ein und der 
ganze Ebenenraum eine Involution I^. 

Wir entnehmen den vorangehenden Ergebnissen^ daß an eine 
unikursale Raumkurve n**' Ordnung von einem Punkte 3(n — 2) 
Schmiegungsebenen, 2(n — 2)(n — 3) Doppelberührungsebenen 
und \{n — l)(w — 2) Doppelsekanten kommen, daß durch jeden 
Punkt der Kurve ^(n — 2)(w — 3) dreifache Sekanten gehen 
und ■^^^•(n — 2)(n — 3)*(n — 4) vierfache Sekanten vorhanden 
sind, sowie 4(n — 3) vierpunktig berührende Ebenen und 
6(n — 3)(w--4) Ebenen, welche an einer Stelle drei-, an 
einer andern zweipunktig berühren. Die Koinzidenzen der 
involutorischen Korrespondenz [(» — 2)(n — 3)], in der Schnitte der- 
selben dreifachen Sekante zugeordnet sind, beweisen die Existenz von 
2(n — 2)(n — 3) Tangenten der Kurve, welche sie nochmals 
treffen. 

§ 35. Das Problem der ebenen Projektivität (Homographle)^). 

224 Dies Problem besteht darin, wenn in zwei Ebenen A und B 

zwei Gruppen von gleich vielen und einander zugeordneten Punkten 
gegeben sind: 

korrespondierende Punkte A m Ay B m B aufzufinden, durch welche 
die Projektivität: 

A{A^, J„ . . . ^J A B(B^, B„ . . . BJ 

erfüllt wird. Weil durch drei Paare entsprechender Elemente die 
Projektivität erst festgelegt wird, so beginnt das Problem bei n »- 4^ 
und es wird bei n = 7 aufhören. 

Wenn zwei Strahlenwürfe, welche nach den Punkten A^^A^jA^jA^ 
gehen, projektiv sind, so liegen diese vier Punkte und die beiden 
Scheitel auf einem Kegelschnitte, der durch jene und den einen 
Scheitel schon bestimmt ist. Also: 



1) Math. Annalen, Bd. 1, S. 538. 
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Alle Punkte einer Ebene, aus denen vier Punkte der- 
selben durch einen Strahlenwurf projiziert werden, der 
einem gegebenen Wurfe TF projektiv ist (oder ein gegebenes 
Doppelverhältnis hat), erfüllen einen bestimmten durch die 
vier Punkte gehenden Eegelschuitt. 

Konstruiert man z. B. im Büschel A^ die Gerade a^ so, daß 
A^(Ai, A^y A^, a^ zu W projektiv ist, so ist a^ die Tangente dieses 
Kegelschnittes in A^^ und er ist durch die vier Punkte und diese 
Tangente eindeutig bestimmt (Nr. 126); ist dann o^ die Tangente in 
A^y so ist: 

MAf <hj Af ^i) A A^{A^y A^y A^y ttj A W\ 

so daß es gleichgültig ist, in welchem der vier Punkte die Tangente 
konstruiert wird. 

Statt A^ sei die Gerade a^ gegeben, so führt irgend ein auf a^ 
gelegter Punkt A^ sofort zu einem Kegelschnitte, und fdr seinen 
zweiten Schnitt A mit a^ gilt: 

A{Ayy ^, A^y A^ = A{A^y A^y A^y ttj A W. 

Ist -4/ ein anderer Punkt von a^, so ist ja A{A^y A^, -4,, A^) 
= -ä(J.,, -4j, -4j, aj; der bei AJ sich ergebende vom vorigen ver- 
schiedene Kegelschnitt geht durch denselben Punkt A, Es gibt also 
nur einen Punkt A auf a^, für welchen: 

A(AiyA^,A^,a^) A W. 
Wenn wirklich für zwei verschiedene Punkte A^ A' auf a^ gilt: 

^iAy Af Ai> aJ A -4'(A, ^, A^, aj A TT, 

so werden die beiden Büschel A und A' perspektiv und A^, A^y A^ 
liegen in gerader Linie, was im allgemeinen nicht der Fall ist. 

Nehmen wir aber diese spezielle Lage an, so zerfällt der obige 
Kegelschnitt. Wird dann auf dieser Gerade a^ der Punkt A^ kon- 
struiert, für den A^A^A^A^ A Wy so besteht der Kegelschnitt aus 
den beiden Geraden A^A^ und a^= A^Al^A^] für die Punkte der 
ersteren ist die ProjektiviiSt unmittelbar ersichtlich; für die der 
letzteren wird sie nur durch Ausartung erfüllt; singulare Elemente 
sind im Büschel eines Punktes A auf ag dieser Strahl, im Wurfe W 
das vierte Element 

Und wenn wiederum A^, A^y A^y a^ gegeben sind und A^y A^, A^ 
in gerader Linie liegen, so gibt es, je nachdem a^ nicht durch A^ 
geht oder dies tut, keinen der Projektivitat genügenden Punkt auf 
a^y oder alle Punkte von a^ genügen. 

Wenn im Räume A^y A^, A^y A^y A^ und a gegeben sind, so 
gibt es einen Kegel 2. Grades durch A^(A^, A^, A^y A^y dessen 
Kanten mit diesen vier Kanten das DoppelverhSltnis a{A^y A^yA^y A^) 
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umfassen^ ebenso einen durch A^(Äj^y A^y A^,A^), wo es a(Ä^ ,A^,Ä^, A^) 
ist. Der Schnitt beider^ außer A^A^, ist die kubische Raumkurye 
durch A^y . . . A^. welche a zur Doppelsekante hat (Nr. 206). 

225 Es seien nun zwei vierpunktige Oruppen: 

in A und B gegeben; mit (r^ bezeichnen wir die beiden Gruppen 
zusammen, mit Gr*(-4), G^(E) die beiden einzelnen. Jeder Punkt B 
etwa in B scheidet aus dem Eegelschnitt-Büschel G^{B) einen 
Kegelschnitt 93^, dessen Tangente in B^ \ sei; man konstruiert 
dann a^ durch A^y so daß: 

AMUA^ A> «i) A B^iB^y B,y B,y 1,)'^ 

und a^ als Tangente in A^ bestimmt einen Kegelschnitt S' im 
Büschel G^{A)y den wir den analogen zu jenem nennen 
wollen; seine Punkte korrespondieren dem B und allen 
Punkten von 93^ in bezug auf 6r^; denn ist A irgend ein Punkt 
von Ä', B irgend ein Punkt von 85*, so ist: 

A{Al, A^y A^y A^ A AjJ^Ayy A^y A^y ttj A B^{B^y B^y B^y 6J 

A ^(^1, B^y -Bj, -BJ. 

Die Tangenten a^ und &^ in den Büscheln A^y B^ bewegen sich 
projektiv; folglich sind auch die Kegelschnitt-Büschel projektiv mit 
analogen Kegelschnitten als entsprechenden. 

Gleichnamige Geradenpaare sind auch analog, z. B. 
{A^A^y ^8 JJ und (^1^8, ^s^i); liegt A auf A^A^y B auf B^B^y 
so handelt es sich nur um drei Paare entsprechender Strahlen, welche 
ja erst die Projektivität festlegen; liegt aber A auf A^A^y B auf 
B^B^y so besteht ausgeartete Projektivität: singulare Strahlen sind 
AA^A^ und BB^B^. 

Oder auch, zu jedem Paare analoger Kegelschnitte gehört ein ge- 
wisses Doppelverhältnis, bei den drei Paaren analoger Geradenpaare 
ist dies 1, 0, oo. 

Sind die beiden Ebenen A und B identisch, so entsteht durch 
die Schnittpunkte analoger Kegelschnitte eine Kurve 4. Ordnung 
(Nr. 169) als Ort der Punkte C, welche nach G\A) und G\B) pro- 
jektive Würfe senden. Sie geht durch die acht Punkte 6r*, als Grund- 
punkte der erzeugenden Kegelschnitt -Büschel, und durch die 3*4 
Schnittpunkte analoger Geradenpaare. 

Haben die beiden Gruppen einen Punkt gemeinsam, so wird 
dieser, als gemeinsamer Grundpunkt, Doppelpunkt der Kurve 4. Ord- 
nung (Nr. 171). 
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Nehmen wir aber an, daß es zwei solche sich deckende Punkte 
gebC; nnd zwar folgender Art: 

80 daß im Grunde nur drei Paare zugeordneter Punkte Yorliegen: 

Af, B^ werden also Doppelpunkte der Eunre 4. Ordnung. Die Ver- 
bindungslinie gehört ganz dieser Kurve an; denn alle ihre Punkte 
sind den beiden analogen Geradenpaaren (A^A^, ^s^J ^^^ i^i^9^i^^ 
oder (A^A^, A^S^), (-Bi-Ba? -^s-Bs) gemeinsam. Es bleibt eine Kurve 
3. Ordnung übrige welche noch durch A^, B^ gebt, sowie auch durch 
die vier andern Punkte. Für einen Punkt C auf der Gerade gilt: 

C(A„ ^, A^B,) A C(B„ B„ B,A,y, 

es handelt sich um drei Strahlenpaare und CA^B^ ist Koinzidenz- 
strahl. Für einen C aber auf der Kurve 3. Ordnung sind CA^ und 
GB^ nicht identisch und diese beiden verschiedenen Strahlen ent- 
sprechen sich in: 

C(A, ^, Ä,, B,) A C(B,, B„ B„ A,) 

involutorisch, und daher tun es auch CA^^ und CB^, CA^ und CB^, 
oder kurz: jeder Punkt C der Kurve 3. Ordnung projiziert die drei 
Punktepaare Ä^^B^, A^^a A^B^ durch drei Strahlenpaare in Involution. 

Der Ort derjenigen Punkte, aus denen drei Punktepaare 
einer Ebene durch drei Strahlenpaare in Involution proji- 
ziert werden, ist eine Kurve 3. Ordnung*). 

Wir wissen schon, daß die sechs Punkte auf ihr liegen; das 
folgt aber auch daraus, daß für jeden dieser Punkte der eine Strahl 
unbestimmt wird und entsprechend der Involution konstruiert werden 
kann. Z. B. bei A^ haben wir als A^A^ denjenigen Strahl zu nehmen, 
welcher dem A^^B^ in der Involution -4i(^, ^2? ^9f ^i) gepaart ist. 
Nähert sich der Punkt C auf der Kurve dem A^y so geht der nach A^ 
gehende Strahl in diesen sechsten Strahl in Involution über; und 
derselbe wird die Tangente der Kurve in A^] so daß in den sechs 
Punkten leicht die Tangenten konstruiert werden können. 

Aber auch Punkte, wie (A^A^, ^i^r) oder (A^^B^y ^lA^) gehören 
zur Kurve; bei ihnen handelt es sich nur um zwei Strahlenpaare, die 
ja die Involution erst bestimmen. Der erstere ist Schnittpunkt analoger 
Geradenpaare; aber auch den zweiten kann man so auffassen, da jetzt 
z. B. A^f Bf gleichartig auftreten und auch A^ zur zweiten, B^ zur 
ersten Gruppe gerechnet werden kann. 

Läßt man zwei gepaarte Punkte, wie Ai und B^^, sich vereinigen, 
so wird dieser Punkt Doppelpunkt der Kurve 3. Ordnung und der 

1) Gaylej, LiouviUee Journal, Bd. 9^, S. 2S6; Math. Papen, Bd. 1, S. 184. 
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Strahl nach ihm in dem Büschel um einen Punkt der Kurve der 
eine Doppelstrahl der Involution; nähert man sich dem Punkte Ä^ 
auf dem einen oder andern Aste^ so ergeben sich die beiden Doppel- 
strahlen von Ä^^Ä^y B^] Ä^y B^ als die Tangenten des Doppelpunktes. 
226 Es seien zwei fünfpunktige Gruppen gegeben: 

B^B^B^B^B^. 

Wir bezeichnen die vierpunktigen Gruppen, die durch Weglassung 
von A^y B^ sich ergeben, mit ö^^.. 

Jetzt korrespondiert jedem Punkt B der einen Ebene 
ein Punkt A in der andern. Jener bestimmt je einen Eegelschnitt 
SB', 95'* in den Büscheln Ö(J)(-B) und G(*(B), denen dann die Kegel- 
schnitte Ä", 8'* aus G^AA) und G^.(A) analog sind. Der vierte 

Schnitt A derselben außer ^, A^, A^ ist der korrespondierende. 
Denn es bestehen die Projektivitäten: 

ÄiÄ,, A^, A^, A:) A BiB„ B„ B„ BJ, 
A(A„ J,, A,, Je) A BiB„ B,, B,, B,)-, 

sie stimmen in drei Paaren entsprechender Strahlen überein und sind 
deshalb identisch; daher gilt: 

^{Ay A; A> A> A) A -5(^1, -Bi, S^f -B*; -Bß). 

Bei Aj^ z. B. gilt dieser Schluß nicht, weil die Tangenten in A^ 
an %^,W^y welche in den beiden Fällen als Strahlen A^A^ gelten, 
verschieden sind. 

Dieser Punkt A ist als vierter Schnittpunkt zweier durch Punkte 
hinreichend bestimmter Kegelschnitte, neben drei bekannten, linear 
konstruierbar^). Einfacher erhält man ihn so: In dem Büschel A^, 
wo a4 so konstruiert ist, daß A^(A^, A^, A^, aj A ^(^u -Ba^ -Ba? -BJ, also 
die Tangente von SP ist^ die diesen Kegelschnitt vollständig bestimmt^ 
konstruiere man den Siarahl, welcher in dieser Projektivität dem BB^ 
entspricht, schneide ihn (Nr. 126) zum zweiten Male mit ?[' in J^', 
wodurch die krumme Punktreihe A^A^A^A^A'^ auf Sl' zum Büschel 
B{B^y . . . B^) projektiv wird; darauf schneide man AA' zum zweiten 
Male mit 9[^ in ^; das ist der gesuchte Punkt. 

Die Ermittelung des Punktes A, der einem gegebenen 
B in bezug auf G^ korrespondiert, ist das erste wichtige 
Ziel in unserm Problem. 



1) Schröter, Joum. f. Math., Bd. 62, S. 46. § 4, Zeitachr. f. Math., Jahig. 86, 
8. 69; Steiner-Schröters Yorlesimgen, 8. Aufl., Anhang Aufg. 13; Cremona, 
Einleitong in eine geometrische Theorie der ebenen Kurven, Nr. 62, 64. 
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Wenn im Baume A^,Ä^yÄ^jA^,A^ und b gegeben sind, so gibt 
es in dem Bündel einen Strahl c, so beschaffen, daß 

c(-4i, . . . ^) A HA) ' • • A); 

er ist die Doppelsekante aus an die einzige kubische Raumkunre, 
welche durch A^, . . . A^ geht und 6 zweimal trifft (Nr. 206). 

Dies Ergebnis möge für einige interessante Sätze und Aufgaben 227 
verwertet werden. 

Wenn für eine ebene Kurve 3. Ordnung 9 Punkte gegeben sind, 
so sei durch 4 von ihnen ein Büschel B von Kegelschnitten gelegt. 
Wir nehmen aus ihm diejenigen 5, welche durch die 5 übrigen Punkte 
P^, , . . P^ bzw. gehen, und konstruieren den Punkt G, für welchen 
G{Pi, P^f P^yP^j Pg) projektiv ist zu dem Büschel der Tangenten 
an jene 5 Kegelschnitte in einem der Grundpunkte von B und daher 
auch zu dem Büschel der 5 Kegelschnitte selbst. In G hat man 
den Scheitel des Strahlenbüschels, der in projektiver Beziehung zu 
dem Kegelschnitt-Büschel B die Kurve 3. Ordnung durch die 9 Punkte 
erzeugt (Nr. 169). Dieser Punkt G wird auf der Kurve der Gegen- 
punkt zu den 4 Punkten genannt, die als Grundpunkte von B ge- 
nommen sind^). 

Es seien bloß 8 Punkte gegeben; wir lassen P^ fallen; dann 
durchläuft 6r, nach dem Vorangehenden, einen Kegelschnitt K, der 
durch die vier Punkte Pj, Pj, Pj, P^ geht; und jeder Punkt G 
desselben führt zu einer Kurve 3. Ordnung durch die 8 Punkte. Es 
sei H der sechste Schnitt einer dieser Kurven mit K, außer P^y.,,P^ 
und dem (r, so schneiden sich in ihm ein Kegelschnitt von B und 
der entsprechende Strahl von G] wird aber G auf K bewegt, so 
bleibt G{P^y . . , P^y ET) zu sich projektiv, d. h. jener Kegelschnitt 
trifft sich in H mit dem entsprechenden Strahle aus jedem der 
Büschel 6r; folglich liegt H auf allen Kurven 3. Ordnung, 
welche durch die 8 Punkte gehen, und ist der sogenannte 
assoziierte neunte Punkt zu den achten, der durch sie ein- 
deutig bestimmt ist und mit ihnen die volle Gruppe der 
Grundpunkte eines Kurvenbüschels 3. Ordnung bildet. 

Die Gegenpunkte zu vier von den neun Grundpunkten 
eines Büschels 3. Ordnung auf den verschiedenen Kurven 
desselben erfüllen den Kegelschnitt durch die fünf übrigen. 

Nimmt man aus den 8 gegebenen Grundpunkten zwei Ghruppen 
von 4 Punkten mit drei gemeinsamen Punkten, konstruiert jedesmal 
den Kegelschnitt der Gegenpunkte, so gehen diese beiden Kegel- 
schnitte bzw. durch die beiden Gruppen der weiteren Punkte, die auch 
4rei Punkte gemeinsam haben, und für jeden gewinnt man einen ftinften 



1) Gremona, a. a. 0., Nr. 66. 

Starm, 0«oinetr. Verwandttchaft«n. I. 28 
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Punkte indem man für irgend eine Kurve des Büschels^ die durch einen 
beliebigen neunten Punkt bestimmt ist; den einen und den andern Gegen- 
punkt konstruiert; was ja linear geschehen kann. Darauf hat man 
fär diese beiden Kegelschnitte den Vierten gemeinsamen Punkt her- 
zustellen, und man hat so — linear, wie es ja notwendig ist — 
den neunten assoziierten Punkt konstruiert. 

Zerteilen wir aber die 8 Punkte in zwei sich er^uizende Gruppen: 

^19 ^t> ^8» ^4» ^6; ^6* ^7* ^8> 

so seien K und K' die Orter der Gegenpunkte G, G'] K geht durch 
Pj, Pe, P„ Pg, P9, iST' durch P^, P,, P«, P„ P„ wo P, der noch un- 
bekannte neunte assoziierte Punkt ist. Außer ihm haben K und K^ 
noch die drei Punkte i2, 8j T gemein. Auf diesen Kegelschnitten 
bew^en sich G und G' projektiv. Denn G bestimmt eindeutig 
die Kurve (? des Büschels, för welche er Gegenpunkt von P^y...P^ 
ist, diese eindeutig den Gegenpunkt G^' zu P5, . . . P3 auf ihr. Kommt 
G nach i2, so ist für die zugehörige Kurve C dieser Punkt der 
sechste Schnitt mit Ky außer den fünf Grundpunkten auf JT; als Punkt 
von K' ist er dann auch sechster Schnitt dieses Kegelschnitts mit 
der nämlichen C, also der G entsprechende G', In den drei gemein- 
samen Pimkten i2, 8y T vereinigen sich daher entsprechende Punkte 
der projektiven Punktreihen der G und G' auf K und E!. 

Di^er dreht sich (Nr. 166) die Verbindungslinie entsprechender 
Punkte Gj G' um den vierten Schnittpunkt P9, imd wir erhalten 
folgende lineare Konstruktion des neimten assoziierten Punktes P9 zu 
acht gegebenen P^, . . . Pg. 

Man konstruiere für irgend eine Kurve (? des Büschels (P^ , . . . Pg), 
die etwa durch P vollständig bestimmt sei, die Gegenpunkte Gy Gr^ 
zu den komplementären Gh-uppen P^, Pg, Pj, P^; P5, Pg, P^, Pg, und 
für eine dieser Gruppen, etwa die erste, den Ort der Gegenpunkte^ 
also den Kegelschnitt (PgPjP^PgG); der zweite Schnitt desselben mit 
GG' ist Pj. 

Man kann ein zweites Paar G^y Gy" konstruieren für eine zweite 
Kurve des Büschels oder für eine andere derartige Zerteilung; es ist 
dann {GG'yG^G^')^ P^. 

Der Gegenpunkt 6r, auf einer Kurve 3. Ordnung C, zu vier 
Punkten derselben A, By Cy D ist der Konvergenzpunkt aller der 
Sehnen, welche die weiteren Schnitte Ey F der durch J., P, 0, D 
gehenden Kegelschnitte verbinden. Sei zunächst eine solche Sehne 
EFy vom Kegelschnitte (7* herrührend, gezogen und G ihr dritter 
Schnitt; liefert dann ein zweiter Kegelschnitt C^^ des Büschels die 
Sehne E^F^y so sind die 9 Punkte Ä, B, C, D, Ey P, jE^, P^, G die 
Schnitte der beiden Kurven 3. Ordnung C* und (C^*, EFG), also 
ueun assoziierte Punkte; daher geht (C, E^F^), welche durch die 8> 
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ersten geht^ auch durch den neunten G^; d. h. E^F^ geht durch G 
und ebenso jede weitere derartige Sehne. 

Ingleichen führen vier Punkte Ay B, C, G auf C* zu 
einem Punkte D der Eurire, so daß G der Gegenpunkt zu 
Äy By C, D ist, oder daß, wenn E, F die weiteren Schnitte 
eines Strahls durch G sind^ alle Kegelschnitte ABGEF 
die C in demselben vierten Punkte D treffen. Wenn Ey F\ 
^1, jP^ zu zwei Strahlen durch G gehören und C; C^ die Kegelschnitte 
ÄBC(EFy E^F^) sind, so sei D der sechste Schnitt des ersten; dann 
sind die 9 Punkte A, , . . G assoziiert als Schnittpunkte von C^ und 
(C",ö^iJ?\); folglich geht (Cj*, GEF), die durch 8 von ihnen geht, 
auch durch den neunten D, d. h. C^^ tut es. Oder, wenn D der 
sechste Schnitt des Kegelschnitts durch Ay B, C und ein Paar Ey F 
ist, so ist der dritte Schnitt G von EF schon als Gegenpunkt 
on AyByCyD charakterisiert; E^ und F^ liegen auf demselben Kegel- 
schnitt durch Ay B, C, Dy oder der Kegelschnitt ABCE^F^ geht durch D. 

Aus der Fundamentaleigenschaft von 9 assoziierten Punkten 
folgt, daß, wenn 3 von ihnen in gerader Linie liegen, die 6 
übrigen einem Kegelschnitte angehören, denn jene Gerade und 
der Kegelschnitt durch 5 von den Punkten bilden eine Kurve 3. Ord- 
nung, welche durch 8 von den 9 Punkten geht; und umgekehrt, 
wenn 6 der 9 assoziierten Punkte auf einem Kegelschnitte 
liegen, so sind die 3 übrigen in gerader Linie gelegen. 

In bezug auf 228 

^5 A^A^A^A^A^ 

B^B^B^B^B^ 

sind die korrespondierenden Punkte A und B eindeutig 
einander zugeordnet, und wir gewinnen so schon ein Beispiel der 
eindeutigen oder Cremonaschen Verwandtschaften, welche uns 
später beschäftigen sollen. 

Das eindeutige Entsprechen hat Ausnahmen. Zu ihnen 
gehören zunächst die 10 Punkte von 6r^, dem B^ z. B. entspricht, 
weil B^B^ unbestimmt wird, in bezug auf G^ der ganze Kegelschnitt A^ 
durch A^y A^y A^y A^y welcher dem B^ in bezug auf (rfi) korrespon- 
diert, für dessen sämtliche Punkte A also gilt: 

A{A„ A,, Ä^, A) A Bt(ß„ B„ B„ B,). 

Der analoge zu ihm in bezug auf G*i) ist der Kegelschnitt 

{B^B^B^B^B{)y 

also durch die G^{B)y den wir B^^ nennen wollen. Und all- 
gemein korrespondiert dem B^ der Kegelschnitt, der in be- 
zug auf 6r/ diesem Kegelschnitt B^^ analog ist, und ebenso 

28* 
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dem -4< derjenige, welcher zu jd^^^^ (A^A^A^Ä^Ä^) in bezug 
auf G^^ analog ist. 

Man kann z. B. den ^^' auch dadurch erhalten,- daß man sich 
dem JB| auf allen Strahlen durch ihn nähert. Man ordnet einander die 
Kegelschnitte durch Ofs)(E) und Of^){B) zu, welche denselben Strahl 
in B^ tangieren; dadurch werden diese Büschel projektiv und die der 
analogen Kegelschnitte werden es auch, so daß sich eine Kurve 
4. Ordnung ergiebt, auf welcher Ai,A^,A^, die gemeinsamen Grund- 
punkte, doppelt, A^y A^ einfach sind, aber es lösen sich ^^(^^,^.3) 
ab, so daß ein Kegelschnitt bleibt, der durch A^, A^y A^y A^ geht. 

Man konstruiere femer den Punkt A^, der irgend einem Punkte 
B von Bq^ in bezug auf G^ korrespondiert, so ersieht man sofort, 
daß er jedem Punkt von Bq* korrespondiert, weil ja die Büschel aus 
allen Punkten von B^^ nach G^{B) projektiv sind. Daher korre- 
spondiert dem Aq der ganze Kegelschnitt B^^. 

Also ist: 

A,(A,, A^y A,, A,y A,) A B{B,y B„ B,, B„ B,) 

wo B jeder beliebige Punkt von Bq* ist 

Da Bi auch diesem Kegelschnitt angehört, so ist 

A,{A,y A„ A„ A,) A B, {B„ B,, B,y B,)-, 

woraus folgt, daß A^ auf A^^ liegt. Und ebenso liegt er auf 

ji^ ? • • • -^5 • 

In derselben Weise entspricht allen Punkten von A^* 

ein Punkt Bq, der auf allen B^^ liegt. 

Die lineare Konstruktion von A^ ist nach Nr. 226 die 
folgende: 

Man konstruiere an B^^ » {B^ . . . B^) in B^ die Tangente 6^, 
darauf durch A^ die Strahlen a^, a^'y für welche: 

A,{A,y A^y A,y G.y O,') A B,(B,y B„ B, y \y B,) , 

schneide o^' zum zweiten Male mit dem Kegelschnitte, der durch 
A^yA^y A^y A^ geht und in A^ die a^ berührt, in A^' und nun den- 
selben Kegelschnitt zum zweiten Male mit A^A^' in A^. Dieser 
Kegelschnitt ist der zu Bq^ in bezug auf G(S) analoge, also ^5^ 

Auf diesen analogen Kegelschnitten A^^* und B^^ sind die Punkt- 
reihen A^A^A^A^A^' und B^B^B^B^B^ projektiv, wir können ebenso 
auf ^iV . . ^4* die Punkte A^\. . . A^' entsprechend konstruieren; die 
Verbindungslinien A^A^'y. . . -^5-45' laufen in Aq zusammen. 

Wir nennen die so beschaffenen 12 Punkte 

^9 ^f ^y -^4? ^} A) 

B^y B^y B^y B^y B^y Bq 

die Hauptpunkte der eindeutigen Verwandschaft und die ihnen 
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korrespondierenden Kegelschnitte die Hauptkarven. Jede Haupt- 
kurve geht durch 5 Hauptpunkte ihrer Ebene, diejenigen, welche den 
Zeiger, den sie und der korrespondierende Hauptpunkt hat, nicht 
tragen. 

Das sechste Paar Ä^, Bq von Hauptpunkten hängt von 
den fünf gegebenen ab, und wird, weil es aus ihnen linear 
konstruiert werden kann, das linear abhängige Paar genannt; 
man nennt auch alle sechs Punktepaare sechs linear abhängige^). 
Es wird sich noch herausstellen, daß jedes von ihnen das sechste 
sein kann, wie das ja schon aus der Gleichartigkeit des Verhaltens 
der Hauptpunkte zu den Hauptkunren in jeder Ebene zu yermuten ist. 

Am einfachsten werden Ä^, B^ vielleicht durch Projektivitäten 
folgender Art definiert: 

MA, Af A. A) A B,{B„ B,, B„ B^, 
Ä,{A,, ^, ^3, A^) A B,{B,, B,, B,, JB^); 
MAy Af Af ^i) A B,(B,, B,, B„ B,\ 
MAf Af A, A) A B,(B,, JB„ B,, JB5). 

Erwähnen wir zwei spezielle Fülle, 

Bilden -4^, . . . J5; JBi, . . . JBg projektive Punktreihen auf jd^^, Bq\ 
so fallen alle fünf Kegelschnitte A^^ in Aq^^ alle fOnf B^^ in B^^ zu- 
samen, und, Aq, B^ sind zwei beliebige Punkte auf diesen Kurven. 

Aber andererseits sind ersichtlich auch jede zwei Punkte von 
A^^ und Bq' korrespondierende Punkte -4, B. 

Femer, wenn zwei vollständige Yierseite a^c^ct^a^, ^i^^s^4 ^^^~ 
liegen und die Punkte A^, . . . A^] B^, ... JB^ in die Ecken 

ö»«8> <h^i ^1^19 %*4> «»«45 hhf hhf hhf ^%K hh 

gelegt sind, so sind die sechsten Ecken a^a^yb^b^ die Punkte A^^Bq-^ 
es genügt der Beweis für b^b^- Der Kegelschnitt A^^ ist das Ge- 
radenpaar 64 o^ und ist A irgend ein Punkt auf a^ oder o^, so besteht 
die ausgeartete Projektivität: 

^(Af A> A9 A^ A) A bibi{B^yB^,B^,B^yB^) 

mit o^ und b^ oder o^ und 6, als sii^pilären Strahlen. 

Sehen wir nun zu, von welchem Ghrade diese eindeutige Verwandt- 229 
schafb der in bezug auf G^ korrespondierenden Punkte A und B ist. 
Wenn B sich auf einer Gerade b bewegt, so kommen die Kegel- 
schnitte 83* und »'* der Büschel G%){B) und Gf4)(^, die je durch B 
gehen, in eine Korrespondenz [3,2]; denn jeder 93' schneidet b in zwei 
Punkten, durch welche die entsprechenden S^' gehen. Wegen der 
Projektivität der analogen Kegelschnitte 9* und 93% W* und 93'* über- 

1) Bosanes, Journal f. Math., Bd. 88, S. 241 und Bd. 90, S. 308. 
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trägt sich diese Korrespondenz in eine gleichartige zwischen Sl' 
und %'^, und durch diese entsteht, weil die entsprechenden Kegel- 
schnitte auf einer Gerade eine Korrespondenz [4, 4] hervorrufen, eine 
Kurve 8. Ordnung, zu der jedoch die 8 Geraden A^Ä^^ ^ A> ^ A 
gehören; denn z. B. der Punkt (&, B^B^ fOhrt zu den Geradenpaaren 
(Bj J^, JBjJBJ und {B^B^y B^B^ und den analogen {A^A^/A^A^j 
{A^A^jA^A^*^ also gehört A^A^ zum Erzeugnis der %^ und %'^\ 
obwohl nun für A auf A^A^y B auf B^B^ gilt: 

A{A^yA^yA,yA:)7\B{B,yB^,B,yB;), 

A{A,yA,yA,yA,)7\B{B,yB,yB„B,\ 

so kann doch, weil AA^^ AA^, BB^^ BB^, nicht auf: 
A(Ä„ A„ A, A^, A^) A B(B„ B„ B„ B^, B,) 

geschlossen werden; wohl aber ist das der Fall fQr die Punkte A 
der restierenden Kurve 5. Ordnung und die korrespondierenden B 
auf b. Also: 

Einer Gerade der einen Ebene, etwa b in By korrespon- 
diert eine Kurve 5. Ordnung a^ in der andern A. 

Demnach ist die Verwandtschaft 5. Grades. 

Da die Gerade die 6 Hauptkurven in ^ je zweimal schneidet, 
geht a^ durch jeden der 6 Hauptpunkte A^y . . . A^, Aq zwei- 
mal und erhält durch diese 6 Doppelpunkte das Geschlecht 0, 
wie dies wegen des eindeutigen Entsprechens der Punkte von b und 
a^ notwendig ist (Nr. 163). 

Geht b durch einen Hauptpunkt, etwa B^y so bleibt, nach Ab- 
lösung der diesem entsprechenden Hauptkurve, eine Kurve 3. Ord- 
nung übrig, welche nur noch durch A^ doppelt geht, durch die 
übrigen Hauptpunkte, welche auf jener Hauptkurve liegen, nur noch 
eimnal; der eine Doppelpunkt giebt ihr das Geschlecht 0. 

Geht b durch zwei Hauptpunkte, A^y A^y so korrespondiert ihr 
eine Gerade, die B^B^- 

Einer Kurve n*" Ordnung in B korrespondiert in A eine 
Kurve 5n***' Ordnung, weil die Kurve 5. Ordnung, die einer Ge- 
rade in A entspricht, der Kurve n^' Ordnung 5n-mal begegnet. 
Die Kurve 6**' Ordnung in By die einer Gerade a von A korrespon- 
diert, muß demnach eine korrespondierende Kurve 25. Ordnung haben, 
welche aus der Gerade a und sechs doppelt zu rechnenden Kegel- 
schnitten besteht; und einem Hauptkegelschnitt entspricht eine Kurve 
10. Ordnung, welche aus den fünf Hauptkurven besteht, die den auf 
ihm gelegenen Hauptpunkten korrespondieren. 

Insbesondere wichtig ist, daß einer Kurve 3. Ordnung ß^ der 
einen Ebene, welche durch die 6 Hauptpunkte derselben 
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geht, in der andern eine ebenso beschaffene Kurve 3. Ord- 
nung a* entspricht^). 

Betrachten wir wiederum einige spezielle Falle. Wenn Ä^, A^] 230 
B^y B^ die absoluten Punkte der beiden Ebenen sind^ so sind solche 
Punkte A und B korrespondierend, für welche die Winkel A{A^y A^\ 
A(A^y -ig) den Winkeln B(B^, B^), B{B^, JR,) gleich sind (Pothenot- 
sche Aufgabe in der Geodäsie). Es sei in jede der beiden Ebenen 
ein positiver Drehsinn gelegt; dann erhalt jeder der absoluten Punkte, 
vermittelst der darstellenden absoluten Involution, einen Sinn (Nr. 78); 
es mögen dann A^ imd B^, A^ und Bf, denselben Sinn haben, also 
haben auch die gleichen Büschel A und B gleichen Siun, insbesondere 
die obigen Winkel; die Kreise durch A^, A^'^ A^, A^y als deren 
zweiter Schnitt A sich ergibt, und aus deren Punkten AL^A^y A^A^ 
unter den Winkeln B^BB^j B^BB^ gesehen werden, müssen so gelegt 
werden, daß auch der Sinn stimmt. Ist dann A zm B bestimmt, so 
kann man die gleichen Büschel A und B mit den entsprechenden 
Strahlen in zwei Weisen (von denen die eine durch die Drehung um 
180^ aus der anderen hervorgeht) aufeinander legen; die Dreiecke 
A^A^A^y B^B^B^ sind dadurch in Perspektive Lage gebracht. Ändert 
man in der einen Ebene den Sinn, ordnet also die absoluten Punkte 
in anderer Weise einander zu, so ergeben sich zwei weitere Weisen, 
die Dreiecke in Perspektive Lage zu bringen. 

Bei jeder der beiden Festsetzungen über den Sinn oder Zuord- 
nungen der absoluten Punkte erhält man den A^ durch die Bestim- 
mung, daß er so liegen muß, daß die Winkel A^{A^y A^) und 
A^(A^y A^) mit den Winkeln 5i(JB„ B^) und J^(5i, B^) in Große 
imd Sinn übereinstimmen; und ähnlich ist B^ bestimmt.^) 

In dem oben erwähnten Spezialfälle, daß A^, . , .y A^ und 
B^y , . ,y B^ auf A^^ und B^^ projektive Punktreihen bilden, entspricht 
den beiden Schnittpunkten von b mit Bq^ der ganze Kegelschnitt Aq^ und 
sondert sich also doppelt von der Kurve 5. Ordnung ab. Einer Gerade ent- 
spricht eine Gerade. Es liegt eine eindeutige Verwandtschaft 1. Grades 
vor, eine Kollineation, wie eine solche später genannt werden wird. 

Wenn die beiden Felder A und B wieder ineinander liegen, so 

führen die Gruppenpaare 6r(5) und G^^) je zu einer Kurve 4. Ordnung 
(Nr. 225). Gemeinsam sind diesen beiden Kurven die sechs Punkte 
von 6r(4,5), und die drei Punkte 

(A,J^,B^B,), (Ä,A„B^B,), (J,A,B,J?,); 
es bleiben sieben gemeinsame Punkte. 

1) Diese Kurven 3. Ordnung sind eindeutig aufeinander bezogen und beide 
vom Geschlechte 1. 

2) Cajley, Pioceed. London Math. Soc, Bd. 4, S. 896; Mathem. Papera 
Bd. 8, S. 200« 
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Es gibt daher sieben Punkte in der Ebene, welche 
gleichzeitig nach beiden Gruppen von G^ projektive Büschel 
senden. Oder unsere Gremonasche Verwandtschaft 5. Grades 
hat sieben sich selbst entsprechende Punkte. 

Wenn dann weiter B^ mit A^ und zugleich Ä^ mit B^ identisch 
ist, so gehört jeder dieser beiden Punkte zu den sieben Eoinzidenz- 
punkten; der erstere z. B., weil bei ihm Ä^A^ und B^B^ unbestimmt 
sind und der projektiven Beziehung entsprechend gewählt werden 
können. Femer rufen die projektiven Büschel der analogen Kegel- 
schnitte durch 0(B){A) und G*6)(JB) auf der Gerade A^B^ zwei kon- 
jektive Punktreihen hervor durch die veränderlichen zweiten Schnitte; 
für jede der beiden Koinzidenzen S ist: 

(£(^„ . . ., A,, A,) A fl(B„ . . ., B,, B,\ 

weil S^5 und SJB^ mit ^A^ und (Si?^ identisch sind. Für die drei 
übrig bleibenden Koinzidenzen C wird wiederum, weil die verschie- 
denen Strahlen CA^B^ und CB^A^ sich in beiderlei Sinn entsprechen, 
die Projektivität Involution. 

Wenn in einer Ebene vier Punktepaare A^B^, . . ., A^B^ 
vorliegen, so gibt es drei Punkte, aus denen sie durch Strah- 
lenpaare in Involution projiziert werden. 

Den beiden Kurven 3. Ordnung, welche zu A^B^y ^^tt ^^s 
und A^B^f -^-^s; ^4^4 gehören (Nr. 225), sind sie gemeinsam außer 
den Punkten A^, B^, i^, J?„ (^^, B^B^), {A^B^, AA)- 

Die drei Punkte sind ersichtlich die Doppelpunkte der Geraden- 
paare des Kegelschnitt-Büschels, in bezug auf welchen jl^ undf^, ... 
A^ und j?4 konjugiert sind. 

Sind J.4, J?4 die absoluten Punkte, so wird die Involution gleich- 
seitig hyperbolisch. 

Es gibt also| drei Punkte, aus denen drei Punkte- 
paare einer Ebene durch Strahlenpaare einer gleichseitig- 
hyperbolischen Involution projiziert werden. 

Nehmen wir weiter an, daß JB^, B^, B^ mit A^,A^yA^ identisch 
sind, so daß die Gruppen: 

A^ A^ A^ A^A^ 

vorliegen; dann entsprechen sich A und B involutorisch; denn eine 
Vertauschung von A und B in: 

-^(-^i; ^) -^? -^4; -^5) A -ByAiy ^} ^Z9 ^i -^4) 

ändert nichts; jeder Punkt von A^A^ ist jetzt Koinzidenzpunkt; die 
sechsten Hauptpunkte ^, B^ decken sich auch in dem einzigen 
Punkte, der nach A^, A^, A^, J.ß, A^ einen Strahlenbüschel 
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sendet; welcher zu denen projektiv ist^ durch welche A^, A^^ A^, Ä^, 
A^ aus den Punkten ihres Kegelschnitts J^^ projiziert werden. 

In den Involutionsbüscheln um die außerhalb der Koinzidenz- 
gerade A^A^ gelegenen drei Koinzidenzpunkte C gehen gepaarte 
Strahlen nach A^, A^, sich selbst entsprechende nach A^, A^, A^, Aq] 
also sind diese drei Punkte die Diagonalpunkte des Vierecks A^Ä^A^Aq, 

und -4o(A; ^) -^s) ''Börden von A^A^y -^s-^? -^1-^2 durch A^, A^ 
harmonisch getrennt^ oder A^, A^ sind die Doppelpunkte der Invo- 
lutioU; die durch die Gegenseiten des Vierecks eingeschnitten wird; 
was zur Konstruktion von A^ dient. 

Sind A^, A^ die absoluten Punkte, so ist A^ der Höhenpunkt 
von A^Al^A^. Der Büschel, der aus ihm die Ecken projiziert, ist 
gleich und ungleichsinnig mit denen, durch welche sie aus den 
Punkten des umgeschriebenen Kreises projiziert werden. 

Wird aber vorausgesetzt, daß B^ mit A^ sich deckt, hingegen 
B^, B^, j|?4, J?5 mit ^3, A^y A^, A^, so daß die Ghruppen sind: 

A^A^A^A^A^ 

dann ist auch die Beziehung involutorisch. Hier besteht aber eine 
Koinzidenzkurve 3. Ordnung, diejenige, aus deren Punkten A^A^y -^^r^} 
A^A^ durch Strahlenpaare in Involution projiziert werden; auf ihr 
ist A^ Doppelpunkt. 

Der Punkt (A^A^, A^A^) ist ein außerhalb dieser Koinzidenz- 
kurve gelegener Koinzidenzpunkt. 

Es seien die beiden Kegelschnitte durch A^, A^j A^y A^, bzw. 
A^, A^, A^, A^ konstruiert, die zu A^^ analog sind; ist dann a die 
Tangente an ^^^ in ^, so vereinigen diejenigen an jene sich in den 
Strahl a', welcher ihr in der Involution A^(A^, A^] A^, A^) gepaart 
ist. Der sechste Hauptpunkt A^ liegt daher, als vierter Schnitt der 
beiden Kegelschnitte, unendlich nahe neben A^ auf a\ 

Es sei 31 der zweite Schnitt von a mit Aq*, so ist: 

Sl(-4i, A^y A^, A^, J.5) A -4o(-^> -^» ^} -^» -^4); 

diese Perspektiven Büschel werden von A^A^y -^4-^6 involutorisch ge- 
schnitten; also liegt ihr Schnittpunkt, das involutorische Zentrum, 
auf dem gemeinsamen Strahle a =^ A^^A-^^ oder a geht durch 

Wenn aber die Punkte -4^, . . ., ^ auf A^ so li^en, daß 
Al^A^, A^A^y A^A^ in Involution sind, dann ist a Doppelstrahl der 
Involution A-^(A^, A^-^ A^, A^), vereinigt sich mit a' und geht durch 
{Al^A^, A^A^). Jetzt werden A^A^, A^A^y -^a^ *^8 jedem Punkte 
des Aq* involutorisch projiziert, also gehört dieser Kegelschnitt zur 
Koinzidenzkurve 3. Ordnung. Der andere Bestandteil, der noch durch 
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den Doppelpunkt J^ gehen muß, ist die Axe der Involution auf ^q'; 
denn aus jedem Punkte derselben wird ja die krumme Involution 
durch eine Strahleninvolution (immer zwei Paare durch dasselbe 
Paar) projiziert (Nr. 113). 

Sind Ä, B zwei beliebige Punkte von A^y so ist: 

A{A^, ^1 ^z> A, A) A B{Äi, . . ., ^5) A B(Ä^, Ä^, A^, ^5, ^J; 

also sind im vorliegenden Falle in der eindeutigen Yerwandtschaft 
beliebige zwei Punkte von A^^ = B^* korrespondierend; daher ergibt 
sich wie oben eine Kollineation. 

Zu jedem Punkte Ä liegt der korrespondierende B auf der Ge- 
rade nach dem Koinzidenzpunkte {A^A^j A^A^^ harmonisch getrennt 
durch diesen Punkt und die Koinzidenzgerade; denn bei dieser Lage 
werden die Büschel A{A^, A^, A^, A^, A^) und B(A^, A^, A^, A^, A^ 
dadurch projektiv, daß sie perspektiv sind mit dieser Gerade als Axe. 
Unsere Verwandtschaft ist diejenige, welche wir später involutorische 
Homologie nennen werden. 
231 Wir kehren zum allgemeinen Falle zurück und steigen zu sechs- 

punktigen Gruppen auf: 

B^B^B^B^B^Bq. 

Ein beliebiger Punkt hat im allgemeinen keinen korrespondierenden. 
Es wird 00^ Paare korrespondierender Punkte geben ^ welche zwei 
Kurven in A und B erfüllen. Die Punkte von G^ gehören ersicht- 
lich je zu der betreffenden Kurve^ denn z. B. dem B^ korrespondiert 
auch in bezug auf G^ der nämliche Punkt Ay der ihm in bezug auf 

(7(1) korrespondiert. Daraus erhellt auch, daß diese Punkte den 
Kurven einfach angehören. 

Wir bilden die beiden Gruppenpaare G^e) und (t(4,6)- Einer Ge- 
rade b in. B korrespondiert in bezug auf G{^) eine Kurve 5. Ord- 
nung a^y einem Punkte B' von b also ein Punkt A von a^ und diesem 
in bezug auf (7(4,5) ein Kegelschnitt durch B^y B^, B^, B^, welcher b 
in zwei Punkten B^' schneidet. Einem B" von b korrespondiert in 
bezug auf 6(4,6) ^i^ Kegelschnitt durch A^, A^, A^, A^, welcher mit 
a*, außer A^, A^y A^, noch vier Punkte A gemein hat, deren (in be- 
zug auf (7(6)) korrespondierende auf b die dem B' zugeordneten B^ sind. 

Die so entstandene Korrespondenz [4, 2] auf b hat 6 Koinzi- 
denzen; zu ihnen gehören die Schnitte mit B^B^, B^B^, B^B^. Der 

korrespondierende zu (b, B^B^ in bezug auf (7(6) liegt auf A^A^ 

(Nr. 229), also in deren letztem Schnitte mit a^, und diesem Punkte 

von A^A^ korrrespondiert in bezug auf (7(4,5) der Punkt (6, B^B^, 

Ist B eine der drei übrigen Koinzidenzen und A der auf a^ kor- 
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respondierende Punkt, der^ wegen der Koinzidenz, demselben B auch 
in bezng auf G^(4,5) korrespondiert^ so ist sowohl: 

Ä{A„ A^, Ä,, A„ A^) A B{B^, B,, B,, B,, B,l 

als auch: 

Ä(A„ A,, J,, J,) A B(B^, B,, B„ B,), 
daher: 

MA) ^7 Af A> ^} A) A B(Bif B^, B^f B^, ^, Bj), 

weil drei Paare entsprechender Strahlen übereinstimmen. 

Somit haben wir auf b drei Punkte gefunden^ welche einen kor* 
respondierenden in bezug auf 6r* haben. 

In bezug auf zwei sechspunktige Gruppen 6r* gibt es in 
den beiden Ebenen JyB zwei Kurven 3. Ordnung a^, b^, deren 
Punkte so eindeutig zugeordnet sind, daß aus korrespon- 
dierenden Punkten Ä, B nach den Gruppen von G^ projek- 
tive Büschel gehen. 

Sie haben beide das Geschlecht 1. 

Jede von ihnen geht durch die sechs Punkte der be- 
tre£Fenden Gruppe; sie geht aber auch durch die sechsten 
Punkte von A, B, welche zu den sechs Paaren fünfpunk- 
tiger Gruppen in 6r* gehören. 

Zu 6r(^ mögen Äq^ B^^ als sechste Punkte gehören. Z. B. dem 
A^ Q korrespondiert in bezug auf G(ß) ein Kegelschnitt Bo,6 derartig, 
daB die Punktreihe B^, B^, B^, B^, B^ auf ihm zum Büschel 

projektiv ist; bestimmt man also in ihr B^' dem Strahle A^^A^ ent- 
sprechend, so liefert der Strahl B^B^' in seinem zweiten Schnitte 
mit Bo,6 den Punkt, welcher dem A^^^ auch in bezug auf G^ kor- 
respondiert: er ist der sechste Schnitt der b^ mit ^o,6 außer 

In bezug auf G{ß) entspricht der Gerade B^B^ äie A^A^, also 
korrespondieren in bezug auf G^ die dritten Schnitte derselben mit 
a», b\ 

Die Kurven a', b^ sind in bezug auf (r(^ korrespondierende 
Kurven a*, ß^ durch die Punkte G^i){A), G^o^B) und die zugehörigen 
sechsten Punkte ^ „ JB^^, (Nr. 229). 

Nachdem das Hauptergebnis für sechspunktige Gruppen fest- 232 
gestellt ist, kehren wir nochmals zu fünfpunktigen Gruppen 
zurück. Wir fanden, daß einer Kurve 3. Ordnung «• durch A^, ..., A^, A^ 
eine Kurve 3. Ordnung ß^ durch B^, . . ., B^, B^ korrespondiert. 

Es seien Ä, A^ Ä drei Punkte auf «•, Bj B die den Ay Ä auf 
ß^ entsprechenden; in den projektiven Büscheln A und j?, A' und B 
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entsprechen den Strahlen Ä%, Ä'% zwei Strahlen von B, Sj deren 
Schnitt 93 sei. Zu den beiden sechspunktigen Grruppen ^i, . . .^ ^, %; 
^1, . . ., JBj, S, welche S^* heißen mögen; gehören nach dem Voran- 
gehenden die Kurven a', 6', auf denen A, A\ B, Bf liegen. Also 
gehen a* und ä* beide durch A^^ . . ,y Ä^^ A^^ %y A, A' und sind, weil 
diese drei letzten Punkte beliebig auf o? gewählt sind^ identisch; 
demnach vereinigen sich auch /3' und h^ in eine Kurve^ diejenige, 
welche jener in bezug auf Q^ korrespondiert. Folglich liegt 93 auf 
/5', weil auf 6*. 

Punkte Ay B von a*;j5*, welche in bezug auf G^ korrespondierend 
sind; sind; weil auf ä\ h^ gelegen; auch korrespondierend^ in bezug 
auf 6r®; und umgekehrt; korrespondierende in bezug auf G^ auch in 
bezug auf G^, Da sie jenes sind; so gehen in ihren Büscheln ent- 
sprechende Strahlen nach Sl, iB. 

Wenn bei zwei fflnfpunktigen Gruppen a* und /J' korres- 
pondierende Kurven 3. Ordnung durch die Hauptpunkte A^, . . . 
A^y A^, bzw. JB|, . . . JB5; jBq und Aj A\ A" . . ., B, B\ B , . . . kor- 
respondierende Punkte auf ihnen sind; ferner % ein fester 
Punkt aufa'; so laufen die Strahlen in f; Jß';... welche in den 
Projektivitäten um korrespondierende Punkte den Strahlen 
von A, A\. , , nach % entsprechen; alle durch denselben Punkt 
93 von ^'. Solche Punkte %, 93 mögen homologe Punkte auf a\ 
ß^ heißen. Die beiden Kurven a^, ß^ stehen also auf zwei ver- 
schiedene Weisen in eindeutiger Beziehung ihrer Punkte; 
das eine Mal sind zugeordnet korrespondierende Punkte A, B, 
solche, die nach den Gruppen von G^ projektive Büschel senden; 
und in diesen Projektivitäten entsprechen sich auch Strahlen 
aus korrespondierenden Punkten nach homologen Punkten; 
das andere Mal sind homologe Punkte % 93 zugeordnet. 

Feste homologe Punkte sind A^y B^] , . . A^, B^. Sonst sind die 
homologen Punkte beweglich. Während nämlich jedem A nur ein 
B korrespondiert; welches auch die durchgehenden korrespondierenden 
Kurven a^, ß^ seien (es gibt 00* Paare), ändert sich zu einem 91 der 
homologe 93 je nach der durchgehenden Kurve 3. Ordnung a\ 

Seien A, B korrespondierend und ^, 93 homolog auf a'; ß^, so 
sind die dritten Schnitte Ä', 93' von ^Ä und a», JB93 und ß^ gleich- 
falls homolog. Denn der homologe zu B wird; bei der beliebigen 
Lage von %; nicht der dritte Schnitt W von A% sein. Sind femer 
A'y B' korrespondierend auf a', /5', so geht von den Strahlen von B\ 
die den Strahlen Ä%, A'W entsprechen; und wie diese verschieden 
sind; der eine nach 93; dem homologen Punkt zu %, der andere muß 
sich mit j?9393' auf der ß^ treffen; also muß er durch den dritten 
Schnitt 93' gehen, wodurch derselbe homolog zu SC wird; B ist es 
ja nicht. 
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Insbesondere entsprechen den Tangenten ans J. an a' die Tan- 
genten aus B an ß^ nnd die konstanten DoppelverhältnisBe der beiden 
Kurven sind gleich. 

Wir wissen^ A-^o? ^i^o ^^^^ korrespondierend in bezug auf G\ 
weil sie Hauptpunkte mit denselben Zeigern verbinden. Es seien 
Af B die dritten Schnitte dieser Geraden mit korrespondierenden 
Kurven a^, ß^, also sind sie korrespondierend; A^, B^ sind homolog, 
folglich auch A^, Bq. Daher stellen sich auch diese Punkte 
Aq^ Bq als feste homologe Punkte heraus. In allen projek- 
tiven Büscheln um korrespondierende Punkte Ä, B für O^ 

gehen entsprechende Strahlen nach A^ und B^, 

te 

Dem A^ korrespoodieren alle Punkte B des Kegelschnitts 
{B^ . . . B^B^y dem Strahl A^A^ entspricht daher der Strahl BB^^y 
d. h. A^ ist der sechste Hauptpunkt in A^ der zu den beiden Gruppen 
A^ . . . A^A^y ^ . . . J5^ J?o geliört, und B^ der in B, Damit ist erkannt, 
daß jedes Paar homologer Hauptpunkte aus den fünf andern 
in gleicher Weise hervorgeht. 

Wir kehren wieder zu G^ zurück. 

Durch die sieben Punkte A^y, . ,A^y A^{=: A^^^y A^ gehen c»* 

Kurven a^y die ihnen in bezug auf (r.^. korrespondierenden ß^ gehen 

durch B^y . , .B^y Bq und den Punkt B^', der dem A^ korrespondiert, 
oo^ unter diesen ß^ gehen durch B^ und die ihnen korrespondierenden 
durch A\y welcher dem B^ korrespondiert. Bei diesen oo^ Paaren 

in bezug auf G^^. korrespondierenden Kurven a^, ß^ hat A^ im all- 
gemeinen einen von B^ verschiedenen homologen Punkt; dasjenige 
Paar, bei dem er in B^ fäUt, ist das Paar a^, ¥, das in Nr. 231 für 
G^ gefunden wurde. 

Wie wir zu zwei korrespondierenden Kurven a*, ß^, die zu G^ 
gehören, ein Paar A^B^ ermitteln können, so daß diese Kurven die 
a^y b^ für die dann entstandene G^ sind, haben wir oben gefunden. 
Zwei homologe Punkte auf ihnen (oben % 93) führen als ^, B^ zum 
Zdele] und wir haben oo^ solche Paare. Das stimmt mit den (x>^ 
Paaren von Punkten in Ay B und den oo* Paaren korrespondierender 
Kurven «*, /5'. 

In den projektiven Büscheln um A^^ B^ muß dem Strahle B^B^ 
der Strahl A^A^ entsprechen, d. i die Tangente in ^ an a*, so daß, 
weil B^ linear konstruiert werden kann, wir auch diese Tangente linear 
konstruieren können und so samtliche Tangenten an a', V in den 
Punkten von (?•. 

Wenn % ein Punkt auf a^ ist, so laufen in den projektiven Büscheln 
um die korrespondierenden Punkte A, B auf a', V die Strahlen des 
By die den Strahlen A% entsprechen, alle durch denselben Punkt 93 
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von b^j weil eben a' nhd b^ korrespondierende Kurven a^, ß^ in bezog 
auf G^^ oder aUgemein G^^ sind^). 

Auf a^, b\ die zu 6r* gehören, kann ersichtlich jedes Paar homo- 
loger Gnmdpunkte Ä^^ B^ durch ein beliebiges Paar homologer Punkte 
9[; 99 ersetzt werden. 

233 Jetzt gehen wir zu siebenpunktigen Gruppen: 

Es seien a,' 6 * , die zu (?.! gehörigen Kurven, a * 6 ' die zu G^^ 
gehörigen, so haben a,^. uitd a^^. zunächst die sechs Punkte^, A^ . . . A^^ 
A^y wo Jq zu Gi^i) gehört, gemeinsam, also noch drei Punkte, jeder 
von ihnen hat in bezug sowohl auf (r.l als auf (r.i denselben korres- 
pondierenden Punkt, den einzigen, der ihm in bezug auf G^,.^ korres- 
pondiert; dieser ist dann einer der übrigen gemeinsamen Punkte von 
bt. und b?^. und korrespondiert ihm auch in bezug auf 6r^. 

In bezug auf zwei siebenpunktige Gruppen gibt es drei 
Paare korrespondierender Punkte, welche nach ihnen projek- 
tive Büschel senden. 

Der Nachweis der Existenz dieser drei Punktepaare heißt 
das Problem der ebenen Projektivität (Homographie) im 
engern Sinne*). 

Diese drei Punktepaare haben in der Photegrammetrie Bedentang 
gewonnen*). 

Wenn das siebente Paar A^y Bj aus homologen Punkten S(, 9 
auf den zu 6r* gehörigen Kurven a', 6* besteht, so gibt es zu 6r^ oo* 
korrespondierende Punkte. 

Befinden sich wiederum die absoluten Punkte in den Gruppen an 
homologen Stellen, so liegen gleiche Büschel vor. 

Bei G^ gibt es also drei Paare von Punkten, aus denen die 
beiden Gruppen durch gleiche Büschel projiziert werden; ent- 
sprechende Strahlen gehen nach den sechsten Punkten A^, B^ 

234 Die Ermittelung dieser drei Punktepaare ist im allgemeinen eine 
kubische Aufgabe und daher nicht mit Zirkel und Lineal zu leisten. 

Es gibt aber einen interessanten Fall, wo das eine Paar 
unmittelbar bekannt ist und die Aufsuchung der anderen 



1) Diese Ergebnisse von Nr. 232 rühren größtenteils von mündlichen 
teilnngen Hirsts aus dem Jahre 1876 her. 

2) Jonqni^res, Noxiv. Annales, 1. Ser., Bd. 17, 8. 899; Gremona, ebenda, 
Bd. 20, S. 452; Hesse, Jonm. f. Math., Bd. 62, S. 188; Sturm, a. a. 0. 

3) Finsterwalder, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Yereinigimg, 
Bd. 6, zweites Heft, S. 1. 
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Paare eine quadratische Aufgabe wird. Die beiden Gruppen 
von ö^ mögen sich als Projektionen von sieben Punkten Cj, . . . C, aus 
zwei Punkten P, Q auf dieselbe Ebene E ergeben; die beiden Projek- 
tionen Äfy B^ von Cj liegen dann stets mit der Spur 8 von PQ m 
gerader Linie. Aus diesem Punkte S werden die beiden Gruppen 
durch den nämlichen Strahlenbüschel projiziert; also repräsentiert S 
zwei vereinigte korrespondierende Punkte, etwa Ä" und B'"; und es 
sind noch A\ JB'; A", B" zu konstruieren. 

Es sind also Ä und Ä' die beiden weiteren Schnitte der Kurven 
a^J. und a^^y außer A^j . . . Ä^, A^, 8. Von jeder der Kurven a^J^ und 
a.t. lassen sich leicht noch zwei weitere Punkte konstruieren, z. B. 
die sechsten Punkte A^^, A^^y die zu 6^(1^7^ ^(2,7) gehören, bzw* zu 
(rAy O.^^y je nachdem es sich um a^,^ oder a^*^ handelt. 

Wir haben in Nr. 227 gelernt, für eine durch neun Punkte gegebene 
Kurve 3. Ordnung den Gegenpunkt zu vier von diesen Punkten zu 
konstruieren, und gefunden, daß die Gegenpunkte auf zwei kubischen 
Kurven zu vier ihrer gemeinsamen Punkte auf dem Kegelschnitte durch 
die fClnf andern liegen. Seien also G^^ und G^^^ die Gegenpunkte zu 
A^, A^j A^j A^, so liegen sie mit A^, A^j 8, A\ Ä' auf einem Kegel- 
schnitte; und sind G(7), (rj) die zu J-j, -4,, -4s, A^ gehörigen Gegen- 
punkte, so befinden diese sich mit -4^, A^j S, J.', Ä' auf einem Kegel- 
schnitt. Daher sind die gesuchten Punkte -4', Ä' die beiden weiteren 
Schnitte der Kegelschnitte (-4^, S, -45, G^y^j G^^^ und (A^, 8, -4^, 6r(*), G*6)\ 
außer A^ und 8, also in bekannter Weise (Nr. 128) zu konstruieren. 
B', B" gewinnt man dann einfacher als die korrespondierenden Punkte 

in bezug auf Cr,^«. 

Die beiden projektiven Ebenenbüschel P-4' und PJB' senden dann 
nach den A^ und ij,, also da {PA^j QB^) = C, ist, nach C^ entsprechende 
Ebenen, und wir erhalten, wenn A\ B" und dann auch A"y B" reell 
sind, die Fläche 2. Grades, welche durch P, Q und die 
sieben C^ bestimmt ist, erzeugt durch die eine Begelschar, 
zu deren Leitschar P-4', QB' gehören, und die Büschel P-4", 
QB'' liefern die andere Begelschar. 

Sind freilich A\ B'] A", B" nicht reell, so gelangt man zu 
einer nicht reellen Erzeugung einer reellen Fläche 2. Grades mit 
nicht reellen Begelscharen. 

Wenn fünf Punkte C^ . . . Cg auf einem Kegelschnitte jK" liegen, der 
dann der erzeugten Fläche angehört, so projiziere man auf diese 
Ebene, so daß die Projektionen dieser fünf Punkte sie selbst sind. 
Auch die gesuchten Punkte A, B müssen dem K angehören und so auf 
ihm liegen, daß sowohl AA^ und BB^y als -4-4^, BB^ sich auf K 
schneiden. Es ist daher (Nr. 129) dem K ein Viereck AG BD so 



368 n. § 85. Das Problem der ebenen Projektivität. 

einzubeschreiben^ daß AC durch A^, CB durch B^, BD durch B^^ 
DA durch ^ geht. Es gibt zwei solche Vierecke und daher zwei 
Paare A',B% Ä'B'\ 

Sind bloß acht Punkte gegeben: P; Q, G^, . . . G^y so ergeben 
sich durch die Projektion in E zwei sechspunktige Gruppen mit zwei 
Kurven a^, b\ Jedes Paar korrespondierender Punkte Ay B auf diesen 
Eurren liefert dann eine Fläche 2. Grades durch die acht Punkte. S 
liegt auf beiden Eunren^ % S3 seien zwei homologe Punkte auf a^^ &'; 
nach ihnen gehen in allen korrespondierenden Büscheln A, B ent- 
sprechende Strahlen^ also auch in den identischen Büscheln S^ so daß 
zwei homologe Punkte %, S3 stets mit 8 in gerader Linie liegen. 
Daraus folgt, daß P^ und Q93 sich schneiden: in S; und dieser 
Punkt (& liegt auf der Schnittlinie der entsprechenden Ebenen PA^, 
QB^y also auf der durch die projektiven Ebenenbüschel PA, QB 
erzeugte Fläche 2. Grades, und so auf allen Flächen 2. Grades durch 
die acht Punkte. Die Kurven a^, h^ sind die Projektionen, aus P, Q, 
der Baumkurve 4. Ordnung, die den Flächen gemeinsam ist und durch 
die Punkte S entsteht 

Ein Strahl durch S m E enthält zwei Paare homologer Punkte 
«, JB; «', 93', und die Ebene aus PQS die vier Punkte P, Q, (P«, 
Q93),(P9t',Q930 der Raumkurve. Also haben alle Flächen 2. Grades 
durch acht Punkte eine Raumkurve 4. Ordnung gemeinsam 
und bilden einen Büschel. 

Die Verbindungslinie korrespondierender Punkte A, B auf a', h^ 
umhüllt eine Kurve 5. Klasse. Denn diese Punkte rufen in jedem 
Strahlenbüschel von E eine Korrespondenz [3,3] hervor; von den 
Koinzidenzen geht eine nach 5; die andern beweisen die genannte 
Klasse. Im Kontinuum muß eine durch 8 gehende Gerade, welche 
die Verbindungslinie 88 ist, bei der Kurve verbleiben; die vier übrigen 
Tangenten aus 8 fahren zu korrespondierenden Punkten A, B, die 
mit 8 in gerader Linie liegen; folglich schneiden sich PA und QB;, 
und wir kommen so zu den vier Kegeln des Büschels. Noch 
einfEUiher ergeben sich die mit 8 in gerader Linie liegenden A, B 
durch die Korrespondenz [2, 2], die im Büschel 8 selbst durch die 
nach korrespondierenden Punkten gehenden Strahlen entsteht. 

Die beiden Punkte A', A\ welche mit ihren korrespondierenden 
B'y B"je die nämliche Fläche des Büschels liefern, stehen in einer ein- 
deutigen Beziehung auf a'; als Spuren der beiden Geraden PA', PA" 
dieser Fläche, welche sich in P schneiden, liegen sie in einer Gerade 
mit der Spur der Tangente in P an die Grundkurve des Büschels, 
welche auf a* liegt. Der Strahlenbüschel um einen Punkt einer Kurve 
3. Ordnung bringt ersichtlich eine eindeutige involutorische Korres- 
pondenz auf der Kurve hervor, in der die beiden weiteren Schnitt- 
punkte eines Strahles des Büschels zugeordnet sind. Der Träger ist 
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aber nicht unikursal und die Korrespondenz hat nicht zwei, sondern 
vier Koinzidenzen, nämlich die Berührungspunkte der von dem Punkte 
kommenden Tangenten, in unserem Falle die Punkte Ä, die zu den 
Kegeln des Büschels fähren, bei denen ja jene Geraden PÄ\ PA" 
sich vereinigt haben. Diese eindeutigen involutorischen Korrespondenzen 
auf einer Kurve 3. Ordnung werden wir später zentrale Involutionen 
nennen. 

Sind nur sieben Punkte gegeben: P, Q^ C^y * - - Q^ so daß in 235 
£sich zwei fün^unktige Gruppen ergeben, so haben wir oo' Paare korres- 
pondierender Punkte A, B, und oo^ Flächen 2. Grades. In allen pro- 
jektiven Büscheln A, B gehen entsprechende Strahlen nach den 
sechsten Punkten A^, Bq, also auch in den identischen Büscheln 
8y so daß A^, Bq mit S in gerader Linie liegen und die entsprechenden 
Ebenen PAA^, QBB^ ihre Schnittlinie durch den Punkt Co« (P^, QB^) 
schicken. Er ist allen Flächen 2. Grades gemeinsam, welche 
durch die sieben Punkte gehen, der achte assoziierte zu ihnen. 
Da Aq, Bq linear aus A^^ . . . A^] B^, , . , B^ zu konstruieren sind, so 
haben wir damit eine lineare Konstruktion dieses achten asso- 
ziierten Punktes C^ aus den sieben gegebenen P, Q, C^, , . , C^: 
ein viel behandeltes Problem^). 

Man nennt das System dieser Flachen ein Flächennetz 2. Ordnung 
und die acht assoziierten Punkte seine Grundpunkte. 

Eine Gerade in E durch S begegnet sich mit der ihr entsprechen- 
den Kurve 5. Ordnung (Nr. 229), außer in 5, noch viermal; das be- 
weist, daß es auf ihr vier Paare korrespondierender Punkte gibt. 
Die Büschel PA, QB erzeugen wiederum Kegel; und wir erhalten in 
jeder Ebene durch PQS außerhalb dieser Gerade vier Spitzen von 
Kegeln des Flächennetzes. Nun gibt es (Nr. 206) eine durch (7^, 
^8? • • - Q gehende kubische Raumkurve, welche die Gerade PQ 
zweimal schneidet; die Kegel 2. Grades, welche sie aus den beiden 
Schnittpunkten projizieren, gehen durch alle sieben (bzw. acht) Grund- 
punkte des Netzes. So ergibt sich die 6. Ordnung der Kegel- 
spitzen-Kurve des Netzes. 

Lassen wir noch einen Punkt &llen^ so daß wir nur sechs haben: 
^y Qj C^, . . . C^ SO sind die Büschel der Kegelschnitte in E mit den 
Orundpunkteu A^, . . . A^, B^, , . . B^ projektiv, so daß analoge Kegel- 
schnitte einander entsprechen; folglich gilt dies auch für die Kegel- 
büscbel aus P, Q, die über ihnen stehen. Jeder Punkt eines Kegel- 
schnittes des einen Büschels korrespondiert jedem des analogen; in 
jedem Punkte der Schnittkurve zweier analogen Kegel trefiPen sich 
korrespondierende Axen PA, QB] er ist die Spitze des durch ihre 
Ebenenbüschel erzeugten Kegels 2. Grades. Die Fläche 4. Ordnung, 



1) Vgl. z. B. Jonmal f. Math. Bd. 99. 

Sturm, Oeometr. Verwandtoohaften. L 34 
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welche durch die beiden Eegelbiüschel entsteht, ist daher der Ort 
der Spitzen der Kegel 2. Grades durch die gegebenen sechs 
Punkte^). Die acht Grundkanten der beiden Kegelbüschel; also (weil 
die Bevorzugung von P, Q willkürlich ist) alle fünfzehn Ver- 
bindungslinien liegen auf ihr. Die vier Punkte 0^, . . . C^, beiden 
Basen des Büschels gemeinsam, sind Doppelpunkte des Erzeugnisses 
(Nr. 171); daher sind die sechs gemeinsamen Punkte Doppel- 
punkte der Kegelspitzen-Fläche. 

Zieht man an jede kubische Raumkurve durch fünf von den 
Punkten aus dem sechsten die Doppelsekante, so haben wir zwei 
Kegel 2. Grades aus den beiden Begegnungspunkten, welche die Kurve 
projizieren und daher auch die Doppelsekante enthalten; sie gehen 
demnach durch alle sechs Punkte, und ihre Spitzen liegen auf unserer 
Flache, und weil auch zu jedem Strahl durch den sechsten Punkt 
eine kubische Raumkurve durch die fünf Punkte gehört, für die er 
Doppelsekante ist, so stellt sich unsere Fläche heraus als Ort 
der Schnittpunkte der kubischen Raumkurven durch fünf 
von den sechs Punkten mit je der aus dem sechsten kommen- 
den Doppelsekante. 
236 Wir sind jetzt in der Lage, die beiden noch aufgeschobenen 

Probleme der Trilinearität (Nr. 214) zu erledigen. 

Es seien nunmehr ein neutrales Paar /ST' und fünf Tripel 
gegeben: ÄÄ'A'% . . . EE'E'\ Von den Strahlenbüscheln in der 
beliebig gegebenen Ebene können wir nur zwei geben: F, V\ wo 
dann wieder VV zugleich s, ( ist. Wir ziehen a, & durch F, a\ V 
durch V und bestimmen c, d, e] c', (f, e so, daß: 

sabcde A SABCDE, HaVdSe A TÄB'CD'E'. 

Sind dann 9[, . . . S die Schnitte aa, . . ., ee\ so ist der Scheitel 
V" des dritten Büschels der eindeutig bestimmte Punkt (Nr. 226)^ 
für den: 

r\% », 6, 2), ®) A A'B''C'D"E% 

und damit ist auch die Projektivität von V" zu u' gegeben, jede 
drei konkurrente Strahlen von F, F', V" liefern ein Tripel von {uuu") 
und wird VV" mit <, s", V'V" mit s, f bezeichnet, so sind die 
diesen Strahlen in den ProjektiviiÄten korrespondierenden Elemente 
Ty 8", 8\ T" die weiteren singulären Elemente. 

Etwas umständlicher ist der letzte Fall, wo sieben Tripel ge- 
geben sind; er läßt sich nicht mit Hilfe einer einfacheren Hilfstrili- 
nearität behandeln (Nr. 213). Die sieben Tripel seien AA! Ä\ ,,.QG' G". 



1) Längere Zeit, bis etwa 1860, hat man die knbisclie Ranrnkurve, welche 
durch die sechs Punkte bestimmt ist, fflr den Ort der Spitzen der Kegel 2. Grades 
durch sie gehalten; z. B. Chasles, Aper9u historique, Note 88. 
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Wir nehmen zunächst die sechs ersten; sie bestimmen eine Tripelreihe 
iZyi, die einem Büschel von Triünearitaten gemeinsam ist (Nr. 215), 
dem auch die gesuchte Trilinearitat T angehört. Als Konstituenten 
dieses Büschels wollen wir folgende beiden Trilinearitaten nehmen; 
die eine T^ ist bestimmt durch die fünf Tripel AA'A'\ . . . EE'E'' 
und hat FF' zum neutralen Paare, die andere T^ soll die fünf Tripel 
ÄÄ'Ä'\ . . . BND'\ FF'F" enthalten und FE' als neutrales Paar haben. 
Beide können wir nach der vorangehenden Aufgabe beliebig vervoll- 
ständigen; haben dann zu jedem Elemente eines der drei Gebilde die 
beiden in diesen Trilinearitaten zugehörigen Projektivitaten und 
können, quadratisch, die beiden gemeinsamen Paare entsprechender 
Elemente konstruieren, d. h. die beiden Paare, welche jenes Element 
zu Tripeln der Reihe iZ^^i ergänzen; oder wenn das eine Tripel schon 
ganz bekannt ist, so kann man das ergänzende Paar des andern linear 
konstruieren (Nr. 215). Wir nehmen z. B. das Tripel AA Ä' der Reihe 
B^ ^ und konstruieren, linear, das zweite Tripel AÄ^Ä\ derselben, 
zu welchem A gehört, xmd ebenso das zweite Tripel BS^JBf\y zu 
welchem B gehört. 

Jetzt bestimmen wir durch die sechsTripel^^'^",.. . jEjB'£", GO'G" 
eine zweite Reihe iZ^ ^ und in ihr die zweiten Tripel, zu denen A und 
B gehören: AÄ^A\y BB\B'\. Weil auch diese Reihe JBj^ sich in 
1 befindet, so gehören alle diese Tripel zu T und wir haben die 
Projektivitaten zwischen u' und u\ welche zu A und B gehören: 

A Ai A^ /\ A Ai A^ , 

BB^'B^' A B"B^"B^". 

Damit ist unsere Aufgabe zurückgeführt auf die in Nr. 214 
behandelte, bei welcher die Trilinearitat durch die Projektivi- 
taten zwischen zwei der Gebilde, welche zu zwei Elementen 
des dritten gehören, und ein Tripel bestimmt wird^). 

Im Anschluß an Nr. 210 erwähnen wir noch: 

Es liege eine Kurve 3. Ordnung vor: mit den nicht assoziierten 
neun Punkten U, U\ U'\ Ay...F] die Tripel aus J7, ü\ U" nach diesen 
sechs Punkten bestimmen (Nr. 213) oo^ Trilinearitaten; allen ist die 
Kurve 3. Ordnung als Ort von Konkurrenzpunkten von Tripeln 
gemeinsam. Wird ein siebentes Tripel mit einem Konkurrenzpunkte 
gegeben, der nicht der Kurve angehört, so entsteht die durch die 
Scheitel völlig bestimmte spezielle Trilinearitat, bei welcher alle Tripel 
konkurrent sind; sie gehört also zu jenem System von Trilinearitaten. 

Wenn aber die neun Punkte U, . , . F assoziiert sind, so ergeben 
sich oo' Trilinearitaten, zu jeder Kurve des Büschels oo^. 

1) London, Math. Annalen, Bd. 44, S. 402. 

24* 
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§ 36. Der tetraedrale Komplex und das Problem der räumliclien 

Projektivität 1). 

237 Dies Problem bestellt darin^ wenn im Baume, oder besser^ 

in zwei Bänmen A und E, zwei Gruppen von gleich vielen 
und entsprechend zugeordneten Punkten gegeben sind, kor- 
respondierende Geraden a und h aufzusuchen^ von denen 
nach ihnen projektive Ebenenbüschel gehen. Dazu müssen 
wir uns zunächst über die durch Strahlen erzeugten Orter etwas 
orientieren. 

Während es im Räume nur oo' Punkte und c»'* Ebenen gibt, 
sind cx)^ Geraden vorhanden: zu jedem der oo^ Strahlen eines Bündels 
cx)^ Parallelen; wenn wir also bei den Punkten und Ebenen nur 
rter 1. und 2. Stufe haben: Kurven und Flächen als Orter als 
Punkten, Torsen und Flächen als Orter von Ebenen, führen die 
Strahlen zu Örtern 1., 2., 3. Stufe: Regelflächen, Kongruenzen 
und Komplexe, welche beiden letzteren Namen durch Plückers 
Liniengeometrie eingeführt worden sind. Sie entstehen durch Strahlen, 
denen 3, 2, 1 Bedingungen auferlegt sind. 

Es seien vier Punkte A^^ Ä^, Ä^, Ä^ im Räume gegeben; 
gesucht werden solche Geraden, von denen nach ihnen 
Ebenenwürfe gehen, die ein gegebenes Doppelverhältnis 
haben oder die einem gegebenen Wurfe W^^ ct^C^Oja^ projektiv 
sind. Damit wird den Geraden nur eine Bedingung auferlegt, sie 
müssen daher einen Komplex bilden, mit dem wir uns zunächst 
beschäftigen wollen. 

Neben diese Aufgabe tritt die duale: Es sind vier Ebenen 
Oj, Og, Og, a^ gegeben; welches ist der Komplex der Strahlen, 
die von diesen Ebenen in Punktwürfen von gegebenem Dop- 
pelverhältnisse geschnitten werden? 

Steiner hat diese Fragen — in erster Linie die letztere — im 
Anhange der Systematischen Entwickdung (1832) in Nr. 15*) gestellt, 
freilich in der Form, daß er nach der Fläche fragte, welche von den 
Geraden berührt wird, indem er vermutlich des Glaubens war, daß in 
einer dreifachen Unendlichkeit von Strahlen immer der Inbegriff der 
Tangenten einer Fläch«, ein „Tangentenkomplex% vorliege; was nicht 
der Fall ist. 

Die beiden dualen Fragen können in eine zusammengezogen 
werden vermittelst eines von Staudt*) herrührenden Satzes: 

1) H. Müller, Math. Annalen, Bd. 1, S. 413; Sturm, ebenda Bd. 6, S. 618, 
Bd. 15, S. 407; Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie, S. 199—201. 

2) Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 442. 

3) von Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 85. 
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Sind cci, cc^y cc^f cc^ die Ebenen des Tetraeders Ä^,Ä^,Ä^yA^ 
und zwar so^ daß A^ und ttj; . . . einander gegenüberliegen, 
so sind bei jeder Gerade a die beiden Würfe von Ebenen 
und Punkten 

a(^i, Ä^y -4,, A^ und a{a^y a,, «g, aj 
projektiv. 

Wir schneiden den ersten Wurf mit A^A^ und projizieren den 
zweiten aus A^A^ auf A^A^, Die Scbnitte von a(Ai, A^) sind er- 
sichtlich A^j A^y für a{a^j a^) sind die projizierenden Ebenen cc^y cc^ 
und die Projektionen A^y A^, Femer hat die projizierende Ebene 
(A^A^y aoj) in a^ dieselbe Spurlinie {A^y aa^ wie die Ebene aAj^\ 
beide schneiden also A^A^ in dem nämlichen Punkte %^y und ebenso 
schneiden {A^A^, aa^ und a^ in dem nämlichen Punkte ^; da- 
her ist: 

a{A^y A^y A^y ^J A ^1^2 «8 «4, a{a^y flf„ «3, «4) A A^A^%^%\, 

da aber J^^ji^Sl^ A A^A^%^^y so ergibt sich die Behauptung.^) 

Gehören also A^yA^yA^yA^ und ^»(x^y^^^^, zu demselben 
Tetraeder als gegenüberliegende Elemente, so ergibt sich 
in beiden Fällen, wofern es sich um dasselbe Doppelverhäit- 
nis handelt, der nämliche Komplex, der deshalb tetraedraler 
Komplex genannt wird. Er wurde von Beje in der ersten Auflage 
der Geometrie der Lage. Abt. 11 (1868), S. 117 zum ersten Male be- 
handelt und wird auch nach ihm benannt. 

Jedes der <x^'^ Tetraeder des Raumes führt zu cx)^ tetraedralen 
Komplexen, und es gibt deren oo^^ 

Weil ein Komplex durch 00' Strahlen gebildet wird, so werden 
die doppelten Bedingungen für einen Strahl, durch einen gegebenen 
Punkt zu gehen, in eine gegebene Ebene zu fallen, von od^ Strahlen 
des Komplexes erfüllt: es entsteht der Komplexkegel des Punktes, 
die Komplexkurve der Ebene. Wenn ein Komplex algebraisch 
ist, so ist die Ordnung seiner Komplexkegel der Klasse 
seiner Komplexkurven gleich; denn beide Zahlen geben an, 
wie viele Strahlen des Komplexes einem Strahlenbüschel an- 
gehören, der Tom Scheitel des Kegels ausgeht oder in der Ebene 
der Kurve liegt. Diese Zahl heißt der Grad des Komplexes. 

Bei einer Kongruenz (von cx)^ Strahlen) werden jene dop- 
pelten Bedingungen von einer endlichen Anzahl von Strahlen erfällt; 
diese Zahlen der mit einem Punkt oder einer Ebene in- 



1) Dreht man a um den Punkt A=^aa^ in der £bene a^4 in die Schnitt- 
linie mit «4, BO ergibt sich: Wenn ein Dreieck A^A^A^'=ia^^a^ gegeben 
ist und in seiner Ebene ein Punkt A und ein Strahl a, welche inzi- 
dieren, so ist: A{,A^^ ^,, ^,, a) A a(^i ^f <Ib> A), 
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zidenten Strahlen heißen bei einer algebraischen Kongruenz die 
Ordnung und Klasse (Bündelgrad; Feldgrad) derselben. So hat 
z. B. die Kongruenz der Doppelsekanten einer kubischen Baumkurve 
die Ordnung 1 und die Klasse 3^ die zu ihr duale Kongruenz der 
Schmiegungsaxen dieser Kurve die Ordnung 3 und die Klasse 1, end- 
lich die in sich duale der Schmiegungsstrahlen (d. i. der Strahlen 
durch die Punkte der Kurve je in der zugehörigen Schmiegungsebene) 
die Ordnung und Klasse 3. 

Zwei Komplexe von den Graden n, n durchschneiden 
sich in einer Kongruenz von der Ordnung und der Klasse 
nn, wie das die gemeinsamen Kanten der beiden Komplexkegel aus 
einem Punkte und die gemeinsamen Tangenten der Komplexkurven 
in einer Ebene lehren. 

Der Orad des tetraedralen Komplexes ist 2; denn der Satz 
von Nr. 224 lautet auf den Bündel übertragen: Die von einem Punkte 
ausgehenden Strahlen, welche nach J^y A^, Ä^, A^ oder nach 
0{Ä^y . . .; A^ Ebenenwtlrfe von gegebenem Doppelverhältnis senden, 
erzeugen einen Kegel 2. Gh^des, und in der Ebene dualisiert: Die 
Geraden in einer Ebene (Oj welche von den Ebenen «i; . • •; 0^4 oder 
den Geraden 0(0^, . . ., a^) in Punktwürfen von jenem Doppel Verhält- 
nisse geschnitten werden, umhüllen einen Kegelschnitt. 

Der tetraedrale Komplex, vom Mannigfaltigkeitsgrade 13, wie 
oben gefunden, ist ein sehr spezieller Komplex 2. Grades; der 
Grad der Mannigfaltigkeit des allgemeinen ist 19. Noch spezieller 
— vom Ghrade 9 der Mannigfaltigkeit — ist der Tangentenkomplex 
2. Grades einer Fläche 2. Grades. 

Die Komplexkegel des tetraedralen Komplexes gehen 
alle durch die vier Ecken A^^ . . ., ^4 des Tetraeders, die 
Komplexkurven berühren die vier Ebenen a^, . . ., a^. Daraus 
folgt, daß die vier Strahleubündel A^y . . . und die vier Strah- 
lenfelder o^; . . . vollständig zum Komplexe gehören. In der 
Tat, die Projektivität des Punktwurfes auf einem Strahle a durch 
A^ zu W wird durch Ausartung erfüllt, derartig, daß A^ und Q^ die 
singuULren Elemente sind; während die Ebene aA^ unbestimmt wird 
und in der Projektivität a{A^y A^^ A^ 7\ <h^^i, ^^^ ^ entsprechend 
konstruiert werden kann. 
238 Jede Regelschar, welche einen Strahl Aq des Komplexes 

enthält und deren Trägerfläche durch die Ecken des Tetra- 
eders geht, gehört ganz zum Komplexe. Denn sind o^', a^y a^y a/ 
die durch die Ecken gehenden Geraden der Leitschar und a eine be- 
liebige Gerade der Begelschar, so ist: 

a{A^y A^y A^y A^ = a{a^y o,', a,', a/) A «0(04'; «,', a^, a/) 

- a^{A^y A^y A^y A^ A W. 
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Weil durch die Ecken und a^ cx>^ Flächen 2. Grades gehen, a^ 
in cx>' Lagen gewählt werden kann, aber bei einer bestimmten 
Regelschar jede ihrer oo^ Geraden die a^ sein kann, so ergeben 
sich 00'+'"^, also cx>^ im Komplexe enthaltene Begelscharen 
dieser Art. 

Ein zweites vierfach unendliches System ergibt sich durch den 
dualen Satz: Jede Regelschar, welche einen Strahl a^ des 
Komplexes enthält und deren Trägerfläche die vier Ebenen 
des Tetraeders berührt, ist ganz im Komplexe enthalten. 

Zu diesen Regelscharen der einen oder anderen Art gelangt man 
auch, von zwei Strahlen a^j a^ des Komplexes ausgehend. Die Ebenen- 
büschel um sie, die Punktreihen auf ihnen sind projektiv; dadurch 
entstehen zwei Regelscharen, und die ihnen verbundenen, in denen 
a^j ÜQ sich befinden, gehören dem Komplexe an, und zwar bzw. dem 
ersten, zweiten Systeme. Die Mannigfaltigkeit 00^ ergibt sich hier 
als cx)*-*"*-\ 

Von den Leitscharen dieser im Komplexe enthaltenen Regel- 
scharen befindet sich keine in ihm. Sei etwa q eine Regelschar aus 
dem ersten Systeme, l die Leitschar; wenn diese auch dem Komplexe 
angehörte, so würden die Würfe der Geraden von X und q, welche 
durch die Ecken gehen, zu W und zueinander projektiv sein, also 
die Schnittpunkte Ä^, A^, A^, A^ entsprechender Geraden auf einem 
Kegelschnitte liegen (Nr. 105) und demnach in einer Ebene, was 
nicht der Fall ist. Auch gehört jede Gerade l des Raumes zu 00^ Leit- 
scharen der einen oder anderen Art; denn es gibt 00' Flächen 
2. Grades durch die gegebene l und die vier Ecken; und unter ihren 
Regelscharen, zu denen l gehört, oo\ bei denen der Wurf der durch 
die Ecken gehenden Geraden zu W projektiv ist. 

Wenn eine kubische Raumkurve durch die Ecken des 
Tetraeders geht und einen Strahl a^ des Komplexes zur 
Doppelsekante hat, so gehören alle ihre Doppelsekanten 
demselben an; weil die Kurve aus allen durch projektive Ebenen- 
büschel projiziert wird. Es gibt 00^ kubische Raumkurven, welche 
durch vier gegebene Punkte gehen und eine gegebene Gerade zweimal 
treffen (Nr. 206). Daher ist die Mannigfaltigkeit derartiger 
Kongruenzen im tetraedralen Komplexe 00'; sie ergibt sich 
als 00»+«-«. 

Andererseits führen auch drei beliebige Strahlen des Komplexes, 
wegen der projektiven Büschel, zu einer kubischen Raumkurve und 
ihrer Doppelsekanten-Kongruenz; 00' ergibt sich hier als oo** •"*•*. 

Dual: Wenn eine kubische Raumkurve die vier Ebenen 
des Tetraeders oskuliert und einen Strahl des Komplexes 
zur Schmiegungsaxe (Nr. 204) hat, so gehören alle ihre 
Schmiegungsaxen zum Komplexe. 
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Drei beliebige Strahlen des Komplexes bestimmen eine in ihm 
enthaltene Schmiegungsaxen-Eongmenz. 

Im Komplexe befinden sich ferner sechs Systeme von 
oo^ Strahlennetzen; ein Strahlennetz [u^v] wird von allen Strahlen 
gebildet, welche zwei feste Geraden u, Vy die Leitgeraden des Netzes, 
treffen. Zwei Büschel wie (Ä^ycc^), {A^,cc^) führen zu einem solchen 
Netze, wenn aus ihnen zwei Strahlen a, d' als Leitgeraden genommen 
werden, welche A^A^ in solchen Punkten S(\ %!' begegnen, daß 

ist. Denn wenn a eine a', a' treffende Gerade ist, so gehen die 
Ebenen a(-4i, A^ durch 8', Ä", und es ist 

a(^„ ^„ ^, A^ A rr-^^, A W. 

Jedes Strahlennetz enthält oo' Regelscharen, nämlich diejeni^n 
der oo' durch die Leitgeraden gehenden Flächen 2. Grades, zu welchen 
diese Leitgeraden nicht gehören. Auf diese Weise erhält der 
tetraedrale Komplex noch sechs weitere Systeme Ton je 
oo^ Begelscharen. Jede von diesen sendet durch zwei Ecken and 
in die gegenüberliegenden Ebenen Geraden. 
239 Der Komplexkegel für einen Punkt A in einer der Tetraeder^ 

ebenen, etwa in a^, zerfällt, weil das ganze Strahlenfeld in a^ zum 
Komplexe gehört, in den Strahlenbüschel {Ay a^ und einen zweiten, 
der durch A^ geht, weil die Ebene des ersteren die anderen Ecken 
enthält Seine Ebene a wird folgendermaßen bestimmt: für einen 
beliehigen Strahl dieses Büschels ist a die Ebene nach A^\ also gilt 
für die Spur von a in «i, daß A{aoL^y A^y A^y A^ A W ist; daher 
ist a so durch AA^ zu legen, daß AA^{ay A^y A^y A^ A W' ist. 
Damit wird jedem Punkte A yon 04 eine durch ihn gehende Ebene 
a des Bündels A^ eindeutig zugeordnet. 

In der durch A^ gehenden Ebene ol zerfällt die Komplexkurve 
in den Büschel (^, a) und einen zweiten, der, weil jener die Ebenen 
«2, c^, «4 berührt, d. h. seinen Scheitel in ihnen hat, den seinigen A 
in a^ haben muß. Ein beliebiger Strahl dieses Büschels lehrt, wenn 
seine Schnitte mit 0^, o,, ag, a^, von denen A der mit o^ ist, aus A^ 
auf c^ projiziert werden, daß auf der Spur atc^ der A so liegt^ daß 
aa^{Ay «2, «8, «J A TT ist. Das ist genau der Punkt -4, welchem 
oben a zugeordnet wurde. Denn oben war: 

Aiaa^y A^y A^y ^J A TT; 

für diesen Punkt A gilt aber (Nr. 237 Anm.) auch: 

aa^(Ay «8, a„ «J A ^(««i, A^j A; -^i) A W. 
Auch der Ebene a ist der Punkt A eindeutig zugeordnet. 
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Und wir haben eine interessante eindeutige Verwandt- 
schaft zwischen den Punkten eines Feldes und den Ebenen 
eines Bündels erhalten: mit durchweg inzidenten ent- 
sprechenden Elementen. 

Wir wollen diese Verwandtschaft noch etwas weiter untersuchen. 
Es bewege sich A auf einer Gerade a in a^, also von einem der 
Strahlen a" zum andern^ und demnach perspektiv zu V auf Ä^A^, 
Dieser wiederum bewegt sich, weil das Doppelyerhältnis (SSi%" A^A^ 
konstant ist, projektiy zu V und daher auch zu a\ Der jeweilige 
Strahlenbüschel des Komplexes aus A gehört zum Netze \a'j a"]; sein 
Scheitel A liegt auf a'\ die Ebene a geht durch die andere Leit- 
gerade a^; sie verbindet also entsprechende Elemente der Punktreihe 
auf a und des Strahlenbüschels (^A^^ cc^), die projektiv sind, oder, 
wenn wir jene aus A^ projizieren, zweier projektiven Büschel mit 
demselben Scheitel A^, umhüllt demnach einen Kegel 2. Grades. 

Infolgedessen nennen wir diese Verwandtschaft zwischeo 
den Punkten eines Feldes a^ und den Ebenen eines Bündels A^, 
in der den Punkten einer Gerade die Tangentialebenen eines 
Kegels 2. Grades korrespondieren, quadratisch. Da ein Ebenen- 
büschel in Aj^ zwei Ebenen an diesen Kegel sendet, so folgt, daß ihm 
im Felde cc^ die Punkte eines Kegelschnitts korrespondieren, den man 
direkt durch die duale Betrachtung erhalten kann. 

Kommt A in der Ebene a^ in eine der Ecken, etwa A^^ so 
erweitert sich der Büschel (A^ a) zum Bündel A^y dem aus A^ die 
Ebenen durch A^A^ angehören; ebenso entspricht der Ebene o^ von A^ 
die Gerade a^cc^^ A^A^ von a^. Wir erhalten so die Hauptele- 
mente der quadratischen Verwandtschaft, bei denen die ein- 
deutige Korrespondenz aufhört: in a^ die Punkte ^, A^, A^ 
denen in A^^ die ganzen Ebenenbüschel A^A^y A^A^, -^i^a entsprechen, 
in A^ die Ebenen a,, a,, a^, denen in a^ die ganzen Geraden cc^cc^y 
€c^€c^y a^a^ korrespondieren. 

Auf die quadratische Verwandtschaft einerseits und auf die 
Eigenschaft durch^lngiger Inzidenz entsprechender Elemente anderer- 
seits kommen wir zurück. 

Wir haben im Komplexe dreimal vier Systeme von je 
oo' Strahlenbüscheln: 1. die eben besprochenen {Ay a) mit dem 
Scheitel in einer Ebene des Tetraeders und der Ebene durch die 
Gegenecke, 2. die Büschel aus den Ecken des Tetraeders, und 3. die- 
jenigen in seinen Ebenen. 

Wenn die vier Punkte A^, A^y A^, A^ in, einer Ebene a^ liegen, 
so artet der tetraedrale Komplex in den Inbegriff der Geraden aus, 
welche den Kegelschnitt in a^ durch A^y A^, A^y A^ treffen, für 
dessen Punkte A gilt: A{A^y A^y A^y A^ 7\ W, 
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Wegen der Identität der yier Ebenen wird die andere Erzeugung 
illusoriscli. 

Dual, wenn die vier Ebenen a^, a^, a^j a^ durch einen Punkt 
A^ gehen, 8o wird er durch die Tangenten des Kegels 2. Grrades ge- 
bildet, dessen Berührungsebenen a die Bedingung: ^(0(^,02,0,,«^ A W 
erfüllen. 

Hier allein handelt es sich um Tangentenkomplexe, aber um 
solche Yon ausgearteten Flächen 2. Grades, Kegelschnitten als aus- 
gearteten Flächen 2. Klasse, Kegeln als ausgearteten Flächen 2. Ordnung. 
240 Für das Problem der räumlichen Projektiyität seien in A 

und B die beiden vierpunktigen Gruppen: 

gegeben. Jeder Gerade, etwa h in B^ korrespondiert in A ein 
tetraedraler Komplex yon Strahlen a, und h erweitert sich 
selbst zu einem tetraedralen Komplexe, dessen sämtlichen 
Strahlen jener korrespondiert; wir nennen diese den beiden 
Tetraedern und dem nämlichen Doppelverhältnisse zugehörigen Kom- 
plexe analog. 

Es entstehen so zwei „BüscheP^ von tetraedralen Komplexen; 
gemeinsam sind den Komplexen eines Büschels die Bündel und Felder 
der Ecken und Ebenen des zugehörigen Tetraeders. Wir können sie 
als projektiv bezeichnen, wobei analoge Komplexe entsprechend sind: 
die Büschel der Komplexkegel um zwei beliebige Punkte Ay By die 
Scharen der Komplexkurven in zwei beliebigen Ebenen a, ß sind 
projektiv. 

Lassen wir A und £ in zusammenfallen, so schneiden sich 
entsprechende Kegel in Strahlen c, die sich selbst korrespondieren, 
also projektive Würfe nach den beiden Gruppen von (?* senden (oder 
von den zugehörigen Tetraederebenen in projektiven Würfen geschnitten 
werden). Es ergibt sich ein Kegel 4. Ordnung von Strahlen c und 
in einer Ebene o eine Kurve 4. Klasse, also ein Komplex 4. Grrades. 

Die Strahlen c, welche nach den beiden Gruppen von 
6r* projektive Würfe senden, erzeugen einen Komplex 4. Gra- 
des. Zu ihm gehören die Bündel um die acht Punkte und 
die Felder in den acht Ebenen der beiden Tetraeder. 

Der Büschel von tetraedralen Komplexen, der z\x A^y A^j A^j A^ 
gehört, enthält drei zerfallende Komplexe: sie bestehen aus zwei Strahlen- 
gebüschen (speziellen linearen Komplexen), deren Strahlen alle eine feste 
Gerade, die Axe, treffen; unsere Paare von Strahlengebüschen haben 

die Axen A^A^y A^A^] -^1-^39 -^s-^4) -^1^4? ^i^sj ^^^ ergeben sich bei 
den Doppelverhältnissen 1, 0, cx>, analog sind ihnen, ähnlich wie in 
Nr. 225, die gleichnamigen Gebüsche-Paare in B. Jede zwei analoge 
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Gebüsche-Paare, wie [-ij^], [-^g-lj und [^i^,], [B^B^ schneiden 
sich in yier Strahlennetzen [A^A^yB^B^I, [Ä^A^,Bj^B^], [A^A^,B^B^, 
[A^A^j B^B^, und so ergeben sich zwölf im Komplexe 4. Gra- 
des der Strahlen c befindliche Strahlennetze. 

Nehmen wir aber wiederum an, daß A^ mit B^y B^ mit A^ 
identisch sei, so gehört zum Komplex 4. Grades das Gebüsche, welches 
die Verbindungslinie dieser beiden Punkte zur Axe hat und zwei 
analogen Gebüsche - Paaren gemeinsam ist; es bleibt' ein Komplex 
3. Grades, imd für jeden Strahl c desselben gilt: 

c{A^y A^, ^3, B3) A c(-Bi, 5„ ^3, ^); 

woraus, weil cA^ und cB^ verschieden sind, folgt, daß die Ebenen- 
paare c^A^yB^^] A^j B^] A^, B^) in Involution sind. Also: Alle 
Geraden, welche nach drei gegebenen Punktepaaren Ebenen- 
paare in Involution senden, erzeugen einen Komplex 
3. Grades^). 

Der Kegel 3. Ordnung aus einem Punkte gibt den analogen 
Satz von Nr. 225, auf den Bündel übertragen. Zu diesem Kom- 
plexe gehören die sechs Bündel um die gegebenen Punkte, 
die Felder in den acht Ebenen durch drei Punkte aus ver- 
schiedenen Paaren, die sechs Strahlennetze [A^A^f B^B^], 
[A^B^y -^1^1; • -9 ^^i einem Strahle eines der Bündel kann die un- 
bestimmte Ebene der Involution entsprechend bestimmt werden, bei 
einem Strahle eines der Felder ist die Involution parabolisch, und bei 
den Strahlen der Netze handelt es sich nur um zwei Ebenenpaare. 

Jetzt seien zwei fünfpunktige Gruppen gegeben: 241 

/-r5 A^A^A^A^A^ 

BiB^B^B^B^. 

Wir zerlegen in zwei Gruppenpaare G,^., G,^^ einer Gerade b sind 
dann bzw. zwei tetraedrale Komplexe zugeordnet. Gemeinsam ist 
ihnen eine Kongruenz von der Ordnung und der Klasse 4, zu welcher 
die drei Bündel A^y A^y A^ (Kongruenzen von der Ordnung 1 und 
der Klasse 0) und das Feld in der Ebene A^A^A^ (eine Kongruenz 
von der Ordnung und der Klasse 1) gehören; es bleibt eine Kon- 
gruenz von der Ordnung 1 und der Klasse 3 übrig. 

In allen Fallen gilt für einen Strahl a, der beiden Komplexen 
gemeinsam ist: 

^(Aif Af Af ^i) A H^l, B^y -B3, 5J, 
a{A,y A,y A,y A,) A b(B,y B,y £3, B,). 

Bei einem Strahle des Bündels A^ wird die Ebene a^^ in der einen 

1) Diesen mir 1876 von Voß mitgeteilten Satz habe ich damals in der 
obigen Weise bewiesen. 
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Projektivitat eine andere sein, als in der andern; femer bei einem 
Strahle des Feldes aQ=^ A^A^A^ sind beide Projektivitäten ausgeartet: 
mit der singulären Ebene a^ im Büschel a und der singulären Ebene 
hB^y bzw. hBr^ im Büschel h. In beiden Fällen handelt es sich also 
um verschiedene Projektivitäten. 

Und nur. für einen Strahl a der restierenden Kongruenz (1, 3) 
sind die beiden Projektivitäten identisch, weil sie in drei verschiedenen 
Paaren entsprechender Elemente übereinstimmen. Also gilt: 

a(Ji, ^„ A^, A,, A,) T\ b{B,, B,, B,, £„ B,). 

Demnach korrespondieren in bezug auf G^ einem Strahle 
b die Strahlen a einer Kongruenz (1, 3). 

Die Ordnung 1 dieser Kongruenz ergibt sich auch aus dem Satze 
von Nr. 226, wenn er von den Ebenen auf die Bündel um einen be- 
liebigen Punkt A und um einen Punkt B auf b übertragen wird. 

Seien nun a, a\ a' drei Strahlen unserer Kongruenz, so erzeugen 
die drei projektiven Ebenenbüschel um sie eine kubische Raumkurve, 
welche durch J.^, . . . ^ geht und jene drei Geraden zu Doppelsekanten 
hat (Nr. 201). Die Punktreihe auf ihr wird aber aus allen ihren 
Doppelsekanten durch projektive Ebenenbüschel projiziert, insbesondere 
also die 'Reihe der fünf Punkte. Folglich gehören alle Doppelsekanten 
der kubischen Raumkurve zu unserer Kongruenz und, da sie selbst 
eine Kongruenz (1, 3) bilden, so sind beide Kongruenzen identisch; 
denn der aus einem Punkte kommende Strahl unserer Kongruenz ist 
immer die Doppelsekante der kubischen Raumkurve, die durch ihn geht. 
Der obige Satz präzisiert sich daher in folgenden: 

In bezug auf G^ korrespondiert einer Gerade b die Kon- 
gruenz (1, 3) der Doppelsekanten einer durch A^^ A^^ , . . A^ 
gehenden kubischen Raumkurve^). 

Durch die fünf Punkte und eine Gerade a, welche b korrespon* 
diert, als Doppelsekante ist die kubische Raumkurve eindeutig fest- 
gelegt (Nr. 206). 

HlUt man Br^ fest, und läßt ^5 den ganzen Raum A durch- 
laufen, so ergeben sich wiederum die cx>' Doppelsekanten-Kongruenzen 
von kubischen Raumkurven, welche in dem tetraedralen Komplexe 
enthalten sind, der der Gerade b in bezug auf Gt. korrespondiert. 
Jeder Pankt A^ gibt eine besondere kubische Raumkurve, weil jede 
sich nur bei demjenigen Punkte ergibt, der in der Projektivität ihrer 
Punktreihe zu dem Ebenenbüschel t, in welcher den Punkten A^^ A^j 

1) Liegen die fünf Pankte A^, . . . A^ in einer Ebene a^, so korrespon- 
diert der Gerade h der Bünde] nm den Punkt 9( in ag, für welchen 

Ergänzt znr (1, 3) wird dieser Bündel durch das dreifache Strahlenfeld in a^. 
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A^y A^ die Ebenen hiB^, B^, B^, B^ homolog sind, der Ebene hB^ 
korrespondiert. 

Die Gerade h m B erweitert sich zu der Doppelsekanten -Kon- 
gruenz derjenigen kubischen Raumkurve, welche durch B^y . , ,B^ 
geht und h zur Doppelsekante hat. 

Diese beiden Doppelsekanten-Eongruenzen, von denen 
jeder Strahl der einen jedeia der anderen korrespondiert, 
können wir wiederum analog in bezug auf G^ nennen; und da durch 
fünf Punkte oo* kubische Raumkurven gehen, so haben wir oo* 
Paare analoger Kongruenzen. 

Es ist wohl richtig, daB die Ebenenwürfe, durch welche vier 
Punkte einer kubischen Raumkurve aus allen Doppelsekanten der- 
selben projiziert werden, dasselbe Doppel Verhältnis haben; aber dieser 
Satz darf, wie schon in Nr. 202 bemerkt, nicht umgekehrt werden: Di^ 
Axen aller Büschel von vier Ebenen, welche durch vier gegebene Punkte 
gehen und ein gegebenes Doppelverhältnis haben, sind die sämtlichen 
Dopp elsekanten einer kubischen Raumkurve. Durch diese oo^ Dop- 
pelsekanten wird der Ort der Axen gar nicht erschöpft und kann es 
nicht werden, weil den Geraden nur eine Bedingung auferlegt ist und 
diese durch cx>' Geraden erfüllt wird: wie wir wissen, durch die 
sämtlichen Strahlen eines tetraedralen Komplexes. Auch müßte die 
kubische Raumkurve durch die gegebenen Bedingungen bestimmt 
sein; es liegen aber nur 10, nicht 12 Bedingungen fQr sie vor. 

Diese falsche Umkehrung ist in Schröters „Oberflächen 2. Ord- 
nung und Raumkurven 3. Ordnung'*, S. 233 gemacht worden; und 
in gleicher Weise ist die Antwort, die auf Steiners Frage im 
Anhang der Systematischen Entwickelung Nr. 15 (Nr. 237) in Anm. 25 
des Anhangs des ersten Bandes der Gesammelten Werke Steiners 
(S. 527) gegeben worden ist, falsch, wegen der unrichtigen Mannig- 
faltigkeit mehr falsch^ als was Steiner irrtümlich vermutet hatte, 
der doch wenigstens einen Ort von oo' Strahlen — die Tangenten 
einer Fläche — annahm. Dazu kommt noch eine andere Ver- 
wechselimg. 

Liegen, statt fünf Pimkten, fünf Ebenen o^, . . ., 0(5 vor, und 
handelt es sich um die Geraden a, welche von ihnen in Punktreihen 
geschnitten werden, die einem gegebenen fünf elementigen Gebilde, 
etwa h{B^y . . ., ^5) oder 6(ft, . . ., jSg), projektiv sind, so ergibt sich 
diesmal nicht dasselbe Gebilde (wie der in sich duale tetraedrale Kom- 
plex bei vier Punkten oder vier Ebenen), sondern die zur Doppel- 
sekanten-Kongruenz einer kubischen Raumkurve duale, aber von ihr 
verschiedene Kongruenz der Schmiegungsaxen einer kubischen Raum- 
kurve, welche die fünf Ebenen a^, • • •; <^ oskuliert: eine Kongruenz 
1. Klasse 3. Ordnung. 
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In Steiners in erster Linie und ausführlich gestellter Aufgabe 
sind Ebenen gegeben und nicht Punkte; wenn nun in der erwähnten 
Anm. 25 die Doppelsekanten-Eongruenz einer kubischen Baumkurve 
genannt wird als Antwort auf die Steinersche Frage, so ist also 
erstens der Fall Ton vier gegebenen Elementen mit dem yon fünf ge- 
gebenen Elementen yerwechselt, und zweitens der Ton gegebenen 
Ebenen mit dem von gegebenen Punkten.^) 

Wenn: 

gegeben ist, so sind immer zwei Kongruenzen yon Schmiegungsaxen 
kubischer Raumkurven, welche cc^, , . ., a^^ bzw. ß^^ , . .^ ß^ oskulieren, 
zueinander analog. 
242 . Kehren wir zu zwei fünfpunktigen Gruppen zurück. Jedes 
der beiden Gruppenpaare G.^. und G,^. führt 2u einem Komplexe 
4. Grades von solchen Geraden c, welche je nach den beiden Gruppen 
des betreffenden Paares projektive Ebenenwürfe senden. Diese Korn- 
plexe haben gemeinsam die sechs Strahlenbündel A^j . . ., B^^ die 
Felder in A^A^A^y B^B^B^y die drei Strahlennetze [A^A^y ^i^ih 
[A^A^, B^B^], IA^Aq, -^2-^3] ^^^ daher außerdem noch eine Kon- 
gruenz 7. Ordnung 11. Klasse. Nur bei den Strahlen c dieser Kon- 
gruenz sind die beiden Projektiritaten: 

c{A^, ^2, A; A) A c{B^y B^, 5», JEfJ, 
c(A„ ^, ^3, A,) A c{B,, B,, B,, B,) 

identisch, weil sie in drei yerschiedeuen Paaren entsprechender Ebenen 
übereinstimmen; bei den Strahlen der genannten Netze stimmen nur 
zwei überein. Also gilt für jene Strahlen: 

c{A^, -4, A^, A^y A^ A c(jBi, J^, jBj, B^, B^. 

In bezug auf G^ besteht eine Kongruenz (7, 11), deren 
Strahlen c nach den beiden fünfpunktigen Gruppen projek- 
tive Ebenenbüschel senden. 

Aus jedem der zehn Punkte kommt an sie, wegen der un- 
bestimmt werdenden Ebene, ein Kegel 4. Ordnung, z. B. aus A^ 
(oder B^ derjenige des Komplexes 4. Grades, welcher zu G^^. gehört. 
In der Ebene A^Al^Al^ befindet sich von ihr ein Büschel mit 
dem Scheitel im Spurpunkt yon B^B^, 

Die korrespondierenden Strahlen a, & in einem festen Bündel 



1) Diese doppelt unrichtige Antwort ist in dem Abdruck der Systematischen 
Entwickelung in der Sammlung: Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 83, 
S. 161 unverbessert wiedergegeben. So schleppen sich Fehler weiter! 
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bildea (Nr. 229) eine eindeutige Verwandtschaft 5. Grades; die sieben 
Strahlen unserer Kongruenz durch sind die sich selbst entsprechenden 
Strahlen derselben (Nr. 230). 

Wenn wiederum J^, B^ mit B^, A^ identisch sind^ so löst sich 

von dieser Kongruenz (7, 11) ab die Kongruenz (4, 4) der zu G.^. 
gehörigen Strahlen c^ welche A^B^ treffen; sie besteht aus den beiden 
Bündeln A^, B^ und noch einer Kongruenz (2^ 4). Es bleibt eine 
Kongruenz (3, 7), fBr deren Strahlen wieder auf Involution ge- 
schlossen werden kann: 

Die Strahlen, welche nach vier gegebenen Punktepaaren 
A^y B^\ . . .; ^4, B^ Ebenenpaare in Inyolution senden, bilden 
eine Kongruenz 3. Ordnung 7. Klasse. 

Die drei Strahlen dieser Kongruenz aus einem Punkte f&hren, 
durch Schnitt der Bündelfigur mit einer Ebene, zu dem Satze in 
Nr. 230. 

Es seien nun sechste Punkte hinzugefügt: 243 

B^B^B^B^B^B^. 

Wir konstruieren die kubische Raumkurre, deren Doppelsekanten- 
Kongruenz einer gegebenen Gerade h in bezug auf G,^. korrespondiert. 
Die Punktreihe auf ihr ist dem Ebenenbüschel h so projektiv, daß 
die Punkte A^y . . ., ^ den Ebenen h{B^y . . ., B^ entsprechen; ist 
dann auf ihr A^ der der Ebene hB^ entsprechende Punkt, so können 
in bezug auf 6r* der h nur diejenigen Doppelsekanten a der Raum- 
kurre korrespondieren, welche der einfachen Sekante A^ A^ begegnen, 
und zwar nicht im Punkte A\\ denn für diese allein ist 

aA^ = aÄ^. 

Diese Doppelsekanten bilden eine Regelschar (Nr. 202), und ihre 
Trägerfläche enthält die sechs Punkte A^j . , ,, A^, 

Also: 

In bezug auf G^ korrespondiert einer Gerade h eine 
Regelschar von Geraden a, deren Trägerfläche durch 

Andererseits bestimmen die sechs Punkte jß^, . . ., B^ und die 
Gerade h eine Fläche 2. Grades; ist V eine Gerade auf ihr aus der- 
selben Regelschar mit 6, während &/, . . .^ h^ die durch B^y , , ,y B^ 
gehenden (Geraden der anderen Schar sind, so haben wir: 

also erweitert sich h wiederum zu einer ganzen Regel- 
schar, und wir erhalten zwei analoge Regelscharen, deren 
Trägerfiächen durch die Punktgruppen gehen, und von denen jede 
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Gerade der einen jeder Geraden der anderen korrespondiert. 
Es ergeben sich oo^ Paare analoger Begelscharen. 

Wenn die Punktgruppe in B und b, m A aber nur die Punkte A^, 
A^, Ä^j A^ festgehalten werden, während A^, A^ sich yerändem, so 
erhalten wir im tetraedralen Komplexe, der zu h in bezug auf 
^(5,6) g^'^ört, Regelscharen aus dem ersten Systeme, aber nur oo*, 
nicht cx)*, wie die Lagen der Punkte A^, A^ vermuten lassen. In 
der Tat, bei jeder Regelschar des Komplexes aus diesem Systeme ist 
die Leitschar zum Büschel h so projektiv, daß den Geraden a/, . . ., a^ 
durch A^, . , ,y A^ die Ebenen h{B^y . . ., B^ entsprechen. Sind dann 
a^j a^ den h(JB^y B^) entsprechend, so kommt bei jedem A^ auf a^' 
und A^ auf a^' dieselbe Regelschar zustande. 

Wird auch A^ festgehalten, so führen die verschiedenen Lagen von 
A^ nur zu oo'"^ Regelscharen, allen Regelscharen von Doppelsekanten 
der kubischen Raumkurve, welche der b in bezug auf 6r korrespondiert. 

Von der eindeutigen Zuordnung der Regelscharen durch 
G^{A) und G^(B) ist eine Ausnahme zu verzeichnen. Durch 
jede dieser Gruppen geht eine kubische Raumkurve a^', b^' 

(Nr. 206). 

Einer Doppelsekante 6 von b^^ entspricht eine Regelschar ^^, 
deren Geraden dann allen Doppelsekanten von b^^ korrespon- 
dieren, welche also allen Regelscharen von Doppelsekanten 
dieser Kurve analog ist. Ebenso gibt es in E eine ausgezeich- 
nete Regelschar IB^, deren Geraden allen Doppelsekanten 
von a^^ korrespondieren. 

Die Kurve b^^ hat sechs analoge Kurven a/, je in bezug auf 
G^^^., und ebenso seien zu a\ analog die 6,'. Weil die Doppel- 
sekanten-Kongruenz von &0^ und die Regelschar H^ auch in bezug auf 
G^,Q. analog sind, so sind die Geraden von ^' Doppelsekanten 

aller sechs a^' und die von ^* Doppelsekanten aller b^^, die 
ihnen verbundenen Regelscharen bestehen demnach aus einfachen 
Sekanten dieser Kurven und mögen deshalb mit 91*, S3' bezeich- 
net werden. Sie werden sich später als analog in bezug auf G^ 
herausstellen. 
244 ^^ kommen zu zwei siebenpunktigen Gruppen: 

Die Leitschar der Regelschar, welche der Gerade b in bezug auf 

G .^. korrespondiert, ist projektiv zu dem Ebenenbüschel b, derartig, 

daß ihren durch ^, . . ., J^ gehenden Geraden o,', . . ., a^' die Ebenen 
b{B^, . . ., Bq) entsprechen. Entspricht dann in dieser Projektivitat 
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der Ebene bB^ die Gerade o^' der Leitschar^ so ist diejenige Gerade 
a, welche ans der Regelschar selbst dnrch die Ebene a\Aj aus- 
geschnitten wird^ die einzige Gerade, welche der b in bezng auf ff^ 
korrespondiert. 

In bezug auf zwei Gruppen G'^ von je sieben Punkten 
korrespondiert einer Gerade b eindeutig eine Gerade a; 
und wir haben so eine eindeutige Verwandtschaft zweier 
Strahlenräume — vielleicht die einzige bekannte neben denjenigen, 
welche durch eine Eollineation oder Korrelation entstehen. 

In bezug auf zwei Gruppen 

a^ , . . cCß 

ßi "' ß^ 
haben wir ebenfalls analoge Regelscharen, deren Trägerflächen die 
einen und die anderen Ebenen berühren, und in bezug auf 

ßl " ßl 

eindeutige Zuordnung der Geraden der beiden Räume. 

unser Ergebnis sagt auch aus, daß, wenn sieben Punkte 
A^y , , ., Aj und ein siebenelementiges Gebilde 93x • . . ^B? gegeben sind, 
eine Gerade a vorhanden ist, für welche: 

Dabei ist vorausgesetzt, daß Ä^, . . ., ^ allgemeine Lage im Räume 
haben; liegen sie z. B. alle in einer Ebene, so ist das nicht möglich; 
denn es gibt in dieser keinen Punkt A^ durch den ja a gehen müßte, 
für welchen 

A(A^j . . ., -4,) A ©1 . . . Ö7. 

Werden noch weitere Punkte zu den Gruppen hinzu* 245 
gefügt, so ergeben sich, je nachdem die Anzahl der Punkte 
in jeder Gruppe 8, 9, 10, 11 beträgt, zwei Komplexe, zwei 
Kongruenzen, zwei Regelflächen mit eindeutig korrespon- 
dierender Strahlen, eine endliche Anzahl von Paaren korre- 
spondierenden Strahlen, welche bzw. nach der einen und der 
anderen Gruppe projektive Büschel senden. Femer entstehen 
in allen Fällen noch andere Fragen, z. B. bei Cr* nach der Kongruenz, 
den Komplexen, die von der einer b korrespondierenden Regelschar 
erzeugt werden, wenn b einen Büschel, einen Bündel oder ein Feld 
durchläuft. 

Wir benutzen zur Erledigung dieser Fragen die Methoden der 
abzählenden Geometrie und verallgemeinern zugleich das Pro- 
blem. Wir nehmen an, es seien in dem einen Räume i+3 
Punkte Alf . . ., A^^^ und l + S Ebenen Oj, . . ., «,^3, und, ihnen 

Sturm, Geometr. Venrandtoohaften. I. 25 
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homolog; im andern B^, . . ., jB^+s, A, . . ., ft^, gegeben. Wir 
wollen (Ä;iÖ die Signatar dieser ^Gmndelemente^ nennen. Es sollen 
nun solche korrespondierende Geraden a, b aufgesucht 
werden, daß gleichzeitig die Ebenenbüschel 

n^ a{Äi, . . ., ^jt^s) und b{B^, . . ., B^^j) 

und die Punktreihen 

projektiv sind*). 

Durch diese Doppel -Projektiyitaten /T,^ werden den beiden 
Geraden a und b insgesamt k + l Bedingungen auferlegt; wenn l 
oder k gleich ist, so bildet die betreffende Projektivitat keine Be- 
dingung, es ist so, als wenn die zugehörigen Grundelemente gar 
nicht Torhanden wären. Im vorangehenden haben wir uns mit den 
Signaturen (1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0) und den dualen beschäftigt. 

Den beiden Geraden können im ganzen acht Bedingungen auf- 
erlegt werden, also noch 8 — (k + T) weitere; wir werden dann eine end- 
liche Anzahl von Paaren a, b haben. Als solche weiteren Bedingungen 
nehmen wir reine Lagenbedingungen (Inzidenzen). Die Bedingungen, 
daß b eine feste Lage habe, bezeichnen wir mit b^j daß sie einem 
gegebenen Strahlenbüschel angehöre, mit &,, daß sie durch einen 
gegebenen Punkt gehe oder in eine gegebene Ebene falle (einem 
gegebenen Bündel oder Felde angehöre), mit 6 , 6^, daß sie eine ge- 
gebene Gerade treffe (einem gegebenem Strahlengebüsche angehöre) 
mit b^, und ähnlich bei a. Diese Bedingungen 6^, 6^, b^ und i^, b^ 
werden von einer, cx)^ oo', cx)' Geraden erfüllt und sind daher vier- 
fach, dreifach, doppelt, einfach. Nebeneinander in Form eines Pro- 
duktes gestellte, „mit einander multiplizierte^' Bedingungen sollen 
zugleich erfüllt werden. Indem wir im vorangehenden bei (1, 0), 
(2, 0), (3, 0), (4, 0) nach dem Komplexe, der Kongruenz, der Begel- 
fläche, den Geraden fragten, die einer festen Gerade b korrespon- 
dieren, wurden die Lagenbedingungen b^a/^ ^f%i ^/^$] ^f%'^ ^f ^i^üizu- 
gefügt, d. h. 4 + 3, 4 + 2, 4 + 1, 4 Bedingungen. Aber k + l^l 
bietet nun zwei Fälle: (1, 0), (0, 1), k + l^2 drei: (2, 0), (1, 1), 
(0, 2), usw. 

Hinzuzufügende Lagenbedingungen sind dann folgende, wobei 
solche, die sich nur durch Vertauschung der Räume unterscheiden, 
weggelassen werden: 

k + l'^l: b^a/, k + l ===2: b^a^, b^a^, 6,a.; k + l^Zx b^a^, b^a^, 6,a,; 

k + l =^4: ft^, 6,a^, b^a^, b^a^, b^a^, 6,a/, k + l = b: 6„ b^a^, b,a^] 
t + Z = 6: 6^, 6„ b^ay, k + l=^l:by, 

1) Vgl. Math. Annalen, Bd. 15, S. 407, wo aber ^^ ; statt k + i, l+S 
stehen; einer Signatur (kl) dort entspricht (A; — 3, l — 8) hier. 
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während hei k + l^^ 8 keine Inzidenz hinzugefügt werden kann. Immer 
handelt es sich um die endliche Anzahl der Paare ab. Manche Zahlen 
lassen sich doppelt denten, z. B. die Zahl hei k + l '^^ S und b^a^ ist 
sowohl Ordnung der Kongruenz in J, welche durch die den Strahlen b 
eines Büschels entsprechenden Regelflächen Ton Strahlen a entsteht^ als 
Grad des Komplexes in B, der durch die den Strahlen eines Bündels 
in A korrespondierenden Regelflächen erzeugt wird; oder b^a^ hei 
Je + 1^4 führt sowohl zum Grade der Regelfläche in A^ welche 
durch die den Strahlen eines Büschels in B korrespondierenden Strahlen 
a entsteht; als zum Grade des Komplexes in B, den die Strahlen b 
erzeugen, welche den Strahlen eines Gebüsches in A korrespondieren. 
Bei k -\-l=^.b führt b^a^ zum Grade der Regelfläche Yon Strahlen a, 
welche korrespondierende b (in einfacher Unendlichkeit) in einer ge> 
gebenen Ebene haben, und zur Klasse der Kongruenz von Strahlen by 
welche korrespondierende a (in doppelter Unendlichkeit) in einem 
gegebenen Gebüsche haben. 

Der Leser deute in ähnlicher Weise die den übrigen Fällen ent- 
sprechenden Zahlen. 

Um zu diesen Zahlen zu gelangen, wird eine Projektivitäts- 246 
bedingung fallen gelassen, so daß nur sieben Bedingungen bleiben, 
und daher sich ein einfach unendliches System von Paaren von a, b 
und zugehörigen Doppel-Projektivitäten 77^^^ ergibt; (kl) sei die Sig- 
natur der yerbleibenden Projektivitäts-Bedingungen. 

In diesem einfach unendlichen System führen wir fünf 
Zahlen ein: 

1) die Zahl ft derjenigen 77^^^, in denen die Ebenenbüschel- 
Projektivität 77^ noch zwei weitere entsprechenden Ebenen nach ge- 
gebenen Punkten sendet, 

2) die Zahl q derjenigen, in denen zwei weitere entsprechende 
Punkte der Punktreihen-Projektivität 77^ in gegebenen Ebenen liegen, 

3) die Zahl o der 77^^^ in denen 77^ ausartet, 

4) die Zahl der 77^,,, in denen 77^ ausartet, 

5) die Zahl x^Xa + Xt) ^0™ Xa, Xb die Zahl der 77, ist, in 
denen a bzw. b eine gegebene Gerade trifft. 

Eine ausgeartete Projektivität hat in jedem der beiden Gebilde 
ein singuläres Element, dem alle Elemente des andern entsprechen 
(Nr. 66). Daraus folgt, daß, wenn in einer ausgearteten 77^ die sin- 
gulare Ebene tf^ des einen Büschels nicht durch einen der gegebenen 
Bf geht, dann die singulare Ebene 6^ durch den homologen Af gehen 
muß; so daß von zwei homologen A^^ B^ immer einer in einer singu- 
lären Ebene liegt. Duales gilt für eine ausartende 77^. 

Und umgekehrt, wenn die beiden singulären Elemente so bestimmt 
sind, so ist die ausgeartete Projektivität festgelegt. 

26* 
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Die beiden Charakteristiken ft, q sind gerade unsere gesuehten 
Zahlen für acht Bedingungen^ und zwar ft {ür (k -{- 1, l) und q för 
(kf 2 + 1); BO daß eine Zahl, die zu einer Signatur (k, l)^ in der 
k, l>0 sind^ und gewissen Lagenbedingungen gehört^ bei (k — 1, 1), 
(k, l—l) und denselben Lagenbedingungen ab fi, i/ sich ergibt. Daher 
erhalten wir viele Zahlen doppelt^ was eine wertvolle Kontrolle ist 

Zwischen den fünf Zahlen fi, q^ cd^ 0, % sollen nunmehr 
zwei Relationen aufgestellt werden^ yermittelst deren fi, v, 
also die gesuchten Zahlen^ berechnet werden, nachdem die 
einfacher zu ermittelnden o, 6^ % direkt bestimmt sind. 

Es liege irgend eins der ein&ch unendlichen Systeme von iJ^ ^ Tor; 
ä; h seien zwei feste Geraden, auf h seien die festen Punkte li\ B" 
gelegt; auf ä hingegen werde eine Korrespondenz betrachtet, in der 
zwei Punkte Ä\ Ä' einander zugeordnet sind, nach denen in einer 
der Jl^^ Ebenen von a gehen, die in 77^ den Ebenen 6JB', hü'* ent- 
sprechen. Wir wissen, die Zahl der ^^^p^ in denen entsprechende 
Ebenen von 77^ nach A!y B' oder nach A"y B" gehen, ist /&; daher 
entsprechen jedem Pimkte A' fi Punkte A' und jedem A" fi Punkte 
A'. Die 2 ft Koinzidenzen ergeben sich folgendermaßen. Wenn b 
die b trifft, was %^-mal geschieht, so sind bB\ bB" identisch, also 
auch die ihnen entsprechenden Ebenen und daher auch A' und A'\ 
wenn hingegen b nicht die b trifft, so sind bB\ bB" verschieden; liegt 
daher eine allgemeine 77^ vor, in der dann auch die entsprechenden 
Ebenen von a verschieden sind, so muß, wenn sie ä in demselben 
Punkte schneiden, a die ä treffen, was x^-mal geschieht; oder aber 77 
artet aus, und jenen beiden Ebenen entspricht die singulare Ebene 
und schneidet ä in demselben Punkte A'^A'\ Demnach ist: 

Und die duale Betrachtung, in welcher zwei Ebenen a, a' durch 
ä einander zugeordnet werden, in denen die Punkte auf a liegen, welche 
in der 77^ einer 77^^^ den in den festen Ebenen /f, jS" durch 6 gelegenen 
Punkten von b entsprechen, führt zu: 

2) ^^-^'rt. 

Wir ermitteln nochmals die uns schon bekannte Gradzahl 2 
des Komplexes der a, die einer festen Gerade b für (1, 0) oder (0, 1) 
korrespondieren, so daß &^a^ die Lagenbedingung ist. Der Büschd 
von a, sei {Ay a.) Wir haben daher auf (00) zurückzugehen. 

^ ^ B,B,B,ß,ß,ß,, 

b ist fest, kann also nicht b treffen, a bewegt sich in (Ay a), trifft 
denmach einmal a; folglich Xb=Oy Xa^ ^f X^ ^' 
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In einer ausgearteten 77^ muß die singulare Ebene 0^, von b min- 
destens durch einen der B^ gehen ^ weil sonst 0^ durch alle drei 
J.J und durch den Scheitel Ä gehen müßte; aber weil öf, durch die feste 
b geht, kann sie nur durch einen B^ gehen; die 6^ muß dann durch 
die nicht homologen Ä^ und Ä gehen, ist dadurch eindeutig bestimmt, 
scheidet aus {Ay a) eindeutig den a aus; und die 77^^^ mit ausgearteter 
77^ ist YoUständig bestimmt, da diese durch die singulären Ebenen 
festgelegt ist, während 77^ durch die drei Paare entsprechender Ele- 
mente bestimmt wird. Wir haben die drei Kombinationen: 

Daher ist c? «« 8, und die duale Betrachtung gibt: » 3. Daraus 
folgt, Termöge der Formeln 1), 2): 

u := o » 2. 



Bei der Berechnung der cd und B haben sich die auf die aus- 247 
geartete Projektivität bezüglichen Bedingungen auch in Inzidenzen 
Terwandelt, die andere ProjektiTitat aber ist noch allgemein geblieben 
und würde, wenn nun weiter gegangen wird, die Betrachtung erschweren. 
Wir lassen daher eine weitere Vereinfachung eintreten und dazu noch 
eine weitere Projektivitats- Bedingung fallen, so daß die yerbliebenen 
Projektiyitäts-Bedingungen und die Inzidenzen sechs Bedingungen dar- 
stellen, also ein doppelt unendliches System von 77^^ vorliegt. 
Dasselbe enthält zwei einfach unendliche Systeme, in denen 
durchweg 77^ oder durchweg 77^ ausgeartet ist; nennen wir diese 
Systeme Il\ £'\ In beiden Systemen befinden sich die 77^^^ 
des doppelt unendlichen Systems, in denen 77^ und IT^ aus- 
geartet sind; ihre Anzahl sei r. 

Wir führen in jedem der beiden Systeme nur eine Charakteristik 
ein, diejenige, die zur nicht ausgearteten Projektivität gehört, q' bei £\ 
die angibt, wie oft zwei entsprechende Punkte von 77^ in weitere ge- 
gebene Ebenen fallen, und die Zahl /i" bei Z"; Xa^ Xb\ i\ %a %b\ % 
mögen analoge Bedeutungen haben, wie oben %^, j^, %. 

Eine ähnliche Betrachtung, wie die, welche oben zu 1) führte, 
gibt auf S" angewandt: 

3) 2,*"-T + z", 
und die duale Betrachtung gibt für I^'i 

4) 2p' = r + a;'. 

Eine zweite Formel erhält man nicht; denn da z. B. in 2^' alle 
77^ ausgeartet sind, so fallen die Punkte A\ Ä'y welche in die ä durch 
die Ebenen von a, die den bSy bB" entsprechen, d. i. beidemal die 
singulare Ebene 6^, eingeschnitten werden, immer zusammen; und es 
entsteht keine Korrespondenz. 
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Die Zahlen r, %\ % werden direkt ermittelt und darauf yermittelst 
3) und 4) die q'y y," berechnet. Es ist dann q für (hl) die Ausartungs- 
zahl d für (Ä, i + 1) und fi" für {kV) ist ö fttr (Jk + 1, Z). Demnach 
erhalt man die cd für die Signaturen mit Z » 0; die fOr diejenigen 
mit h^O nicht und mufi sie direkt ermitteln. 

Für die Ermittelung der % braucht man bisweilen den Satz, daß 
es in einer Kongruenz {m^ n) stets m + 1% Oeraden gibt, welche zwei 
gegebene Oeraden p, q schneiden. In der Tat, die bloß|) schneidenden 
bilden eine Regelfläche (m + n)^^ Grades, weil p m-fache Leitgerade 
ist, da von jedem Punkte auf ihr m Erzeugende ausgehen, und in 
jeder Ebene durch p noch n Erzeugende liegen, so daß der volle 
Schnitt einer solchen Ebene (m + n)^' Ordnung ist. Die zweite Gerade 
q begegnet daher m + n Erzeugenden dieser Begelfläche^). 
248 Bei k + 1^2 mit den drei Signaturen (20), (11), (02) hatten wir 

die Lagenbedingungen: h^a^,, h^a^, b,a,. Wir gehen auf (00) zurück und 
nehmen zunächst b^a^ vor. Der Punkt von a^ sei SI. Wir ermitteln r. 

b ist fest, also muß 6^, nach einem der B^, etwa JS, gehen, 5^ 
(der singulare Punkt) in einer der ß^ liegen, etwa /S^; dann ist 6^ die 
Ebene fLA^A^y S^ muß auf a^cc^ liegen, und a ist der Strahl aus 
in 6^, der c^c% trifft. Wir erhalten neun Kombinationen, also tr»9. 

Weil b fest ist, so ist Xb =* Xh" =" 0. Da in den 11^ ^ von £' die sin- 
gulare Ebene 6^, nur bB^, bB^ oder bB^ sein kann, also 6^ nur HA^A^, 
^Ä^A^, ^A^A^, so muß a einem der drei Büschel {%fiA^A^), , , . 
angehören, und jeder enthalt eine ä treffende Gerade; daher ;^'»3. 
Li den 77^^^ von 2J" ist singularer Punkt Sf, bß^, bß^ oder bß^, also 
muß 8^ auf cc^oc^, ^^t ^^ liegen; und es gibt aus S( je einen Strahl 
der ä und eine dieser Geraden trifffc; folglich Xa''=^S, Demnach 
X'^ %' "^ 3. Folglich, wegen 3) und 4): ft"= (>'=» 6. 

Also haben wir: co =• 6 bei (10), ö =« 6 bei (Ol). 

Es fehlt noch cd für (10), ö für (Ol). 

Wenn bei (10) <f^ durch b und B^ gii^g®, so müßte 6^ durch 
A^y A^y A^ und SI gehen, also cd » 0. Wenn bei (Ol) S^^ auf b und 
ß^ liegt, so muß S^ auf c^, a^, a^ liegen; also ist a die Gerade von 

SI nach «^2^8^47 ^^^'^^ ist d » 4. 

Wegen der festen 6 ist ;i;^ = in beiden Signaturen. 

Dem b korrespondiert in bezug auf (10) und (Ol) ein tetraedraler 
Komplex, von dessen Kegel aus % zwei Geraden die ä treffen, daher 



1) Dieser Beweis ist insofern weniger gut, als er sich auf das Prinzip der 
spezieÜen Lage stutzt; in speziellen Fällen (z. B. Nr. 257) wird man wohl einen 
bessern geben können, indem gezeigt wird, daß eine beliebige Gerade von 
m-|-n Erzeugenden geschnitten wird. Für den allgemeinen Fall ist mir keiner 
bekannt, und ich sehe auch nicht recht, wie ein solcher möglich ist; es hat 
wohl auch noch niemand an der Richtigkeit des Ergebnisses gezweifelt. Vgl. 
Archiv der Math, und Phys., 8. Reihe, Bd. 12, S. 116. 



Berechnting der GxadEahlen aus den Ausarirungszahlen. 391 

ist %^ » 2. Demnach haben wir folgende Tabelle^ in deren letzten 
Kolonnen die vermittelst 1)^ 2) berechneten /it, q stehen: 











fr 
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e 


Xb 


Xa X 


f» 
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(10) 





6 





2 2 


1 


4 


(Ol) 


6 


4 





2 2 


4 


3; 



daher ist die gesachte Zahl für (20), (11), (Ol) bzw. 1, 4, 3, wobei 
die 4 sich doppelt ergeben hat, ids q bei (10), als il bei (Ol). 

Die Ordnung der Kongruenz, welche der festen Gerade 
h in bezug auf (20), (11), (02) korrespondiert, ist 1, 4^ 3. Die 
Ordnungen 1, 3 sind uns schon bekannt. 

Es ist ersichtlich, daß was bei h^a^ fttr (20), (11), (02) gilt, 
bei 6,a, für (02), (11), (20) gut. 

Folglich sind die Klassen der eben genannten Kon- 
gruenzen 3, 4, 1. 

Neu ist, daß in bezug auf (11) einer Gerade eine Kon- 
gruenz (4, 4) korrespondiert. 

Wir wollen nun wissen, welchen Komplex diese Kongruenz be- 
schreibt, wenn h durch einen Strahlenbüschel sich bewegt-, die Lagen- 
bedingung ist h^a^. Die beiden Strahlenbüschel dieser Bedingung seien 
(J5, /J), {Af a). Wir berechnen wiederum zuerst r für (00). 

Es gehe 6f, durch £^, B^ und jB, wodurch sie und b in (B, ß) 
bestimmt sind; fJ^ geht durch Ä^ und Ä. Sf, sei bßj^, dann liegt S^ 
auf ccgo^; und a ist bestimmt als Strahl von (Ä, a), welcher cc^cc^ 
trifft; 6^ ist (a, A^), Dies führt zu neun Kombinationen, und da Üer 
auch 6^ durch zwei Punkte ^^ gehen kann, bo haben wir: t » 18. 

Es gibt einen Strahl in (B, ß\ welcher b trifft; es gehe <f^ Yon 
ihm nach B^, 6^ ist A^Ä^Ä und s<dineidet in (^ a) den a ein; also 
ist Xf,' = 8, ebenso %^" = 3 imd weil Gleichartigkeit der Räume herrscht, 
auch Xa =• Za" = 3. Also |[i" = p' - 12. Demnach ist cd - 12 für (Ol) 
und Ö « 12 für (10). 

Bei (10) gibt es in {B, ß) sechs Strahlen 6, welche eine Ver- 
bindungslinie zweier B^ treffen, der zugehörige a in {Ay a) trifft die 
Verbindungslinie der nicht homologen A^] also ist o » 6; und ebenso 
ö =. 6 bei (Ol). 

Femer Xa™ 7Lb^ ^\ ^^'"^ ^'* ß- ^ (^; ß) P^* ®^ einen b treffenden 
Strahl, dem dann in bezug auf (10) oder (Ol) ein tetraedraler Kom- 
plex korrespondiert, Ton dem zwei Strahlen in {A, a) fallen. Daher: 
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392 



n. § 86. Das Problem der räumlichen Projektivität. 



Bei (20), (11)9 (02) erzeugt, wenn ein Strahl einen Büschel 
durchläuft, die korrespondierende Kongruenz (1, 3), (4, 4), 
(3, 1) einen Komplex vom Orade 5, 8, 5. 

Der Orad 5 des ersten Komplexes ist der G^rad 5 der ein- 
deutigen Verwandtschaft bei zwei fünfpunktigen Gruppen in zwei 
Ebenen (Nr. 229); wir projizieren aus den Punkten A und JB 
auf diese. 
249 Wir gehen zu k + 1 «^S über, wo es sich um h/Ctg, ^s^j ^*^« 

handelt. Bei b^a^ sei a die Gerade der Bedingung a^i 
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8; 



Xa ist, nach dem obigen Satze über die Anzahl der zwei Geraden — 
hier ä und a — treffenden Strahlen einer Kongruenz, die Summe der 
Zahlen m bei b^a^ und bei b^a/^ da wir (in Nr. 248) die Tabelle f&r 
b^a^ nicht hingeschrieben haben, so ersetzen wir das letztere dieser 
CO durch das ebenso große für b^a^ bei der andern (dualen) Signatur. 
Also ist z/ - + 4 bei (10), 6 + 6 bei (Pl). Ähnlich ist Xa' gleich 
der Summe von bei der Signatur selbst und yon od bei der andern, 
beidemal flir 6^0^. Daher: 
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2. 



Die gesternten o, sind direkt ermittelt, die andern ergeben 
sich aus q\ fi" der obigen Tabelle; Xa ^^^ Summe der Ordnung und 
Klasse 1, 3; 4, 4; 3, 1 der Kongruenzen, welche dem festen b in bezng 
auf diese Signaturen korrespondieren. 

Folglich korrespondiert, in bezug auf (30), (21), (12), (03), 
einer festen Gerade eine Regelfläche yom Grade 2, 8, 8, 2. 

Zweitens, in 6,0^ sei (B, ß) der Büschel von 6„ % der Punkt 
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20; 



X^, Xl' sind ö, bei 6,a^, Xa^ %ä sind o, bei 6,a. (in Nr. 248); 
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denn die Inzidenz mit b macht b fest, die mit a verweist a in einen 
Büschel. 
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hierin sind jr^y Xa ^^^ Ordnung der Kongruenz, die der fest gewordenen 
b korrespondiert^ der Orad des Komplexes, der einem Büschel von a 
entspricht. 

Was für 6,a- und (30), (21), (12), (03) gilt, gilt für b,a, und 
(03), (12), (21), (30). 

Daher entspricht, in bezug auf (30), (21), (12), (03), einem 
Strahlenbüschel eine Kongruenz (3,9), (12,16), (16,12), (9,3). 
Daraus folgt, daß, wenn in dem einen Raum der Strahl einen 
Bündel oder ein Feld durchläuft, durch die jeweilige kor- 
respondierende Regelfläche ein Komplex yom Grade 3, 12, 
16, 9, bzw. 9, 16, 12, 3 entsteht. 

Der reichhaltigste Fall ist der nächste: i + Z = 4, wo die Inzi- 250 
denzbedingungen sind: 6^ 6,a^, 6^0^,, b^a^. 

1) 
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die (D, hei b^a^] daß die t null sind, ist leicht 
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X^ ist der Grad der Regelfiäche, die einer festen Gerade korrespondiert. 
In bezug auf (40), (31), (22), (13), (04) korrespondieren 
einer Gerade des einen Raums 1, 4, 6, 4, 1 Geraden im andern. 
Die eindeutige Verwandtschaft bei (40) und (04) haben wir schon 
gefunden. 
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2) Bei b^a haben wir den Bfischel (B, ß) und die Gerade a. 
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(20) 30 10 12 42 20 42 

(11) 48 8 32 8 32 I 44 44 

(02) 30 12 42 10 . 42 20; 

X^'y %^' sind o, f&r &^a^; 2/ (^^ wieder ä und Q zu treffen sind) 
ist die Summe ron o för die Signatur selbst und ron f&r die duale, 
beidemal bei b^a und xj^' die Ton f&r die Signatur selbst und o 
f&r die duale, wieder bei 6«a«. 
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2^^ ist der Grad der Begelfläche; die einer Gerade b korrespondiert: 
1^ ist Summe der Ordnung und Klasse der Eongruenz, welche einem 
Strahlenbüschel entspricht 

Demnach erzeugen die Geraden, die den Strahlen eines 
Büschels korrespondieren, bei (40), (31), (22), (13), (04) eine 
Regelfläche vom Grade 7, 28, 40, 28, 7; dies ist zugleich der 
Grad des Komplexes, der einem Strahlengebüsche korres- 
pondiert. 

3) 
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18 
20 



tt 



(20) 6 6 I 18 
(11) 36 12 12 18 18 ! 30 38 
(02) 60 24 24 20 20 ' 54 40; 

die j;»2 1» ""^^ ^* *"> ^® Z»"» tä <^® ^ ^®i ^fip C®*^®"^ <*»*f); dem 
z. B. h sdieidet aas dem Bfindel 9 (ron b ) einen Büschel ans. 
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darin ist j^ » ;ta ^^^ Ordnung der Kongruenz, welche einem Strahlen- 
büschel korrespondiert. 



Berechnang der Ghsdzahlen »m den AuBaitongszahlen. 



395 



4) 



Z» 






Xb 



// 



f* 



ft 
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(20) 30 10 24 18 20 36 

(11) 52 20 12 12 20 42 42 

(02) 30 18 24 10 36 20; 

Xb} Xt . Bind m, 6 bei h,a„ oder 6, a bei b^a. and der dualen Sig- 
natar; xJ, Xa" sind m, 6 bei fc^a, (oder b,a^). 

<o e Xb 
(30) 0* 36 9 

(21) 20 42 16 

(12) 42 20 12 

(03) 36 0* 3 
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6; 



X» ist die IQasse^ %^ die Ordnung der Kongraenz, welche einem 
Strahlenbüschel entspricht 

Aus h^a^ ergibt sich durch Dualität h^a^ und aus h^a^ durch 
Yertauschung der Räume b^a^. 

Durchläuft also der strahl in dem einen Räume einen 
Bündel oder ein Feld^ so beschreiben die in bezug auf (40), 
(31), (22), (13), (04) korrespondierenden Strahlen Kongruenzen 
(3,6), (12,24), (31,35), (36,24), (19,6) bzw. (6,19), (24,36), 
(35, 31), (24, 12), (6, 3). 

Die weiteren Probleme sollen etwas kürzer dargestellt werden. 251 
Bei Ä + Z « o liegen die Inzidenzen 6, und h^a^ vor, woraus durch 
Dualität h^a^ folgt. Die Werte von t sind: 

(30) (21) (12) (03) 
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P 9 









60 




100 




60. 



Ferner, die x»', Xb' ^ h ^ind die ra, fttr by, die xJt Za" ^ ^< ^"^^ 
<lie Xb'> Xb" ^ K% «^^ die o, ö fttr fe,o,, die x«', Xa fl*r 6,0, sind 
die Samme der o, bzw. der 6 fttr b^a^ und b a^ 

2^ ist bei h^ die Zahl der einem Strahle entsprechenden Strahlen, j^ 
bei &,, ;|^ bei ft^a^ der Gfrad der Regelfläche, die einem Büschel kor- 
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respondierty X^ bei b^a^ Samme Yon Ordnimg und Klasse der Kon- 
gruenz^ die einem Bündel entspricht. 

Die Werte von fi, q liefern dann folgende Sätze: 
Liegen die Signaturen (50), (41), (32), (23), (14), (05) vor, 
so gibt es in jedem der beiden Räume einen Komplex vom 
Grade 4, 16, 28, 28, 16, 4, dessen Oeraden korrespondierende 
im andern Räume haben; denjenigen Oeraden dieses Kom- 
plexes, welche eine Oerade treffen, und daher eine Kongruenz 
(4,4),..., bilden, entsprechen Geraden, die eine Kongruenz 
(8, 16), (32, 64), (78, 98), (98, 78), (64, 32), (16, 8) erzeugen, und 
einem Kegel oder einer Kurve jenes Komplexes entspricht 
eine Regelfläche vom Grade 8, 32, 78, 98, 64, 16, bzw. 16, 64, 
98, 78, 32, 8. 

Bei Je + 1=^ 6 haben wir 6^, wozu b^ dual ist, und b^a^. 

(40) (31) (22) (13) (04) 
6, 

^ 6^o, 120 200 120 0; 

Xö'y Xi" bei hj, sind die cd, bei b„ x«', z«" diejenigen bei b^ay, lan- 
gten bei b a ist xJ ~ Zb ^^ Summe von o für die betreffende 
Signatar und von fQr die duale bei b a , xj' =— jr»' umgekehrt. 

Demnach: 

(60) (41) (32) (23) (14) (05) 

' o 0* 30 66 60 



*, 



9 9 



( 



Ö 36 58 50 20 0* 

cö 0* 100 240 260 144 
e 144 260 240 100 0*; 



TLby Xa ^^^ ^p ^^^^ ^^^ ^^^^ ^^ obigen Komplexes und Ordnung der 
ebenfalls dort genannten Kongruenz, bei b^a^ ist Xb*^ Xa ^^ Summe 
der Ordnung und der Klasse dieser Kongruenz. 

Wir dualisieren für b^ und erhalten: Liegen die Signaturen 
(60), (51), (42), (33), (24), (15), (06) vor, so besteht in jedem 
der beiden Räume eine Kongruenz (6,10), (24,40), (53,73), 
(78,78), (73,53), (40,24), (10,6) von Geraden, welche noch 
korrespondierende haben; und der Regelfläche Yom Grade 
6 + 10, 24 + 40, . . . der Geraden dieser Kongruenz, welche 
eine gegebene Gerade treffen, entspricht eine Regelfläche 
vom Grade 24, 96, 226, 296, 226, 96, 24. 

Bei Je + 1^7 haben wir nur die Lagenbedingung b^. 
Für alle Signaturen (50), ... ist r = 0; femer Xat %ä ^^^ ^y ^ 
bei b^a^y Xb ^^^ ^^ Summe von o für die Signatur selbst und von 
für die duale bei b^, Xb' umgekehrt. 
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DarauB folgt: 
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X^ ist Summe von Ordnung und Klasse der im vorangehenden Falle 
erhaltenen Kongruenz^ 2a ^^ der dort erhaltenen Regelfläche. 

Demnach besteht, wenn die Signaturen (70), (61), (52), (43), 
(34), (25), (16), (07) vorliegen, in jedem der beiden Räume 
eine Regelfläche vom Grade 20, 80, 176, 256, 256, 176, 80, 20 
von Geraden, die korrespondierende haben. 

Endlich, bei Je + 1^ S ist keine Lagenbedingung vorhanden. 

Für die Signaturen (60), ... ist durchweg t — 0; xJ ^ Xb ^^^ 
Xa" ^ 'ju' sind die eben notierten o, 0. Es ergibt sich: 
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%^^ %f, ist der Regelflächen -Grad des vorigen Falls. Und so erhält 
man iJs letztes Ergebnis: 

In bezug auf (80), (71), (62), (53), (44), (35), (26), (17), (08) 
gibt es 20, 80, 176, 256, 286, 256, 176, 80, 20 Paare korrespon- 
dierender Geraden a, h. 

Es möge noch ein Beispiel der Berechnung von r mitgeteilt 
werden. Wir wählen: 

(11) AAAA^^^^A 

mit ipCt^' Es sei aus dem Punkte 89 von b die Gerade b gezogen, 
welche B^B^ und ß^ß^ trifft, so daß (&,J3|J^) die singulare Ebene <J^ 
und (byßiß^) der singulare Punkt Sf, ist. Es muß dann 6^ durch 
A^Ä^ gehen, S^ auf a^a^ liegen; a muß in der Ebene a von a^ und 
in 6^ liegen und durch S^ gehen; wodurch a, 6^ und S^ eindeutig 
bestimmt sind. Dies gibt 36 Kombinationen. 

Zweitens gehe b von 83 nach dem Punkte ßiß^ß^^ der dadurch Sf, 
wird, und <J^ von b nach jB^, also muß 6^ durch ^, Ä^, A^ gehen; ihr 
Schnitt mit a ist a und deren Schnitt mit a^ ist 8^. Dies gibt 
16 Kombinationen; man erhält: r » 36 -f 16 =» 52. 

In bezug auf (10) und (20) fanden wir in Nr. 240 und 242 252 
einen Komplex 4. Grades, eine Kongruenz (7, 11) von Koinzidenz- 
geraden c, in welchen korrespondierende Geraden a und b sich ver- 
einigen. Auch diese Untersuchung läßt sich für alle Signaturen von 
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k + l^ 1 bis Je + 1 = 4 mit Hilfe d^r jetzigen Methode darchf&hren. 
Eine Eoinzidenzgerade c kann nur yier Bedingrmgen nnterworfen 
werden, also neben der Projektivitätsbedingung in den drei ersten 
Fällen noch den Lagenbedingungen e/^ c^y c^; c . Wir stellen wiederum, 
unter Aufgabe einer ProjektiTitätsbedingung; einfach unendliche Systeme 
von Projektivitäten 77^^ ^ zwischen zwei JQbenenbüscheln um c und zwei 
Punktreihen auf c her und begnügen uns mit einem Schritte rück- 
wärts. Die Bedeutung Yon ft^ q^ o, sei dieselbe wie oben; ä und b 
seien wie dort gegeben^ x^j^ Xt'^ X^) s®^ ^^ Zahl der FäUe, daß c 
eine Oerade treffe: ä oder b. Wir haben dann: 

1) 2^^<o + 2x, .2) 2Q^e + 2x. 

(00) ^i^^»<^i^^ 
JSjBjJSgft/Jj/Jg; 

der Büschel von c, sei {C, y); ;^ =■ 1. Es sei c der Strahl von ((7, y), 
welcher B^B^ trifft, so ist 6f,^ {c^B^B^j tf^ = c-4j; es gibt sechs Kom- 
binationen, also 0} » 6, ebenso » 6; daher /it » p » 4. In bezug 
auf (10) und (Ol) erzeugen die Eoinzidenzgeraden c einen 
Komplex 4. Grades, wie wir schon wissen. 
Es liege 

B^B^B^B^ß^ß^ß^ 

vor und zunächst c^; der zugehörige Punkt sei (£•, ;c = 4, weil vier 
Strahlen des Komplexes durch C gehen und eine Gerade treffen. Der 
Strahl c aus £, welcher A^A^ und B^B^ trifft, liefert die singulären 
Ebenen 6^ — (c, Aj^A^\ tf^ — (c, B^B^] wir erhalten: o) =» 6. In dem 
Büschel von (£ nach a^cc^ befinden sich vier Strahlen c jenes Komplexes; 
auf jedem ist (c, a^cc^) der singulare Punkt 8^ und cß^ der 5^. Da 
wir sechs solche Büschel haben, ist » 4 • 6 » 24; demnach ft = 7, 
p » 16. und bei (0, 1) ist cd =» 24, was sich ähnlich wie eben » 24 
ergibt, aber » 14; denn wir haben sechs Strahlen von der Art 
(@, <icicc^, ßißi) ^^d ^^^ ^on der Ai't (£, <yi0^o^)- Daher ist jetzt 
[i = 16, Q «B 11. Da der Fall c^ dual ist, also fi » 11, p » 16 bei 
(1, 0) und ft = 16, p == 7 bei (0, 1), so ergibt sich: 

In bezug auf (20), (11), (02) bilden die Koinzidenzgeraden 
c eine Kongruenz (7, 11), (16, 16), (11, 7). 

Nun sei 

(20) AAfAA^A^cc^cc^Ks 
B^B^B^B^B^ß^ß^ß^ 

gegeben, dazu c^, die Gerade dieser Bedingung sei c. Dann haben 
1) Also mit etwas anderer Bedeatnng von %. 
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wir Geraden c aufzusuchen von der Art {A^A^A^j ^1^57 0» ^oren 
gibt es 2 • 10; also ist cd » 20. Ferner gibt es in der eben erhaltenen 
Kongruenz (7, 11) 7 -f 11 Geraden, welche a^^a^ und c treffen; daraus 
folgt: e - 6(7 + 11) - 108. Und % «t auch 7 + 11. Also ist 
^ « 28, p - 72. Polglich bei (02): ^ = 72, p « 28 1), 

Das Ergebnis ist: Bei (30), (21), (12), (03) bilden die Koin- 
zidenzgeraden c eine Begelfläche vom Grade 28, 72, 72, 28. 
Auf der Begelfläche 28. Grades liegen die zwölf Punkte ^, B^ 
siebenfach. 

Endlich bei (30) ist % «= 28, co » 20, weil es so viele Schnitt- 
linien von der Art (Ä^A^A^, ^^^B^ gibt; - 6 • 28 « 168, weil die 
sechs Geraden c^^i^^ . . . /Si/^t; • • • j^ "^on 28 Geraden der Begelfläche 
28. Grades getroffen werden; daher ft » 38, p » 112. 

Bei (21) ist X = 72, (D = 2 . 10 . 4 = 80, weil der zu (Ol) ge- 
hörige Komplex 4. Grades von Strahlen c in jeden der 2 • 10 Strahlen- 
büschel wie den in der Ebene A^A^A^ um den Spurpunkt von B^B^^ 
vier Strahlen sendet; endlich Ö=«6«18-f8'7 = 164, weil es erstens 
in der Kongruenz (7, 11) von Strahlen Cy die zu (20) gehört, immer 
7 + 11 Strahlen gibt, welche zwei Geraden wie a^a^, ßzßi treffen, und 
zweitens aus jedem der acht Punkte von der Art tt^a^a^ sieben Strahlen 
an jene Kongruenz gehen. Daraus folgt: fi » 112, q » 164. Nun 
wissen wir auch über (12) und (03) Bescheid und haben: 

Bei (40), (31), (22), (13), (04) gibt es 38, 112, 154, 112, 38 
Koinzidenzgeraden c. 

Daraus können wir für (30) und (40) die uns noch fehlenden 253 
Involutionssätze ableiten; wir fanden (Nr. 240 und Nr. 242) bei drei, 
vier Punktepaaren einen Komplex 3. Grades, eine Kongruenz (3, 7) von 
Strahlen, welche nach ihnen Ebenenpaare in Involution senden. 

Nunmehr lassen wir bei (30) A^y B^ mit f^, A^ identisch sein, 
dann zerspaltet sich die oben gefundene Begelfläche vom Grade 28 in 
die (selbst noch weiter zerfallende) Begelfläche vom Grade 7 -f 11 der 
die Ag^B^ treffenden Geraden aus der Kongruenz (7, 11) für ^i, ... ^, 
B^y..,Bf, und eine Begelfläche 10. Grades, welche wiederum Involu- 
tionen liefert. Also: 

Bei fünf Punktepaaren A^B^y . . . A^B^ gibt es eine Begel- 
fläche 10. Grades, deren Erzeugenden Ebenenpaare in Invo- 
lution nach ihnen senden. 

Wenn bei (40) A^y B^ mit B^, A^ identisch sind, so gehören zu 
den 38 Geraden c auch die 28 die A^B^ treffenden Erzeugenden 



1) Das genügt, wenn auf die Kontrolle verzichtet wird; bei (11) ist 
;t=16 + 16 = 32, co = a = 6.2.4 + 8.4 = 80 ; ^ — p — 72. 



400 n. § 36. Das Problem der ränmlichen Projektiyitftt. 

der Regelfläche 28. Grades ^lt Ä^ . . . Ä^, B^ . . . B^] die 10 übrigen 
lehren: 

Es gibt 10 Geraden^ welche nach sechs gegebenen Punkte- 
paaren Ebenenpaare in Involution senden. 

Aber diese Inyolutions&ätze ergeben sich wesentlich einfacher 
durch folgende Überlegung. 

In jedem einfach unendlichen System von Involntionen yon 
Ebenenpaaren, die nach gegebenen Punktepaaren gehen, sei wiederum 
(i die Anzahl derjenigen^ bei denen noch nach einem weiteren ge- 
gebenen Punktepaare gepaarte Ebenen gehen, a die Anzahl der aus- 
gearteten (parabolischen) Involutionen und % die Anzahl der Axen, 
welche eine gegebene Gerade treffen, so ergibt sich, indem ähnlich 
mit zwei Geraden ä, b gearbeitet wird, die Relation: 

2ft « (ö + 2jr. 

Es seien zwei Punktepaare gegeben; wir lassen eine Gerade durch 
einen Büschel laufen, jedesmal ergibt sich eine Involution. Ersichtlich 
ist ;c =■ 1 ; ferner o = 4, da vier Strahlen des Büschels Verbindungs- 
linien von Punkten aus verschiedenen Paaren treffen; also ist ft =- 3, 
und wir haben den Komplex 3. Ghrades für drei Paare. 

Lassen wir nun eine Gerade einen Eegel desselben durchlaufen, 
so ist x=^ Sf aber cd ~ 0, weil keine Kante des Kegels in einer der 
aeht Ebenen durch drei Punkte aus verschiedenen Paaren liegt; also 
ist /[i =» 3. Durchläuft hingegen die Gerade eine Komplexkurve, so 
ist wiederum % » 3, diesmal aber a> » 8, denn die Schnittlinien der 
Ebene der Kurve mit jenen acht Ebenen liefern parabolische In- 
volutionen und berühren daher die Komplexkurve; folglich ist /it » 7; 
wir haben die Kongruenz (3, 7) bei vier Punktepaaren. 

Diejenigen Geraden dieser Kongruenz, welche eine Gerade c treffen, 
erzeugen eine Regelfläche 10. Grades; also ist % =» 10, und wiederum 
o « 0; daher /it » 10; wir haben die Regelfläche 10. Grades bei fünf 
Punktepaaren. Und bei dem System, zu dem ihre Erzeugenden führen, 
ist auch ;^ =» 10, cd » 0, ft = 10; damit sind die 10 Geraden bei sechs 
Punktepaaren erhalten. 

Wenn eine Gerade durch einen Punkt eines von den gegebenen 
Paaren geht, so wird die Bedingung für dieses Paar, wegen der Un- 
bestimmtheit der einen Ebene, von selbst erfüllt. Daraus folgt: 

Der Komplex 3. Grades enthält die ganzen Bündel um 
die sechs Punkte der drei Paare, und zwar einfach. 

An die Kongruenz (3, 7) kommt von jedem der acht Punkte 
ein Kegel 3. Ordnung, derjenige nämlich, der zum Komplex 3. Grades 
gehört, welcher sich bei den drei andern Paaren ergibt. 

Auf der Regelfläche 10. Grades sind die 10 Punkte dreifach. 
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§ 37. Sätze über projektive StraMeiibtiscliel im Baume. 

Zwei windschiefe Geraden u, v liefern oo* Strahlen^ welche 264 
beide treffen: wir nannten in Nr. 238 den Inbegriff derselben ein 
Strahlennetz und u, v die Leitgeraden desselben. Von einem 
beliebigen Punkte kommt ein Strahl dieses Netzes, von jedem Punkte 
aber auf u oder v ein Strahlenbüschel; ebenso liegt in einer beliebigen 
Ebene eine Gerade des Netzes^ in jeder Ebene aber durch u oder v 
ebenfalls ein Strahlenbüschel. Die Kongruenz dieser <x>^ Strahlen hat 
daher die Ordnung nnd Klasse 1 und heißt deshalb auch lineare 
Kongruenz. Sie ist in sich dual, wir bezeichnen sie durch [uv]^ 
analog wie das Gebüsche der Strahlen^ welche u treffen, durch \u] 
und die B^elschar der Geraden, welche u, t;, w treffen, durch [tivtc;]. 
In dem Netze [uv] schneiden sich die beiden Gebüsche [u], [v] und 
eine dritte Gerade w scheidet aus ihm die Begelschar [ut;t<;] aus. 

Wenn nun zwei Strahlenbüschel (-4, a), (B, ß) beliebig im 
Räume liegen und projektiv aufeinander bezogen sind, so liefern je 
zwei entsprechende Strahlen a, b als Leitgeraden ein Strahlennetz [a&], 
und diese oo^ Strahlennetze erzeugen einen Komplex. Die Strahlen 
desselben, die von einem Punkte ausgehen, sind die Schnittlinieu 
entsprechender Ebenen der beiden projektiven Ebenenbüschel, durch 
welche die gegebenen projektiven Strahlenbüschel aus projiziert 
werden; also entsteht ein Kegel 2. Grades, nnd ähnlich ergibt sich 
eine Kurve 2. Grades durch die Strahlen des Komplexes in einer Ebene. 
Der Komplex ist 2. Grades. 

Wir erkennen ihn aber sofort als einen tetraedralen Komplex. 
In der Tat, die beiden Büschel erzeugen auf der Schnittlinie aß ihrer 
Ebenen zwei konjektive Punktreihen; seien (7, D deren Koinzidenz- 
punkte und X, X' die durch beliebige entsprechende Strahlen ein- 
geschnittenen Punkte, so ist (XX' CD) konstant (Nr. 71); sei x irgend 
ein Strahl des Komplexes, der diese beiden Strahlen trifft, dann ist 
ersichtlich x (X, X', C, D) ^ X (Ä, B, C, D); so zeigt sich, daß dieses 
Doppelverhältnis konstant ist; das Tetraeder ist ABCD und hat 
eventuell zwei imaginäre Ecken (7, D. Die Ebenen a, ß sind zwei 
Seitenflächen ACDy BCD des Tetraeders. 

Das Erzeugnis zweier projektiver Strahlenbüschel (-4, «), 
{B, ß) im Baume, d. h. der Inbegriff aller Strahlennetze, 
welche zwei entsprechende Geraden derselben zu Leitgeraden 
haben, ist ein tetraedraler Komplex, von dessen Tetraeder 
die Scheitel Ä, B der Büschel zwei Ecken und die Ebenen 
ßj a die Gegenebenen sind^). 

1) Diese einfache Erzeugung des tetraedalen Komplexes hat wohl Hirst 
gefunden: On the complezes generated by two correlative planes, in den CoUectanea 
mathematica zu Ehren Chelinis (1881). 

Sturm, Oeometr. Verwandtschaften. L 26 ^ 
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Diese Erzeugung haben wir schon in Nr. 238 gefunden; denn die 
dortigen Strahlen a', a' durchlaufen die Büschel {A^^ a^), (A^j a^) 
projektiv. 
265 Wenn aber die beiden Büschel (Ä^ a), (B, ß) einen Strahl 

c gemeinsam haben und dieser Strahl sich selbst entspricht^ 
so löst sich offenbar vom Erzeugnisse das Strahlengebüsche [c] ab^ 
und es bleibt, als eigentliches Erzeugnis, ein Komplex eben* 
falls 1. Orades, aber allgemeiner als dieser spezielle [c]. Der Strahl c^ 
in allen erzeugenden Strahlennetzen befindlich^ gehört zum Komplexe. 

Wir werden später erkennen, daß jeder lineare Komplex so er- 
zeugt werden kann (Sylvester's Erzeugung)*). Hier wollen wir zeigen, 
wie er aus fünf Strahlen, die zu ihm gehören sollen, konstruiert 
werden kann. Dazu beweisen wir folgenden Hilfssatz (vgl. Anm. 
zu Nr. 237): 

Wenn eine Oerade g die Seiten jBC, CA, AB eines Dreiecks in 
A^f B^, C^ schneidet und G auf ihr liegt, so ist: 

A^B,C,G7\ G(A, B, C, g). 

Wir projizieren die Punktreihe auf g aus C auf AB und zwar 
G nach C^, so ist: 

AiB,C\G A BAG^C^ A ABC^C^ A G{A, B, C, g). 

Nun seien g^ g^, g^, g^, g^ die fünf gegebenen Strahlen; wir 
legen durch g zwei Ebenen a, /5, welche g^, g^, g^, g^ in ^i, A^, A^, A^\ 
B^y B^j B^y B^ schneiden; A^J^ sei der Schnitt von -4^-4^, B^j^ der von 
B^Bj^ mit g. Auf dieser Gerade seien zwei Projektivitäten festgelegt: 

-^3-^18-^12 A -025-^18-^1«; -^4-^14-^12 A ^24-^14-^12* 

Sie haben (Nr. 209) außer dem gemeinsamen Paare ^it-^12 ^^^~ 
sprechender Punkte noch ein zweites Paar A^Bq^ welches linear kon- 
struiert werden kann ; denn z. B. Bq ist der zweite Koinzidenzpunkt, 
neben B^^j zweier konjektiver Punktreihen, in denen zwei Punkte B 
und B' entsprechend sind, die in jenen Projektiviiäten je demselben 
Punkte A korrespondieren. Also ist: 

^^28-^18-^12^0 A -^2 8 -^18 ■^12-^0^ -^4-^14-^12-^ A -^24-"l4^12-"o5 

schneiden wir das Dreieck A^A^A^ mit gy so ist nach dem Hilfssatze-: 

^8-^8-^12-^ A -^(-^1, -4j, A^y g)y 

und ähnlich ergeben die Dreiecke A^A^A^y B^B^B^, B^B^B^ drei 
Projektivitäten; daher ist: 

AiA, ^y A; A; 9) A ^o(^i> ^27 -^8; ^if 9)i 



1) Gomptes renduB Bd. 52, S. 741, 1861. 
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und wir haben in den projektiven Büscheln {Äq, a\ (B^j ß) mit dem 
gemeinsamen sich selbst entsprechenden Struhle g diejenigen, durch 
welche der lineare Komplex erzeugt wird*). 

Es mögen hier kurz noch zwei Kongruenzen angeführt werden. 256 
Wenn im Räume ein Ebenenbüschel u und ein Strahlenbüschel (5', 6^ 
Yorliegen, welche projektiv sind, so enthält jede Ebene ^ des ersteren 
einen Strahlenbüschel um den Schnitt mit dem entsprechenden Strahl 
x' des zweiten. Die Strahlen aller dieser Büschel breffen die Axe ti, 
aber auch den Kegelschnitt in 6\ der durch den gegebenen Strahlen- 
büschel und den durch den Ebenenbüschel eingeschnittenen entsteht 
und dessen Punkte die Scheitel der Büschel in den | sind; er geht durch 
U0\ Also handelt es sich um die Kongruenz der Geraden, welche 
einen Kegelschnitt und eine ihn schneidende Gerade treffen; sie ist 
ersichtlich 1. Ordnung 2. Klasse. Die beiden Leitlinien bilden zu- 
sammen eine Ausartung der kubischen Raumkurve; und zur ToUen 
Doppelsekanten-Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse derselben wird unsere 
Kongruenz durch das Strahlenfeld in der Ebene des Kegelschnitts 
yervollstandigt. 

In dualer Weise liefern eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel, 
welche projektiv sind, oo^ Strahlenbüschel aus den Punkten der Punkt- 
reihe je in der Ebene nach dem entsprechenden Strahle des Büschels. 
Die Kongruenz ist 2. Ordnung 1. Klasse, und ihre Strahlen treffen den 
Träger der Punktreihe und berühren den Kegel 2. Grades, welcher 
durch den gegebenen Strahlenbüschel und den aus seinem Scheitel 
die Punktreihe projizierenden erzeugt wird. Der Tangentialebenen- 
Büschel dieses Kegels bildet mit dem Ebenenbüschel um jene Gerade 
eine Ausartung des Torsus 3. Klasse der Schmiegungsebenen einer 
kubischen Raumkurve, und zur vollen Kongruenz 3. Ordnung 1. Klasse 
der Schmiegungsaxen derselben wird unsere Kongruenz durch den 
Strahlenbündel um den Scheitel des Kegels vervollständigt. 

Wenn drei projektive Strahlenbüschel (-4, a), {B, ß), (C, y) 257 
gegeben sind, so entsteht durch die Treffgeraden von drei 
homologen Geraden, welche je eine Regelschar bilden, eine 
in sich duale Kongruenz 3. Ordnung 3. Klasse. 

Die drei projektiven Punktreihen, welche durch die Büschel in 
eine Ebene geschnitten werden, besitzen dreimal drei entsprechende 
Punkte auf einer Gerade (Nr. 200); das sind die drei Strahlen der 
Kongruenz in der Ebene. Die Trägerflächen jener Regelscharen gehen 
durch die Scheitel und berühren die Ebenen der Büschel; die Ordnung 
und Klasse der Kongruenz sagen aus, daß von ihnen drei durch 
einen Punkt gehen und drei eine Ebene berühren. Von jedem der 
drei Scheitel kommt an die Kongruenz ein Kegel 2. Grades, derjenige 



1) Briefliche Mitteüung von L. Klug (April 1902). 

26* 
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nämlich^ der zum tetraedralen Komplexe gehört, den die beiden andern 
Büschel erzeugen^ und ebenso liegt in der Ebene eines jeden der 
Büschel ein Kegelschnitt von Komplexstrahlen, vom tetraedralen 
Komplexe der beiden andern Büschel herrührend; so daß diese drei 
Punkte und drei Ebenen für die Kongruenz singulär vom 
2. Grade sind; man nennt für eine Kongruenz einen Punkt, eine Ebene 
Yom Grade h singulär, wenn sie nicht mit einer endlichen Anzahl 
von Kongruenzstrahlen inzidieren, sondern mit oc^, die einen Kegel 
Ä*®' Ordnung erzeugen bzw. eine Kurve Ä*"' Klasse umhüllen. 

Je zwei der drei Strahlenbüschel besitzen zwei Paare sich schnei- 
dender homologer Strahlen; tun es z. B. a, b aus (Ä, a), (B, ß) und 
ist c der homologe Strahl aus (C, y), so zerfällt die Regelschar [abc] 
in die beiden Strahlenbüschel aus dem Punkte ab in der Ebene nach 
c und in der Ebene ab um den Spurpunkt von c. So ergeben sich 
zwölf der Kongruenz angehörige Strahlenbüschel, und ihre 
Scheitel und Ebenen sind singulär 1. Grades für die Kon- 
gruenz^). 

Nach Nr. 247 ist die Regelfläche der Strahlen dieser 
Kongruenz, welche eine Gerade treffen, vom Grade 3 + 3 «6. 
Den dortigen Beweis, welcher das Prinzip der speziellen Lage benutzt, 
woUen wir aber, für unseren Fall, durch einen allgemeinen Beweis 
ersetzen. 

Der zu (Äj a), (B, ß) gehörige tetraedrale Komplex hat 
mit einer beliebigen Regelschar q vier Geraden gemein. 
Ein Strahl b des Büschels (B, ß) trifft zwei Geraden von p, den 
beiden von ihnen getroffenen Strahlen von (A, a) sind zwei Strahlen 
V von (J5, ß) homolog, welche wir dem b zuordnen. Zu einem V 
ist ein a' homolog, und die beiden ihn treffenden Geraden von q 
schneiden zwei Strahlen von (B, ß), welche die dem b' korrespon- 
dierenden b sind. Die vier Koinzidenzstrahlen führen zu den gemein- 
samen Strahlen. 

Jetzt seien wieder drei projektive Büschel (J., a), (J5, ß), (C, y) 
gegeben und zwei Geraden {, m; einem Strahle c von {^C, y) sind a, b 
in den anderen Büscheln homolog, die beiden Treffgeraden von a, &, 
l, m schneiden zwei Strahlen c von (C, y\ die dem c zugeordnet 
werden; gehen wir von einem Strahle c aus, so haben wir die Regel- 
schar [c7m], welche mit dem zu {A, a), (B, ß) gehörigen tetra- 
edralen Komplexe vier Geraden gemein hat; diese treffen die vier 
Strahlen c von (C, y\ welche dem c' entsprechen. Die sechs Koin- 
zidenzen dieser Korrespondenz [4, 2] beweisen, daß es in der Kon- 
gruenz der Geraden, welche homologe Strahlen von allen drei Strahlen- 



1) Boccella, Sugli enti geometrici dello spazio di rette (Piazza Armerina, 
1882); Sturm, Joum. f. Math., Bd. 101. S. 188. 
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büscheln treffen, 6 gibt, welche l und m schneiden, oder daß die- 
jenigen, welche / schneiden, eine Regelfläche 6. Grades erzeugen. 

Wenn nun vier projektive Strahlenbüschel (^, a),...,(D,d) 
gegeben sind, so entsteht durch die Treffgeraden der Qua- 
drupel homologer Strahlen eine Regelfläche 8. Grades. 

Wir stellen, um dies zu beweisen, in einem der Büschel (D, ö) 
eine Korrespondenz her. Ein Strahl d desselben führt zu einer Regel- 
schar, die sich auf die drei homologen Strahlen a, b, c stützt; die 
beiden Geraden derselben, welche die beliebige Gerade l treffen, be- 
gegnen zwei Strahlen d' des (D, d), die wir dem d zuordnen. Die 
Geraden der zu (J., a), (JB, j8), (C, y) gehörigen Eoi]^uenz (3, 3), 
welche { treffen, erzeugen eine Regelfläche 6. Grades, so daß 6 den 
Strahl (f schneiden. Seien a, b, c die homologen Strahlen aus den 
drei ersten Büscheln, auf welche eine dieser sechs Geraden sich stützt, 
und d der entsprechende in (2), d), so ist dieser einer der sechs 
dem d' zugeordneten Strahlen d. Die acht Koinzidenzen dieser Korre- 
spondenz [6, 2] lehren, daß acht Geraden, welche homologe Strahlen 
der vier Strahlenbüschel schneiden, der l begegnen. 

Die Kongruenz (3, 3) zeigt, daß mit jedem der vier Scheitel und 
jeder der vier Ebenen der Büschel drei Erzeugenden inzidieren; und 
man sieht, wie z. B. ein Strahl von (D, d) der Regelfläche 8. Grades 
in dem dreifachen Punkte D, auf den drei Erzeugenden in d und in 
den beiden Punkten begegnet, in denen er von den Treffgeraden des 
Quadrupels, zu dem er gehört, geschnitten wird. 

Das System der Regelscharen, welche die zu (Ä, a), (J?, ß), 
(C, y) gehörige Kongruenz erzeugen, ist projektiv zu dem Büschel 
(D, d), und diese Projektivität geht über auf das System der Kegel- 
schnitte, das sie in die Ebene 8 einschneiden und von dem drei 
durch einen Punkt gehen. Sie erzeugen die Kurve 5. Ordnung, in 
welcher diese Ebene von der Regelfläche 8. Grades, außer in den 
drei Erzeugenden, geschnitten wird; auf einer Gerade rufen sie eine 
Korrespondenz [3, 2] hervor. 

Fügen wir noch einen fünften Strahlenbüschel (J^, b) hinzu, eben- 
falls projektiv zu den früheren, so ergibt sich zwischen ihm und dem 
System von Punktepaaren, welche die Treffgeraden der Quadrupel 
des vorigen Falls auf der Schnittkurve mit der Regelfläche hervor- 
rufen, eine Projektivität, aus welcher im Büschel {E^ s) eine Korre- 
spondenz [8, 2] entsteht; deren 10 Koinzidenzen beweisen, daß es 
bei fünf projektiven Strahlenbüscheln zehn Quintupel homo- 
loger Strahlen gibt, welche eine Treffgerade besitzen*). 

1) Setzen wir die Sätze der Liniengeometrie als bekannt voraus, daß ein 
Komplex p^^ Grades mit einer Kongruenz (ni, n) eine Regelfläche vom Gfrade 
p{^-\-n) und mit einer Regelfläche q^^ Grades i^^ Geraden gemein hat (Linien- 
geometrie, Bd. I, Nr. 35, 86), so bestätigen wir die obigen Ergebnisse. Der zu 
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258 Oegeben seien sechs Geraden a^y a^, a^^ a^\ % a'; wir wollen wissen, 

wie viele Strahlenwürfe möglich sind^ deren Ebenen mit a^ deren 
Scheitel mit a' und deren Strahlen mit a^j a^, a^y a^ bzw. inzidieren, 
und welche zu einem gegebenen Wurfe ö* projektiv sind. Wir 
ziehen zunächst nur o^, a^, a^ heran und haben drei Regelscharen 
[aa'Oi], [aa'o,], [aa'aj]. Jedem Punkte W auf a' entsprechen drei 
Punkte 3ti, Äj, ?4 auf a, eingeschnitten durch die drei von V aus- 
gehenden Oeraden der Regelscharen. Diese vier Punkte Wj ^19^,^$ 
durchlaufen projektive Punktreihen. Konstruiert man jedesmal 9(^ 
auf a so, daß ^i^'&^^A G\ so firagt es sich, wie oft «'«^ die a» 
tri£Pk oder was für eine Regelfläcbe durch W^^ entsteht. 

Dem Ä' entspricht ein Punkt ä^. Es sei nun 84 fest auf a, so 
gehören zu jedem ^ eindeutig ein ^, ein Sl, und dann ein Sl^*, so 
daß %{^2i2^i^^7\ G*; umgekehrt, wenn Ä^* gegeben ist, so bewegen 
sich a,* %*y für welche V V V«4 A G* ist, in konjektiven 
Reihen. Diese haben mit den von SS^, Sg beschriebenen zwei Paare 
gemeinsam (Nr. 209); d. h. wir haben zwei Paare ÄjÄ,, för welche 
8[i*?rjÄ8 2l4 Ä G* ist. Diesen gehören, vermöge der obigen Projektivi- 
täten, zwei St^ zu; also entsprechen jedem Ä^* zwei Äj. Die Korres- 
pondenz zwischen V^^ und 3li* ist [2, 1]; die drei Koinzidenzen lehren, 
daß es zu % drei Tripel ^%^^ gibt, so daß «iS^Sts^iA G*, nnd 
also drei dem SI^ entsprechende Punkte W, Daher ist die Korrespon- 
denz zwischen 31' und Sl^ eine [3, 1], und folglich erzeugt 848' eine 
Regelfläche 4. Grades mit a' als einfacher, a als dreifacher Leitgerade 
(Nr. 164) und triflEt a^ viermal. 

Es gibt demnach vier Strahlenbüschel (J., cc)(cit,(hf^f^4)9 
welche zu einem gegebenen Wurfe G^ projektiv sind und 
bei denen der Scheitel Ä auf a' liegt, die Ebene a durch a 
geht und die vier Strahlen den Geraden a^, a,, a,, a^ begegnen. 

Oder: Die Punkte Ä in den Ebenen a durch a, für welche: 

(Ä, a) (aj, Oj, 03, aj A ö*, 

erzeugen eine Fläche 4. Ordnung. In jeder Ebene a durch a 
befindet sich ein erzeugender Kegelschnitt, seine Punkte senden nach 
den Spuren von «i, . . . Würfe, die zu 6r* projektiv sind (Nr. 224); 
femer umhüllen die Ebenen a durch einen Punkt Ä auf a, für welchen 
diese Projektivität statthat, einen Kegel 2. Grades, da sie von den 

{Äj a), (JB, ß) gehörige tetraedrale Komplex und die zu (Ä, a), (C, y), (D, d) ge- 
hörige Kongruenz (3, 3) haben den Kegel der Kong^enz aus Ä, die Kurve in 
a und die zu (A^ ce), . . . (Z>, S) gehörige Regelfläche 8. Grades gemein , der zu 
(J.i a), {Ey e) gehörige Komplex mit dieser Regelfläche die drei Erzeugenden 
durch A^ die in a und die 10 Treffgeraden, die zu (J., a), . . . {E^ b) gehören. — 
Hinsichtlich der Regelfläche 8. Grades vgl. E. Weiß, Anzahlbestimmungen far 
das Strahlennetz (Diss. von Breslau, 1907), S. 7. 
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Ebenen Aa^, . . . in Würfen geschnitten werden, welche an G* pro- 
jektiv sind. An ihn gehen von a zwei Berührangsebenen; folglich 
befindet sich jeder Punkt von a anf zwei von den erzengenden Kegel- 
schnitten; also ist er nnd die Gerade a doppelt auf der Fläche 
4. Ordnung. Die Oeraden a^, o,^ a^^ a^ enthält sie ersichtlich ein- 
fach. Wir haben acht Geraden a\ welche a und drei von den Geraden 
a^; . . . treffen-, eine von ihnen treffe etwa a^ a^, a^, a,; in der Ebene 
a von a nach dieser Gerade a' zerfällt der Kegelschnitt in die a' und 
eine zweite Gerade a'. Für jeden Punkt Ä der a' fallen drei von 
den vier Strahlen in a' zusammen; die Projektivität zu G^ wird da- 
durch erfüllt^ daß sie ausartet, wobei a' singulär im Büschel (Ä^ a) 
ist und in 6r^ das vierte Element. Wird dann auf a' der Punkt A^' 
so bestimmt; das aia^, o^, a,, A^') A GS ^^ ^^^ ^^^ Gerade von ^/ 
nach der Spur von a^ die zweite Gerade a'\ 

So ergeben sich fUr unsere Flache 4. Ordnung mit einer Doppel- 
gerade a die sechzehn Geraden, welche ihr infolge dieser 
Doppelgerade zukommen müssen und diese treffen^). 

Unsere Fläche ist aber ein bemerkenswerter Spezialfall dadurch, 
daß sie noch vier gegen die Doppelgerade windschiefe Ge- 
raden besitzt 

Dual: Die Ebenen a durch Punkte A von a\ für welche 
die obige Projektivität gilt^ umhüllen eine Fläche 4. Klasse; 
alle Ebenen durch a' sind doppelte Berührungsebenen derselben und 
von jedem Punkte auf dieser Gerade kommt ein Berührungskegel 

2. Grades. 

Nehmen wir an, daß a die a^ treffe: in A^, so löst sich von der 
FULche 4. Ordnung die Ebene aa^ ab; die übrig bleibende Fläche 

3. Ordnung ist der Ort der Punkte A in Ebenen a durch die 
den Punkt A^ enthaltende Gerade a, für welche: 

(A, a) (ai, »8, a„ A^) A G\ 

Lassen wir a auch noch a,, in ^, treffen^ so sondert sich noch eine 
Ebene ab^ und es bleibt eine Fläche 2. Grades als Ort der Punkte A 
in den Ebenen a durch A^A^, für welche: 

(A, a) (oi, a„ ^„ A^ A G\ 

Aber das ist unmittelbarer einzusehen. Denn der Ort der Geraden a, 
welche o^, a^ treffen und für die: 

a'(ai, Oj, A^, A^) A G* 

ist, ist eine durch o^, ag, A^, A^ gehende Regelschar; für jeden 



1) Wir werden uns mit ihr beschäftigen. 
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Punkt A «auf a und seine Verbindungsebene u mit Ä^Ä^ gilt die 
obige Projektivität. 
259 Kehren wir aber zur kubischen Fläche zurück. Es seien nun 

CLi} ^9 ^^} ^4,y ^ und Ä^^ sowie ein unikursales Gebilde G^ von fünf 
Elementen in bestimmter Anordnung gegeben; durch A^ sei q ge- 
zogen. Wir konstruieren die Fläche 3. Ordnung , welche der Ort 
der Punkte A in Ebenen a durch a ist^ für die: 

{A, a) (ai, a,, o,, A^) A G(l), 

wo G{i) aus G^ durch Weglassung des i^^ Elements entsteht. Weil 
sie a dreimal trifiPt, so umhüllen die Ebenen a durch die Punkte A 
auf üy für welche die obige Projektivität gilt, einen Kegel 3. Klasse 
mit der Spitze A^^ indem durch a drei gehen. Die Ebene A^^a ergibt 
sich bei den beiden Schnittpunkten der a mit einem gewissen Kegel- 
schnitt in ihr durch die Spuren von a^, a^, o^ ^^^ durch A^\ aba 
ist sie doppelte Berührungsebene, während A^{a^y a^, a,) einfache 
sind. Dieser Kegel hat mit dem zu a|, o^, a^, a, A^ und G{%) gehörigen 
die Berührungsebenen A^{aj o^, a^ gemeinsam, daher noch drei 
weitere. Sie bestimmen auf a drei Punkte A, und wir erhalten: 

Die Punkte A in Ebenen a durch J.5, für welche: 

(Ay ß) («1, öTg, o,, a^, ^5) T\ G^ 

ist, erzeugen eine Fläche 3. Ordnung. 

Denn bei diesen Büscheln (A, a) stimmen die Projektivitäten: 

(Ay a) (oj, ttj, a„ ^5) A G^d), 

{A, a) (öl, 0,, a^, A^) A G(8) 
überein. 

Die Geraden a^, o^, a,, a^ und der Punkt A^ sind einfach auf 
der Fläche, wie leicht einzusehen ist. In der Regelschar [o^a^a,] 

gibt es eine Gerade a®, für welche «^(«1, «2? ^> -^s) A G^) ist; 
denn konstruiert man in der Leitschar die Gerade ag', für welche 
c^a^OiO^' 7\ G{i) ist, so ist a® in der Ebene a^A^, gelegen. Nun 
sei durch a® die Ebene a^ so gelegt, daß cfi{a^y a^, o^, «4) A G^y 
Aus einem beliebigen Punkte A von a^ werde in a^ der a^ treffende 
Strahl gezogen und mit Ap^ durch die Ebene a verbunden, so ist: 

{A ^) («n <hy (^li> «4. ^5) A C?^ 

folglich liegen die Gerade a^ und drei ähnliche aus den Regelscharen 
[(1^0^(14], • • • auf der kubischen Fläche. 

Wenn a^, «j, a,, 04, ag, a, (r*^ gegeben sind, so befindet sich 
(Nr. 226) in jeder Ebene a durch a ein Punkt A, für welchen: 

{A, a) (oi, Og, fl„ a^, ag) A ö^ 
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Auf der Fläche 4. Ordnung, welche zn a^, a^, cl^ a^, a, G^) gehört^ 
war jeder Punkt A von a doppelt; also gehört er zu zwei durch a 
gehenden Ebenen a, und jeder von ihnen gehören auf der zu o^, o^, 
a^, Of^f a, G^) gehörigen Fläche 4. Ordnung wieder zwei Punkte A"^ 
zu, in denen ihr Eegelschnitt die Gerade a triffk. Mithin besteht 
zwischen den Punkten A und A', die zur nämlichen Ebene a durch 
a in dem einen und dem andern Falle gehören, eine Korrespondenz 
[4, 4]. Zu den acht Koinzidenzen gehören die Schnitte von a mit 
den beiden TrefPgeraden von o^, Oi, o^, a. Für die sechs übrigen 
Koinzidenzen A und je die zugehörige Ebene a gilt: 

(4 «) («i, (hy <hf 0^4, (h) A G\ 

Wir erhalten folglich eine Kurve 7. Ordnung durch die 
Punkte A in den Ebenen a durch a, für welche: 

{A, a) (Oi, Oj, Oj, a^, Og) A ö*; 

sie trifft die Qerade a sechsmal. 

In ihr schneiden sich die beiden Flächen 4. Ordnung, welche zu 
fi^, Oj, a^, a^, Q, G{fi) und a,, a^, a^, a^, a, G^i) gehören, außer in 
der auf beiden doppelten Oerade a, den Geraden di, cl^^ (^ und den 
•beiden Treffgeraden von a, a^, a^, a^. 

Jeder der Geraden a^, o,, o,, a^, a^ begegnet sie viermal, 
der (I5 z. B. in den Schnitten mit der ersten der beiden eben ge- 
nannten Flächen. 

Dual: Die Ebenen a durch die Punkte A auf der Gerade 
a', für welche die obige Projektivität gilt, umhüllen einen 
Torsus 7. Klasse, und sechs von ihnen gehen durch a'. 

Da sieben durch einen Punkt 9[ gehen, so haben wir: 

Die Punkte A in den Ebenen a durch einen gegebenen 
Punkt 9, für welche die erwähnte Projektiyität besteht, 
erzeugen eine Fläche 7. Ordnung; denn siebenmal fällt A auf a'. 

Nehmen wir, zur Baumkurre 7. Ordnung zurückkehrend, an, daß 
a von 05 in ^5 getroffen werde, so löst sich von der Kurve 7. Ord- 
nung ein Kegelschnitt ab, der in der Ebene aa^ liegt, denn für 
Punkte A dieser Ebene treffen alle Strahlen die o^. Die Restkurre 
5. Ordnung triffk a noch viermal und jede der Geraden a^j , . ,a^ 
dreimal 

Der Ort der Punkte A in Ebenen a durch die Gerade a, 
auf welcher A^ liegt, so beschaffen, daß: 

{A, a) (a^, o,, a„ a^, ^) A »*, 

ist eine Raumkurve 5. Ordnung, welche a^, . . . a^ dreimal und 
Q so viermal trifft, daß zwei Schnitte in dem Doppelpunkte 
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A^ sich vereinfgen; denn die von A^ ausgehenden Ebenen a, für 
welche: 

(A; «) K. ö^8, a„ aj A G(J), 

hüllen einen Kegel 2. Grades ein und zwei gehen durch a. 

Lassen wir noch a^ die a treffen in A^, so löst sich ein zweiter 
Kegelschnitt ab, der A^ f&r die Restkurye zum einfachen Punkte 
macht; und ebenso ist es A^, in den für die Kurre 7. Ordnung die 
beiden weiteren Schnitte mit a zusammengerückt sind; es ergibt sich: 

Wenn a^, a^, aj, A^, A^, G^ gegeben sind, so ist der Ort 
der Punkte A in den Ebenen cc durch A^A^y für welche: 

{A, cc) (ai, o,, a„ A^, A^) A ö*, 

eine kubische Raumkurve, welche durch A^^ A^ geht und 
Oiy Ol, a^ zu Sehnen hat. 

Sie ist den beiden Flächen 2. Grades (Nr. 258) gemeinsam, die 
zu Oj, o,, -^4, A^, G(8), bzw. flfi, ttj, A^y A^y G^) gehören, außer 04. 
260 Jetzt seien sechs Geraden a^, o^, . . . a^ gegeben, femer a und G^; 

so schneide man die zu o, a^, . ■ ■ a^ und 6r(5, e) gehörige Fläche 4. Ord- 
nung und die zu Q, o^, o,, a,, ag, a^ und (r(4) gehörige Kurve 7. Ord- 
nung; sie haben gemein sechs Punkte auf a, welche auf der F^he 
doppelt sind, und 3 • 4 Punkte auf a^, o,, a,, daher sonst noch 
4. 7_ 2. 6-3. 4-4 Punkte. 

Durch a gibt es also vier Ebenen a mit je einem Punkte 
A, so beschaffen, daß: 

{A, a) (ai, o,, aj, a^, 05, a^) A G\ 

Oder: Die Ebenen a der Büschel (J., a), für welche diese 
Projektivität gilt, erzeugen eine Fläche 4. Klasse und die 
Scheitel A eine Fläche 4. Ordnung. 

Für jene sind die Ebenen durch die a^ einfieu^he Berührungs- 
ebenen, für diese die Punkte auf ihnen einfache Punkte. 

Wenn a^ die a in ^ trifipt, so gehört a^a zu den vier Ebenen. 
Die drei übrigen Ebenen sind solche Ebenen a durch a, welche je 
einen Punkt A enthalten, so daß: 

(Ay u) («1, ... «5, A) A G^. 

Wir erhalten weiter zwei Ebenen u durch A^A^ mit je einem 
Punkte Ay so beschaffen, daß: 

{Ay a) (aj, . . . a^, ^5, A^) A G^, 

Sind a^y o,, . . . ag, A^ imd G^ gegeben, so konstruiere man die 
beiden kubischen Flächen von Nr. 259, welche zu a^, o,, Og, a^, ^ 
und (7(5), bzw. du o^y o^y o^y A^ und G^i) gehören; ihnen sind gemein- 
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sam Oif CLi, CI9 und die dort beschriebene Oerade a® aus [(^iCL^a^], also 
noch eine Raamkuire 5. Ordnung. 

Der Ort der Punkte Ä in den Ebenen a durch Ä^y für 

welche: 

(A, a) (öTj, flfjj, a„ a^, Oj, A^) A G^ 

ist eine Baumkurve 5. Ordnung, welche durch A^ geht und 
jede der fünf Geraden a^, ... 05 dreimal trifft. Die Ebenen a 
umhüllen einen Kegel 3. Klasse aus A^, weil durch die obige 
a drei gehen. 

Die Flache 4. Ordnung der Scheitel A in den Ebenen a durch a, 
für welche: 

(A, cc) (04, o,, aj, aj A G*, 

können wir auch anders definieren. Für jeden Punkt derselben sei 
der Kegel 2. Qrades konstruiert, welcher die Ebenen A{a^, 0^,0^,0^0) 
berührt. Seine Berührungsebene Aa wird von den vier Berührungs- 
ebenen A{ai, a^y a^y aJ in einem zu G^ projektiven Wurfe geschnitten; 
also gilt dies für jede seiner Berührungsebenen. Folglich ist die Fläche 
4. Ordnung der Ort der Punkte A, so beschaffen, daß bei dem Kegel 
2. Orades, der die fünf Ebenen A{a^y a,, o^, a^, a) berührt, der 
Büschel der vier ersten von diesen Ebenen dem gegebenen Wurfe G^ 
projektiv ist. 

Jetzt seien wieder fünf Geraden a^, Oi, ^g, a^, a^ und G^ ge- 
geben, so konstruieren wir die Fläche 4. Ordnung der Spitzen der 
Kegel 2. Grades A{a^y o^, aj, a^, a^, bei denen der Tangentialebenen- 
Büschel A{a^y a^, ^3, aJ zu 6r(5) projektiv ist, und diejenige der 
Spitzen der Kegel A{ai, a^, a,, a^, a^), bei denen der Büschel 

A(aj^, a^y a,, a^ zu G(4) projektiv ist. Auf jener sind c^^ o^j a^y a^ 
einfach, a^ doppelt, auf dieser a^, Oi, o^, a^ einfach, a^ doppelt. 
Außerdem haben die beiden Flächen gemeinsam die 2 • 3 Geraden, 
welche a^, Og und je zwei von den drei Geraden a^, o,, a, treffen. Es 
bleibt eine kubische Raumkurve, welche Ort der Punkte A ist, 
für welche der Tangentialebenen-Büschel A{a^y o,, Og, a^, a^ 
zu G^ projektiv ist. Jeder Punkt A dieser Kurve hat 00^ 
Ebenen a, für welche: 

{Ay a) (aj, . . . 05) A G^ 

ist, nämlich die Berührungsebenen des zugehörigen Kegels 

2. Grades A (04, . . . Oj). 

Eine Ebene durch a^ schneidet die beiden Flächen in einem 
Kegelschnitte und einer Kurve 3. Ordnung, welche gemein haben die 
Spuren von a^, a,, a,, a^, imd zwar ist letztere doppelt auf der Kurve 

3. Ordnung. Es bleibt nur ein der kubischen Raumkurve angehöriger 
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Schnitt. Daraus schließt man, daß die fünf Geraden a^, , , , a^ 
Doppelsekanten dieser kubischen Raumkurve sind. 

Umgekehrt, wenn zu einem Punkte Ä zwei verschiedene Ebenen 
a^ a gehören^ so daß: 

(Ä, a) («1, . . . ag) A (^ « ) (ai, . . . Oj) A GS 

so entsteht sofort ein Kegel 2. Grades Äia^y . . . a^), von dem der 
Büschel dieser fünf Tangentialebenen zu G^ projektiv ist; also muß 
Ä auf unserer kubischen Raumkurve li^en. 

Diese zu a^, . . , a^ und G^ gehörige kubische Raumkurve liegt 
auf der Fläche 4. Ordnung^ welche zu a^y . . . a^ und G^ gehört, wenn 
G'^ = G^^^ ist. 

Für jeden Punkt Ä der Kurve nämlich ist der Tangentialebenen- 
Büschel um den Kegel so projektiv, daß Ä (o, , . . . 05) den fünf 
Elementen von G^ entsprechen; es sei a^' diejenige Berührungsebene, 
welche dem sechsten Elemente von G^ entspricht; wir schneiden sie 
mit Äa^ und legen aus diesem Schnittstrahle die zweite Berührungs- 
ebene a an den Kegel. Das ist die zu dem Punkte A gehörige Ebene 
a, durch welche er auf die Fläche 4 Ordnung kommt. 

Ferner, jede Berührungsebene eines Kegels ^.(0^, . . . o^), der 
seine Spitze Ä auf dieser kubischen Raumkurve hat, enthält eine 
ihre beiden weiteren Schnitte mit der Kurve verbindende Doppel- 
sekante, und weil durch jeden Punkt der Kurve zwei Berührungs- 
ebenen gehen, also auch zwei dieser Doppelsekanten, so entsteht durch 
die Zuordnung der Schnittpunkte jeder solchen Doppelsekante eine 
involutorische Korrespondenz [2] auf der — wie wir wissen, unikur- 
salen — Kurve, in der also auch die Schnitte von a^, . , . a^ ent- 
sprechend sind. Durch diese fünf Paare entsprechender Punkte ist 
die Korrespondenz eindeutig festgelegt (Nr. 187); folglich liefern alle 
unsere Kegel aus den verschiedenen Punkten der Kurve eine und 
dieselbe Korrespondenz. Zu jeder Berührungsebene eines von diesen 
Kegeln gibt es bei jedem andern eine durch dieselbe Doppelsekante 
gehende Berührungsebene. Dadurch sind die Büschel der Tangential- 
ebenen der beiden Kegel in projektive Beziehung gebracht. Das ist 
dieselbe Projektivität, wie die, welche wir schon haben, in der die 
nach Oj , . . . »5 gehenden Berührungsebenen entsprechend sind. Folglich 
gehen auch die zu den verschiedenen Kegeln gehörigen Ebenen a^' 
aUe durch dieselbe Doppelsekante ^). 

Wird nun -4^, statt Og, hinzugefügt, so gibt die Ebene von dieser 
Doppelsekante nach Ä^ in ihrem dritten Schnitte den einzigen Punkt 
Ä auf der kubischen Raumkurve, für welchen, wenn a die zweite 



1) Wir weiden dies später, wemi wir die kollineare Eigenschaft der kubischen 
Raumkurve erkannt haben, noch auf eine andere Art heweisen. 
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Tangentialebene ans AA^ sxi den betreffenden Eegel 2. Qrades ist^ 

gilt: 

(A, a)(a^, Oj, aj, a^, a^, A^) A G«; 

so daß dieser Pnnkt A der obigen Baumkurre 5. Ordnung angehört. 

Wenn nun sieben Geraden a^, a^^ . , .a^ vorliegen und &^, so 261 
betrachten wir die Fläche 4. Ordnung der Scheitel der Büschel {A, a)y 
für welche: 

{A, u){a^, «,,... ae) A G^^^ 
und diejenige; bei der: 

der Schnitt besteht aus den fünf Geraden o^, ... 05 und der zu ihnen 
nnd &(e 7) gehörigen kubischen Raumkurve, und außerdem einer 
Baumkurve 8. Ordnung, welche der Ort der Scheitel der 
Büschel (-4, a) ist, für welche: 

(A, «)(»!, oj, ...07) A G'; 

die Ebenen a umhüllen einen Torsus 8. Klasse. 

Jene Kurve trifft jede der sieben Geraden o^, . . . 07 vier- 
mal, 07 z. B. in den Schnittpunkten mit der zu a^, . . . a^ und Gt. 
gehörigen Flache 4. Ordnung. Ebenso sendet jede dieser sieben Ge- 
raden vier Ebenen an den Torsus. 

Liegen aber die Geraden 04, o^, . . . a^ und der Punkt A^ vor, so 



schneiden wir die zu a^, . , ,a^ und G,^ gehörige Fläche 4. Ordnung 



6 
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und die zu o^, o,, ... 05, A^ und G.^. gehörige Raumkurve 5. Ordnung 
(Nr. 260). Sie haben gemeinsam die 5*3 Begegnungspunkte dieser 
Kurve mit den a^, ... 05, die ganz auf der Fläche liegen, und den 
einen Punkt, in welchem die Raumkurve der zu a^, . , .a^ und G\ 7. 
gehörigen kubischen Raumkurve, welche ebenfalls ganz auf der Flache 
liegt^ begegnet; es bleiben noch vier weitere gemeinschaftliche Punkte, 
welche zu dem Satze führen: 

Wenn aj, a,, . . . a^^, A^ vorliegen und 6r^, so gibt es vier 
Strahlenbüschel (J., a), so beschaffen, daß: 

{A, a) (tti, Oj, . . . «6^ -^7) A G\ 

Endlich seien acht Geraden a^, o^, . . . Og gegeben und G^, Wir 
stellen dann zusammen die Fläche 4. Ordnung F\ welche zu o^, o,, . . . a^ 
und Gnj g., und die Raumkurve 8. Ordnung, welche zu a|, . . . o^, 07, Og 

und GL gehört. Letztere trifft erstere, auf welcher o, ... 05 ganz 
liegen, in ihren je vier Begegnungspunkten mit diesen Geraden, femer 
noch in vier Punkten, welche sich auf der zu a^, . . . a^ und (?* ^. 
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gehörigen kubischen Raamkaire befinden und sich folgendermaßen 
ergeben. Diese Kurve liegt auf der Flache 4. Ordnung F^. Die Raum- 
kurve 8. Ordnung liegt auf der Fläche 4. Ordnung J\* welche zu 

^1 ^7 ^y ^47 ^7 ^ ^^^ ^(6 6) S^^^^> ^^^ ^^^ ^ ausgelassen ist^ 
so liegt nicht auf F{^ die kubische Raumkurve. Von ihren zwölf 
Begegnungspunkten befinden sich acht auf den Doppelsekanten a^, %, 
^87 ^4 y welche ganz auf der Flache liegen. Es sei A einer von den vier 
übrigen. Weil er auf der kubischen Raumkurve liegt^ so fallt in 
jeder Berührungsebene des zugehörigen Kegels K^ 2. Grades der dem 
fünften Elemente von G^ entsprechende Strahl in die Ebene Aa^ 
und trifft Oj. Weil der Punkt aber auch auf der Flache 4. Ordnung J\* 
liegt^ so geht von ihm ein sechsstrahliger Büschel aus^ dessen Strahlen 

die Oj; o^; ag^ (»4, Of, Ag treffen und der zu Gt^ ^. projektiv ist. Seine 
Ebene « wird von den Ebenen J. (o^, Oj, «3, aj in einem zu ö«« , ^v 

projektiven Büschel geschnitten^ folglich berührt sie den Ä'; denn das 
kommt im Bündel A nur dessen Berührungsebenen zu. Daher tritt 
zu den sechs Strahlen noch der dem fünften Elemente von G^ ent- 
sprechende hinzu mit der Eigenschaft^ daß er a^ trifft. Folglich liegt 
der Punkt A und so jeder der vier Punkte auf der obigen Raum- 
kurve 8. Ordnung. Weil diese Punkte aber, als Punkte der kubischen 

Raumkurve für a^^.-.ag und 6r.g^g^, nicht bloß eine zugehörige 

Ebene a haben, so kommen sie auf die Fläche 4. Ordnung F*" und 

auf die Raumkurve 8. Ordnung durch verschiedene Ebenen a. Es 

bleiben daher 4-8 — 5-4 — 4 = 8 Begegnungspunkte A\ jeder von 

ihnen hat nur eine zugehörige Ebene a in bezug auf o^ , . . o^ und 
G'' ^ ^y Mithin ist, weil er auf F* liegt: 

(^,a)(ai,...ae) A G^^^^y 
und weil er auf der Raumkurve 8. Ordnung liegt: 

{A, a) (ai, ... 05, o,, ag) A G^^^ ; 
oder: 

(^a)(ai,. . .ag) A G\ 

Wenn also acht Geraden a^, . . . Og und G^ gegeben sind, 
so sind acht Strahlenbüschel vorhanden, bei denen: 

(^,«)(a„...ag)A G^O 



1) Man vgl. für die vorangehenden Betrachtungen Math. Annalen, Bd. 12, 
S. 288-290, S07 und 824 (ohne Beweis), sowie Schuberts Kalkül der abs&hlenden 
Geometrie, § 80. A. a. 0. steht S. 824 im eben bewiesenen Satze: ,,6 Strahlen- 
büschel'^ Dies wurde von Schubert richtig gestellt, und von neuem von 
Montesano, Annali di Matematica, Ser. UI, Bd. 1, S. 813. 
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